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Zur Elementargeometrie der Ellipse

Die planimetrische Behandlung der Ellipse beniitzt gewdhnlich eine der drei fol-
genden Aussagen als Definition der Ellipse (wihrend die beiden andern dann Lehr-
sdtze werden):

A. Die Ellipse ist der geometrische Ort des Punktes, dessen Abstinde von einem
gegebenen Punkt und einer gegebenen Geraden in einem konstanten Verhiltnise < 1
stehen.

B. Die Ellipse ist der geometrische Ort des Punktes, dessen Abstinde von zwei
gegebenen Punkten eine konstante Summe haben.

C. Die Ellipse ist die normal-affine Figur eines Kreises in bezug auf einen Durch-
messer des letztern als Affinitdtsachse. (Die an sich {iberfliissige Bedingung fiir die
Achse ist wohl zweckmaiBig.)

Am verbreitetsten ist die Definition B; in theoretischer Hinsicht verdient aber wohl
A den Vorzug, da man durch bloBe Aufhebung der Bedingung ¢ < 1 eine allgemeine
Definition der Kegelschnitte erhilt (siehe auch das nachgelassene Werk von HENRI
LEBESGUE, Les coniques [Paris 1942]). Allerdings erscheint dabei der Kreis nicht als
Spezialfall der Ellipse, sondern als Grenzfall (wie iibrigens bei exakter Auffassung
auch in B).

Im folgenden soll auf moglichst einfachem Weg aus Definition A Satz B, aus Satz B
Satz C, und schlie8lich ohne Vermittlung von B aus Definition A direkt Satz C abge-
leitet werden. Auf oder nahe an diesem Weg findet man dabei einige der Haupteigen-
schaften der Ellipse (mit Ausnahme derjenigen iiber konjugierte Durchmesser und
iiber den Flicheninhalt, die man am natiirlichsten von C aus erhalten wiirde). Obwohl
versucht wurde, ausgetretene Wege zu vermeiden und z. B. auf die Verwendung des
Leitkreises verzichtet wurde, ist in Anbetracht der tiberaus umfangreichen Literatur
iiber den Gegenstand kaum anzunehmen, daB in den hier gegebenen Beweisgingen
etwas Neues zu finden ist. Auf eine hierauf beziigliche Durchsicht dieser Literatur
wird der Verfasser der vorliegenden kleinen Arbeit wohl verzichten diirfen.

Die meisten der hier folgenden Entwicklungen gelten natiirlich fast ohne Anderung
auch fiir die Hyperbel und, wo der zweite Brennpunkt nicht im Spiel ist, fiir die
Parabel.

I. Von der Definition A zu Satz B

Im AnschluB an die Definition A wird man die klassische Aufgabe nicht iibersehen
(NEwToON: Principia, 1. Buch, § 44), einen Kegelschnitt zu konstruieren, der durch
drei gegebene Punkte P;, P,, P; geht und einen gegebenen Brennpunkt F hat. (Die
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gesuchte Leitlinie teilt die Strecke P;P, im Verhiltnis 4 P;F/P,F; von den Tei-
lungspunkten auf den Seiten des Dreiecks P, P, P, liegen nach MENELAOS [Umkeh-
rung] viermal je 3 auf einer Geraden.) Die Beschrinkung auf die Ellipse wire hier
nicht zweckmiBig, da auch bei lauter positiven Teilverhédltnissen der Kegelschnitt
keine Ellipse zu sein braucht.

Es seien nun F, ! Brennpunkt und Leitlinie einer Ellipse. Die Normalprojektion
eines beliebigen Punktes P der Ebene auf eine Gerade g wird im folgenden mit P,
bezeichnet. FF, ist Symmetrieachse der Ellipse. Die Hauptscheitel 4, B teilen die

Strecke FF,; harmonisch im Verhiltnis &.

Satz 7. Der Abschnitt einer Kurventangente zwischen Berithrungspunkt und
Leitlinie erscheint aus dem Brennpunkt unter einem rechten Winkel. Beweis
(nach LEBESGUE): Schneidet die Sekante PQ die Leitlinie in S, so liegt S wegen

N /'\? Py
a
T B )
F 1 1
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

SP[SQ = PP,/QQ, = FP[FQ auf der AuBenwinkelhalbierenden des Dreiecks PFQ
(Fig. 1). Beim Grenziibergang Q - P geht die dazu senkrechte Innenwinkelhalbie-
rende in FP iiber, was die Behauptung ist.

Aufgabe. Man lege von einem Punkt P der Ebene die Tangenten an die Ellipse.

Losung (Fig. 2): Die Tangenten aus I an den Kreis um P mit Radius ¢ - PP,
schneiden die Leitlinie in Punkten der gesuchten Ellipsentangenten ¢, #. Die Beriih-
rungspunkte Q, Q' liegen auf den Normalen in F zu den Kreistangenten. Zwei Losun-

gen, wenn PF > ¢-PP,.

Diese Konstruktion bringt den sogenannten ersten Ponceletschen Satz zu fast
- unmittelbarer Evidenz:

Satz 2. Die Abschnitte der beiden Tangenten von ihrem Schnittpunkt bis zu den
Berithrungspunkten erscheinen vom Brennpunkt aus unter gleichen Winkeln.

Man hat nur zu beachten, da8 die Geraden F (), F Q' mit den Kreistangenten gegen-
sinnig gleiche Winkel bilden (als Unterschiede des Winkels der Kreistangenten gegen-
iiber einem Rechten).

* Die entsprechende Aufgabe «Schnitt der Ellipse mit einer Geraden g» bietet keinc

Schwierigkeiten (PF |PS = PF|PP, - I—"P:/I“’.‘S—, S Schnittpunkt von g mit /).
Satz 3. Die Ellipse besitzt eine zweite Symmetrieachse, die Mittelsenkrechte der
Verbindungsstrecke ihrer Hauptscheitel.
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Beweis (Fig. 3). Ist P ein Kurvenpunkt, so liegt auf der Geraden PP; im allgemei-
nen genau ein weiterer Punkt P* der Kurve, nimlich der Schnittpunkt von PP, mit
dem Apollonischen Kreis beziiglich der Strecke FP,, der dieselbe im Verhiltnis
+ ¢ teilt. Sein Durchmesser wird aus der Geraden F P, herausgeschnitten von den
Tangenten in den Hauptscheiteln 4 und B; der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt
ist also die Mittelsenkrechte von 4 B, und diese ist dann gleichzeitig Symmetrieachse
fiir PP¥*.

(Dieser Beweis wird auch von LEBESGUE erwdhnt unter Hinweis auf RoUCHE et
DE COMBEROUSSE).

Durch Spiegelung von F und / an dieser zweiten Symmetrieachse nach F* und /*
erhidlt man nun sofort die fundamentale Eigenschaft:

Satz 4. Die Summe der Abstinde eines Ellipsenpunktes von den beiden Brenn-
punkten ist konstant.

Dies folgt aus PF + PF*=¢. PP, +e€- PP,. =g+ P Pp.

Bezeichnen wir diese konstante Summe der «Brennstrahlen» mit 24 und den Mit-
telpunkt der Kurve mit M, so erhilt man, da die Beziehung PF + PF*=2a

auch fiir die Scheitel 4 und B gilt, in bekannter Weise 2 a4 = AB, a = MA = MB.
Zum vollstindigen Beweis von Satz B ist es noch nétig, zu zeigen, daB jeder Punkt

P des Ortes PF + PF* = 2 q auch der Ellipse im Sinn von Definition A angehért.
Da der fragliche Punkt nicht auBerhalb des Kreises um M mit Radius a («Haupt-

kreis») liegen kann (die Schwerlinie PM des Dreiecks FPF* ist kleiner als das arith-
metische Mittel der Seiten PF, PF*), und da es auf einer Halbgeraden %, die in einem

Punkt H der Strecke A B senkrecht zu ihr errichtet wird, nur esnen solchen Punkt P
geben kann, miissen wir nur nachweisen, daB eine solche Halbgerade auch die Ellipse
schneidet. Der Schnittpunkt ist dann nach Satz 4 identisch mit P.

Die Existenz dieses Schnittpunktes folgt aber daraus, daB fiir einen auf % sich

bewegenden Punkt Q das Verhiltnis @é@:sich mit Q stetig dndert, fiir Q = H klei-
ner als ¢ ist, auBerhalb des Hauptkreises aber sicher grofer als e. (Dieser Kreisist ja

ein Apollonischer Kreis beziiglich der Strecke FF).
Damit ist der Satz B vollstindig bewiesen. Sind C, D die Endpunkte der «kleinen

Achse», so wird fir MC = MD = b, mF = ¢, b%= a® — ¢?. Aus CF/CCl = ¢ folgt

MM, = aje und, da MF - MM, = a?, ¢ =¢a.
Bei festgehaltenen Scheiteln riickt, falls man zur Grenze ¢ - 0 iibergeht, die Leit-
linie ins Unendliche.

11. Von Satz B zu Satz C

Satz 5. Die Ellipsentangente halbiert den AuBenwinkel der Brennstrahlen des Be-
rithrungspunktes (Fig. 4).

Beweis: Die Brennpunkte werden in diesem Abschnitt mit Fy, F, bezeichnet, die
Leitlinien mit /;, /;, die Brennstrahlen eines Punktes P mit 7, #,. Ferner sei PP, = u,,

PP, = u, und die Tangentenabschnitte bis zu den Leitlinien seien #;, 7, .
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Aus %:5: und %:%— folgt -;;‘-—’:%.

Die rechtwinkligen Dreiecke mit den Katheten »; und den Hypotenusen #; sind
also dhnlich. '

Als einfache Anwendung dieses Satzes folge hier die Konstruktion der Kriim-
mungskreise in den Scheiteln.

a) Die Kriimmung in den Hauptscheiteln.

y M

l Fi Fa 2
. Fig. 4 . Fig. 5

Da die Normale in einem Kurvenpunkt P als Winkelhalbierende im Dreieck F, PF,
die Strecke F,F, im Verhiltnis PF,/PF, teilt und beim Grenziibergang P - A4
oder P - B dieser Teilungspunkt zum Kriimmungszentrum K wird, so teilt K die
Strecke IETI:": im Verhiltnis (@ — ¢)/(a + ¢) resp. (a + ¢)/(a — ¢). Hieraus ergibt sich
dann der Kriimmungsradius g, = %/a.

b) Die Kriimmung in den Nebenscheiteln.
Die Kurvennormale in einem Punkt P trifft die Nebenachse in ihrem Schnittpunkt

Fig. 6 Fig. 7

mit dem Umkreis des Dreiecks F,; PF,. Das Kriimmungszentrum fiir den Scheitel C
liegt also auf der Normalen in F; zu F;C, woraus sich sofort g; = a?/b ergibt.

Satz 6. Der Abschnitt einer beliebigen Kurventangente zwischen den Tangenten in
den Hauptscheiteln erscheint von einem Brennpunkt aus unter rechtem kael Der
Satz folgt unmittelbar aus Satz 2. ~

Satz 7. Der FuBpunkt des Lotes von einem Brennpunkt auf eine Tangente liegt
auf dem Hauptkreis (Fig. 5).
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Sind T, T, die Schnittpunkte der Tangente # mit den Tangenten in 4 und B, so
zeigen die beiden Sehnenvierecke AFF,T,, BFF,T,, daB3 die beiden nach Satz 6
komplementiren Winkel AT,F, BT,F gleich den Winkeln AF,F, BF,F sind. F,

liegt also auf dem Thales-Kreis iiber A B.
Aus Satz 7 ergibt sich die bekannte Enveloppenkonstruktion der Ellipse.

Satz 8. Das Produkt der Abstinde der Brennpunkte von einer verdnderlichen
Tangente ist konstant und gleich dem Quadrat der kleinen Halbachse (Fig. 6).

Dieses Produkt ist ndmlich gleich dem absoluten Betrag der Potenz eines Brenn-
punktes in bezug auf den Hauptkreis, also gleich (@ + ¢} (@ — ¢) = b2

Satz 9. Eine veranderliche Tangente schneidet die Tangenten in den Hauptscheiteln
so, daB das Produkt der Abschnitte auf den letztern konstant und gleich dem Quadrat
der kleinen Halbachse ist.

Beweis ergibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A FT; und BT,F. (Bezeich-
nungen wie in Satz 7). :

Wir schalten h1er noch zwei Sitze ein, von denen weiter kein Gebrauch gemacht
wird.

Satz 10 (sog. 2. Satz von PONCELET): Verbindet man einen beliebigen Punkt P der
Ebene mit den beiden Brennpunkten, so schlieBen diese Verbindungsgeraden mit den
beiden Tangenten aus P gleiche Winkel ein (Fig. 7).

Beweis. Die Lote #,, v; aus F; auf die Tangenten bestimmen ein Dreieck A, das
dhnlich ist zu dem entsprechend gebildeten Dreieck A, mit den Seiten #,, v;. Denn
aus %, U, = v, vy folgt u,/v, = vy/u,, und die Winkel bei F; und F, sind gleich. Die
Winkel, deren Gleichheit in Satz 10 behauptet wird, sind aber, wie aus der Betrach-
tung der Sehnenvierecke hervorgeht, die durch ¢, ¢, ;, v; und ¢, , u,, v, bestimmt
werden, gleich einem Paar homologer Winkel in jenen dhnlichen Dreiecken.

Bemerkung: Da beim Beweis von Satz 10 nur die Sdtze 6 bis 8, nicht aber 5,
beniitzt wurden, konnte Satz 5 hier als Spezialfall (P auf der Kurve) seinen Platz
finden.

Satz 11. Der geometrische Ort des Punktes, von dem aus die Ellipse unter rechtem
Winkel erscheint, ist ein zum Hauptkreis konzentrischer Kreis.

Beweis. Wenn in Satz 10 ¢ | #, so sind die dort beniitzten Sehnenvierecke Recht-
ecke. Die Potenz von P in bezug auf den Hauptkreis ist dann gleich der Potenz von
F,, in bezug auf den Thales-Kreis iiber F,F,, also konstant.

Wir wenden uns nun, anschlieBend an die Sitze 8 und 9, dem Satz C zu. Wir defi-
nieren als «entsprechende Punkte» von Ellipse und Hauptkreis solche Punkte der
beiden Linien, die auf dem gleichen Lot zur Hauptachse und auf derselben Seite

der letzteren liegen. Dann gilt

Satz 712. Die Tangenten in entsprechenden Punkten von Ellipse und Hauptkreis
schneiden sich auf der groBen Achse.

Beweis. Tangente ¢ und Normale # trennen, als Winkelhalbierende im Dreieck
F,PF,, die Punkte F,, Fy harmonisch in T und N (Fig. 8). Durch Normalprojektion
auf ¢ erhilt man eine harmonische Trennung von F,y, Fyy durch T und P. Da die
Punkte F,, auf dem Hauptkreis liegen, hegt P auf der Pola.ren von T in bezug auf
diesen Kreis; d.h. TP’ ist Kreistangente in P’. .
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Satz 13. Das Verhiltnis der Abstinde entsprechender Punkte von Ellipse und

Hauptkreis von der Hauptachse ist konstant und gleich b/a (Fig. 9).
Beweis. Die Tangenten in entsprechenden Punkten P, P’, die sich nach Satz 12

auf der Hauptachse schneiden, treffen die Tangenten in 4 und B in den Punkten
U,U'und V, V'.

Ul

Fig. 8 Fig. 9
Nun ist AU’ - BV' = a? und nach Satz 9 AU - BV = b2, also
(Fpi)z_ AU BV _ b
PP,

407 BV @
(Pp Normalprojektion von P auf A B),
PP, b

ﬁTjj‘; a .

Fig. 10 Fig. 11

Da hier das Affinititsverhiltnis A = b/a < 1 ist, miissen wir, um Satz C vollstindig
zu beweisen, noch zeigen, daB das Affinititsverhiltnis A keiner Beschrinkung unter-
liegt, also auch > 1 sein kann. Das folgt aber aus der Verbindung von Satz 13 mit

Satz 14. Zwischen der Ellipse und dem Kreis iiber der kleinen Achse als Durch-

messer besteht normale Affinitit.
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Das ergibt sich daraus, daB die Affinitit in bezug auf die Hauptachse, welche vom
Hauptkreis zur Ellipse fiihrt, kombiniert mit einer Affinitit in bezug auf die kleine
Achse mit demselben Affinititsverhiltnis b/a eine Ahnlichkeitstransformation er-
geben muB, die Ellipse also durch die zweite Affinitit in den Kreis vom Radius &
iibergefiihrt wird. Damit ist C bewiesen.

Der Spezialfall 1 = 1 (die Ellipse ein Kreis) entspricht, wie schon erwihnt, einem
Grenzfall bei 4 und B.

Wiinscht man den Satz C auf roch elementarerem Weg, ohne Beniitzung der har-
monischen Eigenschaft von Pol und Polare in bezug auf den Kreis, zu beweisen, so
fihrt, auBer dem unter III angegebenen kurzen Beweis (siche unten), auch der fol-
gende Weg in einfacher Weise zum Ziel (Fig. 10):

Es sei F} das Spiegelbild von F, in bezug auf die Tangente ¢, »; das Lot von F,
auf ¢, vy, v, die Abschnitte auf der Tangente von P bis zum Hauptkreis, y und y’ die
Abstinde der entsprechenden Punkte P und P’ von der Hauptachse. Dann gilt

7, re=FF{P:AF,F,P= AF,F,P: \F,F¥P
(v €)% = (uyvy) (upy)
v; v, ist der absolute Betrag der Potenz von P in bezug auf den Hauptkreis, also
n= %" -9 +9)
und uy 4y = b2

Hieraus (ye)? = 6% (y'? — y?), also y’/y konstant.

IT1. Direkter Ubergang von A zu C

Da der Hauptkreis ein Apollonischer Kreis beziiglich der Strecke FF, ist, so folgt
in Verbindung mit Definition A, wenn die Strecken PF, P'F mit s, s’, und die Strecken
1—3—13,— , PF ; mit #, v bezeichnet werden (Fig. 11):

82 _ 5’2 . 32 _ 8’2_82 y’2~ y2

2 - u? v2 — y? y'2

und hieraus die Konstanz von y/y’. Hiebei bedeuten y und y’ wieder die Abstinde
entsprechender Punkte von der Hauptachse.
C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht-Ziirich.

Kleine Mitteilungen

1. Kurzer Beweis der isopevimetrischen Ungleichung fiir konvexe Beveiche

Die bekannte verschirfte isoperimetrische Ungleichung von T. BONNESEN?) fiir einen
konvexen Bereich K heift L' 4nF>(L—2ans, i

1) Vgl. hieriiber weiteres in T. BoNNESEN und W. FENcHEL, Theorie der konvexen Korper, Verlag
J. Springer, Berlin 1934 (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 8) insbesondere
S. 112/113.: -
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