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Jetzt ist man in der Lage, die geometrische Bedeutung der Multiplikation mit cis ¢
zu untersuchen. Zunichst stellt man fest:

[Xcisp— Ycisg|=|(X— Y)cisg|=|X~— Y| . |cisg|=|X-Y]|,

d.h. bei Multiplikation mit cis ¢ bleiben simtliche Abstinde unverindert.

Und nun kommen die entscheidenden Uberlegungen. Zuerst spezialisiert man ¢ auf
n/2, untersucht also die Multiplikation mit ¢ und stellt fest: 0.4=0, 1.4 = ¢ und
14 = — 1. Die Multiplikation mit ¢ fiihrt also das Dreieck 0, 1, ¢ in das kongruente
Dreieck 0, ¢, — 1 iiber, welches aus jenem durch eine Drehung im positiven Sinne um
90° um den Nullpunkt hervorgeht.

Da nun ein Punkt durch seine Abstdnde von drei gegebenen, nicht auf derselben Ge-
raden liegenden Punkten eindeutig bestimmt ist und da diese Abstinde unveridndert
bleiben, so ergibt sich, daB die ganze Ebene um einen rechten Winkel um den Null-
punkt gedreht wird.

Jetzt wahlt man ¢ wieder allgemein und stellt fest, im letzten Teil mit Hilfe des eben
gefundenen: O0.cisp =0, 1:.cisp = cis ¢ und ¢ cis ¢ = cis [¢ + (n/2)]. Das heiBt das
Dreieck 0, 1, ¢, und mit ihm die ganze Ebene, wird um den Nullpunkt um den Polar-
winkel ¢ gedreht.

Damit ist das entscheidende Resultat gefunden, aus ihm ergibt sich die Cisgleichung.
Der Baum der Erkenntnis ist gereift, man braucht nur leicht zu schiitteln, und die
schonsten Friichte fallen. Ich erwidhne lediglich: Additionstheoreme, Potenzierung und
Radizierung komplexer Zahlen, Einheitswurzeln.

Ich habe im Vorstehenden die wichtigsten Schritte angedeutet. Es ist Sache des er-
fahrenen Lehrers, in wohlbedachter Riicksicht auf den besonderen Charakter der Schule
und der Klasse zu entscheiden, wie im einzelnen die notwendigen Schritte zu erarbeiten
sind und wie weit Nebenwege beschritten und Erweiterungen ausgebaut werden sollen.

DaB die Additionstheoreme so schén fix und fertig herausspringen, ist gewifl ein
schiatzenswerter Vorzug der geschilderten Methode. Noch bedeutsamer erscheint mir
der Umstand, daB hier die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen zum tragen-
den Element wird, wihrend sie sonst ein zwar schoénes, aber doch nur begleitendes
Spiel bleibt. A. Storr, Ziirich.

Aufgaben

Aufgabe 31. Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite s wird ein geschlossener Faden
der Linge L = 3 s gelegt und durch einen sich bewegenden Stift gespannt. Man be-
rechne die Fliche des vom Stifte beschriebenen Ovals. E.TrosT.

Losung. F bedeute nicht den Flicheninhalt des Ovals, sondern die Differenz zwischen
der Ovalfliche und der Dreiecksfliche. Sind dann ¢ und y beide zwischen 0 und n/2

bestimmt durch ' B I_3s 1 dine I
Smme=2r—3s ¢ Y=2L_-3s"’
dann ist

F=—2—V(L—-s) (L—25s) {(pVL(L-—S)+tpV(L-~2$) (L—Ss)}.

Herleitung. A, B, C seien die Ecken des gleichseitigen Dreiecks mit der Seite s, und
A’ sei die Mitte von BC, B’ diejenige von CA. Die Verlingerungen der Héhen 44’ und
BB’ iiber A’ bzw. B’ hinaus schneiden aus der ringférmigen Fliche F genau 1/6 heraus.
Der krummlinige Teil der Berandung dieses Flichenstiickes besteht aus zwei mit glei-

-cher Tangente aneinanderstoBenden Ellipsenbigen RS und ST, wobei R, S, T bzw.
auf den Verlingerungen von 4’4, BA und BB’ liegen. Der Rest der Berandung besteht
aus den Strecken RA, AB’ und B’T.



104 Aufgaben

Der Bogen RS gehort einer Ellipse mit den Brennpunkten B und C an, R4’ ist die
halbe Nebenachse. Ebenso gehort der Bogen ST einer Ellipse mit den Brennpunkten
A und C und der halben Nebenachse TB’ an. Da das Dreieck S4B’ flichengleich ist.
mit dem Dreieck SAA4’, so ist das obengenannte Flichenstiick RAB’TS gleich der
Summe der Ellipsensektoren RSA’ und STB’.

Ich beginne mit RSA’. Die Elemente a, b, ¢ der Ellipse (halbe Haupt- und Neben-
achse und. lineare Exzentrizitdt) sind:

L—s s VL(L —25s)
z * ‘T2 oz

‘Die Sektorfliche ist dann gegeben durch a b ¢/2, wo @ der Zentriwinkel des dem Ellipsen-

sektor RSA’ im affinen Hauptkreis entsprechenden Kreissektors ist. Bezeichnet man

‘mit ¥ den Abstand des Punktes S von RA’, so hat man auf Grund einer bekannten

Ellipseneigenschaft: s + 2 ¥ = BS = a + (¢ x#/a), x/a = (a — s)/(2 a — ¢). Also ist
L—-3s

1T T .4 <7
sin @ = S—7— und; O§<p___2.

a= b= YaT— ot

Somit hat man:
8F(RSA") = ¢(L —s)YL(L — 25).

In analoger Weise findet man fiir den andern Ellipsensektor:
8F(STB) =y(L —2s))(L—s)(L—35s)

und damit nach leichter Umformung das oben angegebene Resultat.

Probe. Fiir L = 3s wird F = 0, und wenn L gegen unendlich geht, dann werden ¢
und y je zu #/6, und der Quotient aus F und n(L/2)2 geht gegen 1, wie es sein muB, da
das Oval mehr und mehr zu einem Kreis mit dem Radius L/2 wird. A. StoLL, Ziirich.

Weitere Losungen sandten L. DEscLoux (Fribourg), R. LitscH1 (Ziirich), A. MARET
(Biel), E. RoTHMUND (Ziirich), A. SCHWARz (Seuzach).

Neue Aufgaben

42. Man ziehe im Dreieck A BC zu BC die Parallele B’C’ so, daB sich die Umfinge
der Dreiecke A B’C’ und A BC verhalten wie dxe Inhalte des Dreiecks A B’C’ und des
Trapezes B'BCC’. E. ROTHMUND.

43. Fiir die zu den Dreieckseiten a, b, ¢ parallelen, durch die Seiten begrenzten Tan-
genten a’, b’, ¢’ des einbeschriebenen Kreisés gilt:

a’ b ¢

— 4 5+ —=1.
a b c
' E. ROTHMUND.
© . 44. Setzt man
o0 " o0 "
P, (x) = E'(__ 1)k (2 k) 22k, Q. (%) 32(__ 1)k (2 e 1) a2k

so gilt fiir jedes x:

f_.___l_*,. _ 1
PO A
E. TrosT.

45. Ist n eine natiirliche Zahl, so ist

2n+ 1\ sox, 3n—k
Z(Zk-r )2 3
k=0

=

die Summe von zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen. Beispiel:
n=3 2521 = 352 4 36%, E. TrRoST.
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