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'ELEMENTE DER MATHEMATIK"

Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare

Zestschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Forderung des mathematisch-physikalischen Unlerrichis
Organ fiir den Verein Schweizerischer Mathematiklehrer

El. Math. Band III Nr. 4 Seiten 73-88 Basel, 15. Juli 1948

Ahnliche Abbildungen ebener Figuren
mit Nebenbedingungen

In den «Elementen der Mathematik», Bd. I, Seite 1, behandelt P. BUCHNER die
Aufgabe, ein Quadrat zu zeichnen, dessen Seiten durch vier gegebene Punkte gehen.
Die dabei benutzte Konstruktionsmethode 148t sich auch zur Losung allgemeinerer
Probleme benutzen. Es sollen im folgenden zu gegebenen Figuren dhnliche Figuren
gesucht werden, derart, daB bestimmte Geraden dieser Figuren durch gegebene
Punkte laufen oder auch bestimmte Punkte dieser Figuren auf gegebene Geraden zu
liegen kommen.

Wir gehen von einer Verallgemeinerung der Quadrataufgabe aus:

I. In einer Ebene seien ein Vierseit g, g, g; g4 (Fig. 1) und vier Punkte P}, P},
P%, P} gegeben. Es sollen die gleichsinnigen und die ungleichsinnigen dhnlichen Ab-
bildungen der Ebene auf sich selbst bestimmt werden, fiir welche die entsprechenden

Geraden g¥, g¥, g}, gt zu den Geraden g,, g,, g3, g der Reihe nach durch die vier
‘Punkte P¥, P¥, P%, P} laufen.

Die vier gegebenen Geraden seien eigentliche Geraden, von den vier gegebenen
Punkten hochstens einer ein uneigentlicher, ein unendlich ferner Punkt. E; E, sei
ein (stets vorhandenes) Gegeneckenpaar aus eigentlichen Punkten im Vierseit g ... g,
d die zugehérige Diagonale. Wir betrachten die zu g; g, d gleichsinnig kongruen-
ten Biischel, fiir welche die Geraden gf und g¥ durch P§ und P} laufen. Der Ort
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ihrer Scheitel St ist nach dem Peripheriewinkelsatz ein Kreis durch P} und P¥. Die
entsprechenden Geraden zu d gehen dabei durch einen festen Punkt QF des Kreises.
In gleicher Weise ergibt sich fiir die gleichsinnig kongruenten Biischel zu g, g, d als
Ort der Scheitel S¥ ein Kreis durch P¥ P} mit dem festen Punkt QF fiir 4*. Fiir
ein zu g, ... g, gleichsinnig dhnliches Vierseit, dessen Seiten durch P} ... P¥ laufen,
muB also notwendig Q¥ QF Diagonale d* sein. Damit sind die Ecken E} E¥ und die
Seiten g¥ ... gf eindeutig festgelegt. Mehr als eine,
und zwar unendlich viele Lsungen treten nur in
dem speziellen Falle auf, wo Qf und Q3 zusam-
menfallen. Soll das neue Vierseit zum gegebenen
ungleichsinnig dhnlich sein. so treten an Stelle
der beiden gezeichneten Kreise die in bezug auf
P¥ P¥ und P¥ P} symmetrischen Kreise.

Wird die Zuordnung der Geraden g zu den
Punkten P* nicht vorgeschrieben, so sind fiir
gleichsinnige und ungleichsinnige Ahnlichkeit je
4| = 24, im ganzen also 48 Losungen moglich. -
Diese Zahl verringert sich durch Zusammenfal-
len von Lésungen, wenn das gegebene Vierseit

| kongruente Abbildungen auf sich selbst zuliBt.
N7 a “:' :: In der folgenden Zusammenstellung bedeutet %,
AN pigiipe die Zahl der gleichsinnigen derartigen Kongru-
I~ enzen einschlieBlich der Identitit (also &, = 1),

Fig. 2 ky die Zahl der ungleichsinnigen Kongruenzen,

48 . . .
# = ———— die Zahl der unter sich verschiede-

nen Losungen. Die Figuren geben die zugehorigen Typen der Vierseite an (Fig. 2).
Spezialfille dieser Art treten hiufig auf, wenn als g, ... g, vier Seiten eines reguliren
n-Ecks gewdhlt werden. Als Anzahl aller reguliren n-Ecke, von denen irgend vier
Seiten durch vier gegebene Punkte laufen, findet man unter Benutzung der Angaben
in Fig. 2:
n
Anzahl der Lésungen

4 5 6 7 8
624]48]144'198

Mit unserer Konstruktion nach Fig. 1 ist auch das zu I. duale Problem geldst:

IL. In einer Ebene seien ein Viereck P; Py Py P, und vier Gerade g¥, g¥, g%, g¥
gegeben. Es sollen die gleichsinnig und die ungleichsinnig dhnlichen Abbildungen der
Ebene auf sich selbst bestimmt werden, fiir welche die entsprechenden Punkte
Py, P}, P¥, P¥ zu den Punkten P,, P,, Py, P, der Reihe nach auf den vier Geraden
gt gt g3, g¢ liegen.

Wir bestimmen zum Vierseit g¥ gf g¥ gf das gleichsinnig oder ungleichsinnig dhn-
liche g, g, g5 g, derart, daB diese vier Geraden durch Py, P,, P,, P, laufen. Durch die
beiden Vierseite ist dann die gesuchte dhnliche Abbildung definiert.

Wir kehren zuriick zu unserer Grundaufgabe I. Es ist bereits auf den singuliren
Fall hingewiesen worden, daB Q¢ und QF (Fig. 1) zusammenfallen und daB unendlich
viele dhnliche Abbildungen existieren, welche den gestellten Forderungen geniigen.
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Fiir ein gegebenes Vierseit sind, wenn dieser Fall eintreten soll, nur noch drei Punkte
P* zum Beispiel P¥, P¥, P¥ willkiirlich wihlbar; denn durch P}, P¥, «,, £, ist so-
wohl im Falle der gleichsinnigen als auch der ungleichsinnigen Ahnlichkeit Q¥ fest-
gelegt, damit auch Q¥ = QF und durch Qf, P§, «,, 8, auch P¢. Der Zusammenhang
aller Losungen lieBe sich an Hand von Fig. 1 weiter verfolgen. Doch ist eine sym-
metrische Behandlung der Elemente g,, g,, g; und P¥, P¥, P¥ vorzuziehen.

Durch drei Punkte P¥, P¥, P} (Fig. 3) lassen sich, wie leicht ersichtlich, unend-
lich viele Gruppen g¥, g¥, g¥ von Geraden legen, welche ein zu g, g;, g gleichsinnig
oder ungleichsinnig dhnliches Dreiseit bilden. Da beide Fille analoge Zusammenhinge
liefern, beschrinken wir uns auf die Betrachtung der gleichsinnigen Ahnlichkeit. Aus
dem Peripheriewinkelsatz folgt sofort, daB die Ecken E¥, E¥ E¥ aller dieser Drei-
seite auf drei Kreisen liegen und daB sich diese Kreise in einem festen Punkte S*
schneiden?).

Da ferner die Geraden S*EF, S*E¥, S*E¥ mit g¥ g¥ g¥ konstante Winkel bilden,
ist S* stets entsprechender Punkt zu einem festen Punkt S im gegebenen Dreiseit
g1 8, &s- Unsere dhnlichen Abbildungen sind vollstindig definiert durch zwei ent-
sprechende Strecken, zum Beispiel SE; und S*E¥. Fiir alle Losungen bleibt S*
fest, wihrend E} einen Kreis durch S* durchlduft. Eine Gerade durch EY wird sich
dabei nach dem Peripheriewinkelsatz um einen festen Punkt dieses Kreises drehen.
Da irgendeine andere Strecke S*P* mit S*E} einen konstanten Winkel bildet und
ihr proportional ist, gilt das gleiche fiir alle Punkte und alle Geraden unserer Figur?).

Ein anschauliches Bild von der Gesamtheit dieser dhnlichen Systeme erhilt man,
wenn man die Verinderungen der Lage und GroBe einer einfachen Figur, etwa eines
Dreiecks, verfolgt (Fig.4). In S* schrumpft diese Figur auf einen Punkt zusammen.

Unsere Ergebnisse enthalten die Losung eines weiteren Abbildungsproblems, nim-
lich:

IIL. In einer Ebene sei eine Figur, bestehend aus einem Dreiseit g, g, g; und einem
Punkt P, ferner drei Punkte P}, P§, P§ und eine Gerade g* gegeben. Es sollen die

1y Vgl. G. BALASTER, Losung von Aufgabe 1, Elemente der Mathematik, Bd. I, Seite 111, Hilfssatz 1.
?) Vgl. die Bemerkung von P. FINSLER zur Ldsung von Aufgabe 1, Elemente der Mathematik, Bd. I,
Seite 112.
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gleichsinnigen und die ungleichsinnigen dhnlichen Abbildungen der Ebene auf sich
selbst bestimmt werden, fiir welche die entsprechenden Geraden g¥, g¥, g¥ zu den
Geraden g,, g,, g5 der Reihe nach durch die gegebenen Punkte P¥, P¥, P¥ laufen und
fiir welche gleichzeitig der entsprechende Punkt P* zu P auf der gegebenen Ge-
raden g* liegt.

Wir bestimmen das System der dhnlichen Abbildungen, fiir welche g¥, g¥, g¥ durch
P¥, P§, P¥ gehen. Es geniigt dazu die Konstruktion des Punktepaares S, S* (Fig. 3)
und des Bahnkreises von E¥. In diesem System durchliduft der entsprechende Punkt
P* zu P einen Kreis durch S*. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit g* definieren
die dhnlichen Abbildungen, weiche alle gesteliten Forderungen erfiillen. Fiir die
gleichsinnige und fiir die ungleichsinnige Ahnlichkeit sind also 2, 1 oder 0 Lsungen
vorhanden. '

Fig. 5

Wir wenden uns der dualen Aufgabe zu. Gegeben seien das Dreieck P,P,P,
(Fig. 5) und die drei Geraden g¥, g¥, g¥; gesucht die zu P,P,P, dhnlichen Dreiecke
P} P} P¥, deren Ecken auf den gegebenen Geraden liegen. Um die Figuren iiber-
sichtlich zu halten, beschrinken wir uns wieder auf die gleichsinnige Ahnlichkeit.
Wir konstruieren analog wie beim Ubergang von Aufgabe I. zu Aufgabe II. die zum
Dreiseit g¥ g¥ g¥ dhnlichen Dreiseite g, g, g5, deren Seiten durch P,, P,, Py laufen.
Jedes solche Dreiseit definiert zusammen mit g¥, g¥, g¥ eine dhnliche Abbildung der-
art, daB P}, P?, P¥ auf den gegebenen Geraden gf, g¥, g¥ liegen. Wiederum sind
S, S* entsprechende feste Punkte. Wir erhalten also alle Lésungen, indem wir das
Strahlbiischel &% b3 b% um S* drehen und diese Strahlen mit gf, g¥, g& schneiden.
Jede unserer dhnlichen Abbildungen ist wieder definiert durch ein entsprechendes
Streckenpaar, zum Beispiel SP; und S*P}. Fiir alle Lésungen bleibt S* fest, wih-
rend P} eine Gerade gf durchliuft. Eine normale Gerade zu S*Pf durch Pf um-
hiillt dabei eine Parabel mit dem Brennpunkt S* und der Scheiteltangente gf. Aus
den schon beim dualen Problem angegebenen Griinden iibertrigt sich diese Eigen-
schaft auf alle Punkte P* mit den zugehérigen zu S*P* normalen Geraden g*.
Fig. 5 zeigt die Lage der Bahngeraden c* des Punktes P*; c* ist die Scheiteltangente
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der von g* umbhiillten Parabel. Man erhilt wieder ein anschauliches Bild fiir die Ge-
samtheit der dhnlichen Systeme mit einer Serie entsprechender Dreiecke (Fig. 6).

Mit unseren Ergebnissen erhalten wir die Losung der Aufgabe:

IV. In einer Ebene seien eine Figur, bestehend aus einem Dreieck P,P,P, und
einer Geraden g, gegeben, ferner drei Geraden g¥, g¥, g¥ und ein Punkt P*. Es sallen
die gleichsinnigen und die ungleichsinnigen dhnlichen Abbildungen der Ebene anf
sich selbst bestimmt werden, fiir welche die entsprechenden Punkte P¥, P¥, P¥ zu
P,, P,, Py der Reihe nach auf den Geraden gf, g, g¥ liegen und fiir welche gleich-
zeitig die entsprechende Gerade g* zu g durch den Punkt P* liuft.

Fig. 6

Wir bestimmen analog wie bei III. das Punktepaar SS* und die Parabel, welche
von den entsprechenden Geraden zu g umbhiillt wird. An diese Parabel legen wir vom
gegebenen Punkte P* aus die Tangenten g*. Die Geraden g und g* und das Punkte-
paar S, S* definieren die gesuchten dhnlichen Abbildungen.

Es bleibt uns noch eine in sich selbst duale Aufgabe vom Typus der Aufgaben
I.—1IV. zu 16sen, namlich:

V. In einer Ebene seien eine Figur, bestehend aus zwei Geraden g, g, und zwei
Punkten Pj, P,, gegeben, ferner zwei Punkte P¥, P# und zwei Geraden g¥, gf. Es
sollen die gleichsinnig und die ungleichsinnig d4hnlichen Abbildungen der Ebene auf
sich selbst bestimmt werden, fiir welche die entsprechenden Geraden g¥, g¥ zu gy, g,
durch die Punkte Pg, P§ laufen und zugleich die entsprechenden Punkte P¥, P} zu
P, P, auf gf und gf liegen.

Wir gehen (Fig. 7) aus von dem Strahlenbiischel der Geraden g, g,, 3 (= SP,)
‘und p, (= SP,) in der gegebenen Figur. IThm entspricht in der gesuchten Figur,
wenn wir gleichsinnige Ahnlichkeit voraussetzen, ein gleichsinnig kongruentes Bii-
schel. Zwei Strahlen desselben miissen durch die gegebenen Punkte P¥, P¥ laufen;
Ort des Scheitels S’ ist also ein Kreis durch P} P¥. Nach dem Peripheriewinkelsatz
drehen sich die entsprechenden Strahlen zu p; und p, um zwei feste Kreispunkte
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@3, Qt. Wir schneiden diese Strahlen p;, p; mit den gegebenen Geraden g¥, g*. Durch
Abtragen der Winkel a3, @y in Pj, P; bekommen wir zwei parallele Gerade 7, I5.
Konnen wir den Scheitel S’ so wihlen, daB diese zwei Geraden zusammenfallen, so
haben wir die zur gegebenen dhnliche Figur gefunden, welche alle Forderungen der
Aufgabe erfiillt. Wir legen noch durch einen festen Punkt O* die parallele Gerade
zu I3, Ij; Py, sei ihr unendlich ferner Punkt. Lassen wir S’ den Kreis durchlaufen, so

Fig. 7

erhalten wir in QF, Q¥, O* drei kongruente Strahlbiischel. Ihre Schnittpunkte P;,
P; und P;, mit den Geraden g¥, g¥ und der unendlich fernen Geraden liefern drei
projektive Punktreihen. Infolgedessen umhiillen I3 (= P3 Py) und Il; (= Pg PJ)
zwei Parabeln. Die im Endlichen liegenden gemeinsamen Tangenten derselben liefern
die gewiinschten zusammenfallenden Geraden I3, /; und damit die Lésung der Auf-
gabe. Fiir gleichsinnige und analog fiir ungleichsinnige Ahnlichkeit mit dem in bezug
auf P}P¥ symmetrischen Kreis ergeben sich also 3, 2 oder 1 Losungen. Mit Zirkel
und Lineal allein ist deren Konstruktion nicht méglich.

Entsprechende Aufgaben lassen sich auch fiir kongruente Abbildungen stellen. Es
sei zum Beispiel ein zu g, g;, g5 gleichsinnig oder ungleichsinnig kongruentes Dreiseit
zu zeichnen, dessen Seiten durch die gegebenen Punkte P¥, P, P} laufen. Die
Losung fiir die gleichsinnige Kongruenz ergibt sich sofort aus Fig. 3. S*EY ist gleich
SE, zu wihlen. Fig. 5 liefert die Lésung der dualen Aufgabe. S*P} muB in diesem
Falle gleich SP,; sein. Die Bestimmung einer kongruenten Abbildung, bei der zwei
Gerade durch gegebene Punkte gehen und gleichzeitig ein Punkt auf einer gegebenen
Geraden liegen soll und auch die duale Aufgabe fithren auf die Konstruktion der
Schnittpunkte einer Pascalschen Schneckenlinie mit einer Geraden.

H. ScuiEepp, Zirich.
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