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welche Fy in I schneidet, so erhilt man zwei Kreise ¢ und c', welche in bezug auf den
Kreis I tnvers sind.

Da auf der Kugel jeder Punkt als Nabelpunkt betrachtet werden kann, so ist Klar,
daB es sich dann dabei um die gewohnliche stereographische Projektion handelt, bei
der alles Vorhergehende giiltig bleibt. ArNoLD EwMmcH, Urbana, Illinois.

Kleine Mitteilungen

I. Noch eine Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal nicht I5sbar ist

In den Elementen Bd. II, S. 14—16, zeigte Herr P, BUCHNER, daB es im allgemeinen
mit Zirkel und Lineal nicht méglich ist, ein Dreieck aus zwei Seiten und dem Inkreis-
radius zu konstruieren. Hier sei eine weitere Aufgabe derselben Art mitgeteilt.

Aufgabe: Man konstruiere ein Dreieck aus zwei Seiten a und ¢ und der Winkelhalbie-
renden eines Gegenwinkels der beiden Seiten, etwa w, (im folgenden kurz mit w be-
zeichnet).

Wir suchen zunichst eine Beziehung zwischen den drei Seiten a, b, ¢ und der Winkel-
halbierenden w,. Mit Hilfe des Kosinussatzes, angewandt auf die beiden Teildreiecke
in Fig. 1, folgt nach Elimination der GréBen p, ¢ und cos (y/2), wenn wir b = x setzen:

ax*+ (2a—w?) a2+ (@a®—ac?—2aw)xr—atw?=0 (1)

Die Losung der Aufgabe hingt somit von dieser Gleichung dritten Grades ab. Die
Diskriminante

D=4a%c?uwb + a%c2(12a% + c?) w4+ 4a*c2(3a%4 5¢%) w?+ 4atc?(a? — c?)2 (2)

ist als Summe von Quadraten stets positiv, sofern nicht a, ¢ und w gleichzeitig ver-

schwinden. Wir haben also den Casus irreducibilis vor uns, und die Gleichung (1)
besitzt drei reelle und verschiedene Wurzeln.

&

Fig. 1

Wir bestimmen die Anzahl der uns allein interessierenden positiven Wurzeln. Da
a> 0 und — a? w? < 0 ist es nach der Descartesschen Zeichenregel ausgeschlossen, daB
(1) zwei positive Losungen aufweist. Es ist aber auch nicht méglich, daB drei positive
Wurzeln auftreten, denn aus 242 — w2 <0 und a® — ac? — 2a w?> 0 folgt die sogar
fiir reelle Werte @ und ¢ unmogliche Ungleichung 3 a? < — ¢2. Der Fall einer einzigen
positiven Wurzel ergibt sich, wenn nur ein Vorzelchenwechsel auftritt. In der Gleichung
a3 #3 + a, % + a, ¥ + ay = 0 muB entweder a, > 0 und a, $ 0 oder @, < 0.und &, < 0 sein.
Alle drei Moglichkeiten konnen realisiert werden.

Unm iiber die Lage der .positiven Wurzel eine Ubersicht zu haben, betrachten wir d1e
Funktion' f#) =axd+ (2a%— w?) #2 + (@® —act— 2awh) ¥ — a? wt, (3)

EL Math. 5
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Es ist H0) = — a?wt <0,
f(a) = a*(4a% — 4w — cH)S0.

Damit ergibt sich die folgende Diskussion:

1. Fall: 4a? > 4 w? 4 c* 1 positive Wurzel 0 < ¥ < a.
2. Fall: 4a%= 4 w? 4 ¢? Losung x¥ = a; die Gleichung (1) ist reduzibel.
3. Fall: 4a2% < 4 w? 4 ¢? 1 positive Wurzel » > a.

Da die Dreiecksungleichungen erfiillt sein miissen, ist das Dreieck nur dann reell,
wenn die Winkelhalbierende zwischen den folgenden Grenzen liegt:

. 2a(a—-c)<w<2a(a+c)l
2a—c¢ 2a+c¢ (4
a<c: O<w<w . )
‘ 2a+c¢

In beiden Fillen wird damit ¥ <a + c.

Die Gleichung (1) ist im allgemeinen irreduzibel im Korper der rationalen Zahlen.
Es lassen sich leicht Zahlenbeispiele angeben. Daraus folgt aber sofort die Unmadéglich-
keit der Konstruktion mit Zirkel und Lineal allein.

Reduzible Gleichungen (1) ergeben sich fiir die gleichschenkligen Dreiecke mit a = b
oder b = ¢. Es existieren auch nichttriviale Fille, wo (1) zerfillt. Um dies einzusehen,
formen wir die Gleichung um.

wia+ ¥)t=ax[(a+ »)2— c]. (1a)

Es genﬁét, solche Zahlentripel a, ¥ und ¢ zu suchen, fiir die w rational wird. Die dio-
phantische Gleichung (1a) losen wir im einfachsten Falle, indem wir die eckige Klam-
mer zu einem Quadrat machen:

SR L) )

c=27Au

Der Faktor ¢ ¥ wird ein Quadrat, wenn wir

a=2A% x=pu? (6)

. . it wi
wiahlen. Damit wird o Ap (A — u?) o)
T AR4pr 7

Etwas allgemeiner ist der Ansatz

a=o? x=n11 (6a)

mit der Bedingung 0% + 7% = A% + w3, Sind & und { zwei Parameter, dann erhalten wir

1
53_{_5{[&(;2_62) + ZFEC].

1 ;
T=fgr_‘{‘_‘z-?[l4(52—cs) + 2480,

g =

woraus sich bei gegebenen A und u die Stiicke a, #, ¢ und w berechnen lassen.

Wir kénnen somit auf verschiedene Arten beliebig viele Zahlentripel a, ¢, w finden,
fiir die die Gleichung (1) reduzibel wird.

Beispiel: Es sei A= 3, p = 2, Mittels (5), (6) und (7) ergibt sich nach Beseitigung

der Briiche. a=117, ¢= 156, w= 30 (¥ = 52).

Die Gleichung (1) hat mit diesen Werten die positive Wurzel #; = + 52 und die beiden
negativen, irrationalen Wurzeln 2, &~ — 7,47 und »; ~ — 270,83.

Bemerkungen: ,

1. Aus (la) folgt, daB ein Dreieck aus @, b und der Winkelhalbierenden w, des ein-
geschlossenen Winkels im klassischen Sinne konstruierbar ist.

2. Es lassen sich leicht noch weitere Aufgaben bilden, die auf irreduzible Gleichungen
héheren als zweiten Grades fiihren. Wir brauchen zu diesem Zwecke nur eine Dreieck-



Kleine Mitteilungen 67

seite durch eine andere Strecke zu ersetzen. Zum Beispiel:

¢, Sq, Wy: Gleichung 3. Grades,
¢, hy, wy: Gleichung 4. Grades.

Interessant ist es, festzustellen, da8 manche Konstruktionsaufgaben, in denen eine
(oder zwei) Winkelhalbierende auftritt, mit Zirkel und Lineal nicht l8sbar sind. Die
Winkelhalbierende scheint also eine gewisse Ausnahmerolle zu spielen.

E. RoTH-DESMEULES, Luzern,

I1. Eine exakte Eierkurvenkonstruktion mit technischen Anwendungen

Die zeichnerische Darstellung des Verlaufs der Oberflichenkriimmung eines tech-
nischen Korpers, vor allem von Verkehrsmitteln mit Stromlinienform (Boot, Auto,
Flugzeug), durch systematisch gefiihrte Schnitte hei3t in der Ingenieursprache «Straky.

Fig. 1. Punktweise Ellipsenkonstruktion. Fig. 2. Punktweise Konstruktion einer Eierkurve nach
F. HOGELSCHAFFER,

Die Konstruktion eines Strakplans ist wegen der Verdnderlichkeit der Kriimmung in
den beiden Hauptschnittebenen und wegen der Riicksichten auf die Fahrzeuginnen-
architektur und die Strémungsgesetze meistens schwierig. Infolge der eigenwilligen
UmriBformen scheint die GesetzmiBigkeit der Kriimmung mathematisch zunéchst
kaum so erfaBbar zu sein, daB sich unschwer handliche Gleichungen angeben lassen.
Es muB aber von einem Strak verlangt werden, daB durch Zeichenungenauigkeit hervor-
gerufene Schwankungen der Wolbungsstetigkeit bestmdoglich ausgeschaltet bleiben. Es
haben sich daher wohl schon seit langen Zeiten immer wieder Griibler unter den Boots-
bauern damit beschiftigt, Verfahren zu finden, die umstidndliche zeichnerische Nihe-
rung zu verbessern. Hier soll das auf bestimmte Fille angewandte Eierstrakverfahren
von FriTz HUGELSCHAFFER im Ausschnitt soweit besprochen werden, als es vielleicht
von allgemeinerer Bedeutung ist. . ' .

Es handelt sich um die mathematisch exakte Konstruktion von Eierkurven, wie sie
auBer im Flugzeugbau auch z.B. beim Gewdlbebau, etwa als Querschnittsformen fiir
begehbare Kanalquerschnitte der Entwisserungsleitungen von Grofistidten, wichtig ist.
Thre Darstellung durch eine exakte und vor allem einfache mathematische Gleichung
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und ihre Beschreibung durch eine moglichst einfache Konstruktionsvorschrift ist wich-
tig, nicht allein wegen des idealen Spannungsverlaufes in einer Schale ohne Kriimmungs-
unstetigkeit, sondern iiberhaupt auch wegen der vielerlei rechnerischen Annehmlich-
keiten einer mathematisch vorliegenden Querschnittsform bei der Bestimmung der
Querschnittsfliche, von Flichenabschnitten, Momenten verschiedener Art und sonstiger
technischer GréBen.

Das Verfahren von HUGELSCHAFFER kniipft an die hinreichend bekannte Ellipsen-
konstruktion in Fig. 1 an. Das Ei wird durch drei Stiicke: Hohe H, Breite B und
Hohenlage ap der groften Breite beschrieben. Die Konstruktionsvorschrift entspricht
genau jener der Ellipse in Fig. 1 und geht wohl hinreichend klar aus Fig. 2 hervor.

Fiir die Eikurve 148t sich leicht die folgende einfache Gleichung ableiten:

y —e\? * ., (v\2y .
(H/z )+(B/z)+(‘k“) (7'"1>"“1’
H B
““2——}23 und k‘——H:‘e*

dabei ist e =

Ohne den dritten Summanden, der die Unsymmetrie der Kurve zur Querachse be-
sorgt, wiirde die Gleichung eine Ellipse mit den Achsen H und B darstellen.

Es leuchtet ein, daB sich durch Auffideln von Querschnitten beliebiger Eiform nach
einer — gewoOhnlich zeichnerisch gegebenen — Vorschrift fiir ihren gegenseitigen Abstand
und den Verlauf der Parameter H, B und kg, also von Aufri3, Grundri3 und Verlauf
der Linie der groBten Breite, ein «strakender» Korper ergibt, d.h. ein Koérper ohne
Unstetigkeiten oder Schwankungen seiner Oberflichenkriimmung.

Als Ansblick mag es fiir den Theoretiker wie auch fiir den spekulativen Praktiker nicht
uninteressant sein, auf jene Kurvenformen hinzuweisen, die sich bei der Wahl eines un-
symmetrisch liegenden Strahlenmittelpunktes ergeben und wenn statt des Hohen- oder
(bzw. und) Breitenkreises andersgeartete Hilfslinien eingefiihrt werden. Es wird dadurch
unter Umstdnden ein Weg gezeigt, auch gewisse unsymmetrische oder sonst schwierig
zu vermessende Korper zu straken. H. ScaMIDBAUER, Goggingen b. Augsburg.

Literaturiiberschau

RupOLF FUETER:
Das mathematische Werkzeug des Chemikers, Biologen, Statistikers und So-
ziologen. Vorlesungen iiber die hoheren mathematischen Begriffe in Verbin-
dung mit ihren Anwendungen. Orell FiiBli Verlag, dritte, verbesserte und
vermehrte Auflage, Ziirich 1947.

Wir begriiBen die vor kurzem fertiggestellte dritte Auflage dieses Werkes, das sich,
insbesondere bei Naturwissenschaftern, bereits viele Freunde erworben hat. Wie der
Verfasser im Vorwort sagt, legt er das Hauptgewicht auf das Verstindnis der mathe-
matischen Begriffswelt und deren Anwendungsmaoglichkeit in den verschiedensten Ge-
bieten, nicht aber auf weitgehendste Beherrschung mathematischer Methoden und
Kenntnisse: «Das Bediirfnis weiter Kreise liegt meiner Meinung nach hauptséchlich in
dem Wunsche, Einsicht zu erhalten, wie die scharfen mathematischen Begriffe klirend
und vorteilhaft in allen moglichen Gebieten auftreten. Das Buch wendet sich auller an
Chemiker, Biologen und Mediziner auch an alle Lehrer der Naturwissenschaften.»

Die ersten beiden Kapitel geben eine leichtverstindliche, immer wieder an Beispielen
illustrierte Einfiihrung in die Differentialrechnung und ihre Anwendung auf die Bestim-
mung von Extremwerten und von Wendepunkten. Ferner werden hier auch die Ele-
mente der analytischen Geometrie in der Ebene entwickelt. Das dritte und vierte Ka-
pitel bringen in ebenso ansprechender, immer auf das mathematisch Wesentliche zielen-
der Art die Grundbegriffe der Integralrechnung und eine Anzahl Anwendungen aus ver-
schiedenen naturwissenschaftlichen Gebieten (Gesetz von GULDBERG und WAAGE,
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