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12 H. Jecxuin: Uber mathematische Mittelwerte

Uber mathematische Mittelwerte

I. Seien gegeben 7 positive Werte 0 < ¢, < qy < a3 < ... £ a,. Wir verstehen
dann unter m einen Mittelwert beziiglich dieses Systems der «,, wenn fiir endliches #»
gilt a; < m < a,,, ausgenommen wenn alle 4, einander gleich sind, das heiBt g, = a4,
in welchem Falle auch m = 4.

Wir bilden nun mit Hilfe der GréBen 4, ein symmetrisches homogenes Aggregat von
nur positiven Gliedern, deren irgendeines die Gestalt habe 4;=a'a} ... a%. Dabei
sind die Exponenten ¢ positive Zahlen. Die Summe der Exponenten eines Gliedes sind
seine Dimension T, und da das Aggregat als homogen vorausgesetzt ist, haben alle
Glieder die gleiche Dimension. Die Zahl der Glieder des Aggregats betrage N.

Ist f(x) eine im Intervall {¥,, x,] eindeutige, stetige und im engeren Sinne monoton
zunehmende (oeder abnehmende) Funktion und sei f(x,) = X, und f(x,) = X,,, dann
ist bekanntlich die inverse Funktion x = @(y) ebenfalls eindeutig, stetig und im
engeren Sinne monoton zunehmend im Intervall [X,, X,] (bzw. abnehmend in
[X,, Xi]). Wenn nun f(m) ein Wert zwischen X, und X, ist, so existiert wegen der
vorausgesetzten Eindeutigkeit und Monotonie eine bestimmte Position m zwischen
%, und x,,, welcher der Funktionswert f(m) entspricht.

Nach dieser Vorbereitung definieren wir einen Mittelwert m fiir das System der
#n GroBen a; durch die Gleichung

N-f(m")=Z f(4,), ()

wobei f so zu wiihlen ist, daB es die genannten Eigenschaften besitzt im Intervall
al, aT]. Explizit ist dann also m gegeben durch die Formel

e [p ()"

Wie man sieht, ist eine Mittelwertformel eo #pso eine symmetrische Funktion der zu
mittelnden Werte a,. DaB m tatsichlich ein Mittelwert ist, kann leicht gezeigt werden.
Wir geben den Beweis unter der Voraussetzung, daB f monoton steigend ist; der Fall
der monoton sinkenden Funktion ergibt sich in sinngemiBer Modifikation. Lassen
wir weiter den trivialen Fall a; = a auBer Betracht, so gilt

N'a?<2A,<N-af,
f(41)< Zf(4) < fa}),
. I( t) T
= p(fa]) < ¢ (ZHAL) < g (Hal)) =
a1<[ ( z/4 '))]llr<a,,. w.z.b.w.

o (- 000

Setzen wir
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dann ist offenbar
O(m... m) = [ (ZLE) " = o (imT) =
Eine explizite Mittelwertformel @ (4, ... 4,) geniigt also der Gleichung
Dm...m)=D(a,...a,),

es ist aber umgekehrt durch diese Glelchung noch kein Mittelwert definiert. Man

sieht dies leicht an einem Gegenbeispiel. Sei m = 2? +af , S0 ist immer
a,aq
D (@, ag) = D (m, m),
3
denn —’%%?-— = m. Aber m ist hier nicht notwendigerweise ein Mittelwert. Fiir

a, = 1, a, = 3 beispielsweise resultiert m = 42/;. Diese Feststellung zwingt zur For-
derung, daB nur solche Formeln als Mittelwertformeln zu bezeichnen sind, welche
stets, das heit ohne Beschrinkung auf bestimmte Auswahl der a,, einen Mittel-
wert liefern.

I1. Die Sachlage gestaltet sich besonders einfach und {iibersichtlich, wenn wir fiir
das eingangs erwihnte homogene symmetrische Aggregat der GréBen a, eine elemen-
tarsymmetrische Funktion derselben wihlen. Wir beschrinken uns hier auf diesen
Fall, was um so berechtigter erscheint, als bekanntlich jedes symmetrische Aggregat
rational und ganz durch die elementarsymmetrischen Funktionen ausgedriickt wer-
den kann. Das Glied 4, ist nun also irgendeine Kombination zur Klasse » ohne Wieder-
holung aus den # GréBen a,; es werde mit € a, bezeichnet. Die Anzahl N dieser Glieder

ist nun offenbar (f) Nunmehr definieren wir einen einfachen Mittelwert s durch die
Gleichung

(7)- fom) = Z1(C a), (I11)

wobei fiir f im Intervall [a], a]] die vorgenannten Eigenschaften vorausgesetzt sind.
Setzen wir Xf(C a;) = F(a;), so ist m explizit gegeben durch die Formel

"= [(p (f(_(:;‘)_))] " (1v)

Da n Elementen ebenso viele elementarsymmetrische Funktionen zugehdren, kann
man also bei gegebener Funktion f auf » verschiedene Arten (r =1... ) einen ein-

fachen Mittelwert bilden.
Bei Wurzeln ist stets nur der positive Wert in Betracht zu ziehen. Wir kdnnen nun

die sogenannten gewogenen Mittelwerte einfiihren, indem wir jedem der ( ) Funk-
tionswerte f(C a;) ein positives Gewicht g; zuordnen. Es kann dies dahingehend auf-
gefaBt werden, daB die Funktion F(a;) statt aus (:f) aus X'g, additiven Gliedern zu-
sammengesetzt ist. Ein gewogener einfacher Mittelwert ist demnach gegeben durch

die Formel
Zg,of g a 1/r
’”"z{"’( izg(,- i))} ‘ V)
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ITI. Im Hinblick auf praktische Belange wird man die Funktion f so wihlen, da8
die inverse Funktion ¢ explizit einfach verifizierbar ist. Ohne weiteres ist ersichtlich,
daB eine additive oder multiplikative Konstante immer unwesentlich ist. Wir setzen
nun in (ITI) speziell » = 1, also . : .
n - f(m) = 2f(a;) (VI)
und zeigen, daB damit die in der Praxis gebriuchlichen Mittelwertformeln bereits
erfafit sind:

a) Wenn f(a) = a’, soist
¢

Zal

n-m'=2Xa, bzw. m= i,
n

Es ist dies die Klasse der einfachen Potenzmittel.
Fiir ¢ = 1 insbesondere resultiert das arithmetische Mittel:

_ Xay
="t
Fiir £ = 2 haben wir das quadratische Mittel:
Za?
m= .
n

Fiir # = — 1 ergibt sich das harmonische Mittel:

. n
3T
a;
Bei Einfﬁhrung von Gewichten erhalten wir als einfaches gewichtetes Potenzmittel:
‘ 2'g; “?
2g; , ’
Fiir g, = a; und ¢ = 1 ist dies das kontraharmonische Mittel:

"= 2a}
T Za;'

m, =

b) Setzt man f(a) = log a, so folgt
n-logm = 2'loga,,
also
logm = —}‘- X'loga;, oder m= VI a;.

Dies ist das logarithmisch-arithmetische Mittel oder das geometrische Mittel. Mit
Gewichten erhalten wir:
2gi-logm=2g, logay,
mithin
m, = [ITak]1%%,

c) Es sei f(a) = ¢%, ¢ = konstant. Dann ist % . ¢™ = Z'¢%, und daraus

1 .
— X% .

llog(” & ) __logXc%—logn
loge - logc )

m=
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Diese transzendente Mittelbildung findet zum Beispiel Verwendung in der Ver-
sicherungsmathematik, um das mittlere technische Alter von Personengruppen zu
bestimmen. Es bedeuten dann # die Zahl der Personen, a; dié beziiglichen Alter und
¢ die Makehamsche Konstante.

Das entsprechende gewichtete Mittel X'g; - ¢c™ = Xg, - ¢, woraus

m — log Xg,-c*—log Zg;
£ loge ..

wird beispielsweise in der Finanzmathematik angewendet zur Berechnung des mitt-
leren Zahlungstermins, wenn mehrere nach verschiedenen Perioden (a;) fillige Zah-
lungen (g;) durch eine einmalige Zahlung (X'g,) nach m Perioden ersetzt werden sollen ;
¢ bedeutet in diesem Zusammenhange den Aufzinsungsfaktor.

d) Mit f(a) = a% + a sei noch ein Beispiel gegeben, um weitere Moglichkeiten der
Bildung von Mittelwertformeln anzudeuten. Es wiirde folgen:

n(m?+ m) =2(at+ a,),
also

1 11
m=——+ V—;+—n—2(a?+a,-).

DaB diese ungewohnte Formel immer einen Mittelwert liefert, ist sofort ersichtlich,
denn aus

n'ﬂ1<2ai<n'an

fOIgt 1 1 1 1
n(a§+a1+T—T)<Z(a§+a,)<n(a3+a,,+—4———74~),
also
1\e 1 1 1\e2
(al-{——'z-—) <—I+—172(a?+a,)<(an+—é—) ,
und damit :

1 1 1
a1<—-7+]/—4—+—;2(a§+ai) <a,.

IV. Sei nun 7 in (III) so gewihlt, daB » = » = 1, so ergeben sich analoge Mdéglich-
keiten, wie unter III besprochen, nur daB die Funktion f iiber g a; als Variable zu
bilden ist. Setzen wir insbesondere wieder f(a) = af, so erhalten wir die verallgemei-
nerten Potenzmittel

(n) ot — ZA(Qa‘)‘,

(4

und ist hierin speziell £= 1, so ergeben sich die grundlegenden elementaren Mittel-
werte

()-m=2¢a=s,

ViV

S, =1, 2,..., n, sind die sogenannten élementarsymmetrischen Funktionen der
GroBen a,. ' ‘

das heiBt
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Es gibt zu # GréBen a, stets 7 grundlegende elementare Mittelwerte:

Za,; S
m(sl) =" : =';1' ’
m(sz _ ala2+a1aa-;...+an__1a,, — _.:f_,
(2) ()
m(s,) = }/ala2 Vs.n,

wovon der erste das arithmetische und der letzte das geometrische Mittel ist.
Beziiglich der » grundlegenden elementaren Mittelwerte eines Systems von #
GroBen gilt:
mis) Zmis) Zmisy) = ... Zms,). (VII)

Was den Beweis dieses Satzes anbelangt, sowie auch hinsichtlich der im folgenden
ohne Beweis gemachten Angaben, sei verwiesen auf die vom Verfasser gemeinsam mit
Herrn Dr. E1sENRING publizierte Arbeit «Die elementaren Mittelwerte» (Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, Band 47, 1).

Mittels ‘der nachgenannten drei Rechenregeln, welche fiir Mittelwertformeln der

’ r
Gestalt m = ]/T\Zf Geltung haben, kann aus den grundlegenden elementaren Mitteln
eine unendliche Vielfalt zusammengesetzter Mittelwertformeln abgeleitet werden:

I ¥ t
1. Multiplikationssatz: Sind m, = V—ZA und m, = KZ} , mit / und £ >0, zwei
2

1
Mittelwerte, so ist auch m = [(—%—) (ir’) ] bk iR ,wo b =0, k =0, ein Mittelwert.
s § 2

’ 1 "1
2. Additionssatz I: Sind m, = I/ —1\71— und m, = I/ %’- , mit I > 0, zwei Mittelwerte,
1 2

1
IZq Ziff :]ll, wo b =0, 2 = 0, ein Mittelwert.
1’

3. Additionssatz II: Sind m, = l/ und my= V N, ’ mit / und ¢>0,. zwei

V7 2y h + st
VN 1’ h + VN 2’
Bei inverser Vornahme dieser Operationen kénnen auch (aber miissen nicht!) Mit-
telwerte entstehen.
In Anwendung auf die grundlegenden elementaren Mittelwerte ergibt die Verbin-
dung des Multiplikationssatzes mit Additionssatz I die Moglichkeit der Bildung von
Mittelwertformeln der Gestalt

Zalls) 4, S0, Zrh=1firjedes . (VII)
2 wi1f;) k
Werden die a; so gewéhlt, daB im Zihler ein homogenes, in den a; symmetrisches

Aggregat der Dimension ! von lauter positiven Gliedern entsteht, so ist.m sicher ein
Mittelwert. Da jede ganze symmetrische Funktion von # GroBen als ratiopale ganze

so ist auch m = [

,woh =20, k =0, ein Mittelwert.

Mittelwerte, so ist auch m =
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Funktion der # elementar-symmetrischen Funktionen darstellbar ist, k6nnen die «;
insbesondere so angesetzt werden, da3 m ein einfaches Potenzmittel ist, also

m= i/ Za,
n
Fiir die Potenzmittel gilt:

l 7 1 -1 2
..2]/2“ _>_]/2“ >... =12 >__>V_ >
= no n o h “Z'a—l = Za-?* =

Aus Uberlegungen, die sich auf die Stetigkeit stiitzen, folgt, daB der zunichst unbe-
0 —

stimmte Ausdruck ]/% dem geometrischen Mittel ’f/ffa—; identisch ist.

Versehen wir das Potenzmittel mit Potenzen der a; als Gewichten, so erhalten wir
eine interessante Klasse von Mittelwertformeln:

o
k)= 5, o< Bl +oo0, (IX)

in welcher alle klassischen Mittel enthalten sind. Man verifiziert sofort, da

mE,l)=mk+1—1).
Des weitern gilt

1/ Z ak+l
“ i~ —‘ Za¥ tmi=+too s
und ebenso fiir die limes von &.
Durch Formel (IX) wird iiber der (%, /)-Ebene eine Fliche definiert, deren Niveau-
verhiltnisse durch folgende Merkmale charakterisiert sind:

Fiir festes / gilt m(k, 1) <m(k+1¢1).
Fiir festes % gilt m(k, 1) <m(k I +1).
Fir konstante Differenz (8 — 1) gilt  m (%, ]) <mk+t1l+1).
Fiir konstante Summe (k& + /) gilt mk,l+1t) <mk+1¢10).
Hieraus folgt insbesondere
m(0, — 1) < m(0,0) < m(0,1) < m(0,2) < m(1,1),
oder was dasselbe
m(—1,1) <m(@0,0) <m(l,-1)<m(2—-2)<m(2—1),

2a1<V——< Za VZ'a’ Z‘az.

Somit gilt stets: harmonisches Mittel < geometrisches Mittel < arithmetisches
Mittel < quadratisches Mittel < kontraharmonisches Mittel.

HEINRICH JECKLIN, Ziirich.

das heifit
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