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8 P. BucuNER: Das Hornersche Schema fiir komplexe Funktionswerte

mit (3) P(¢) als Stitzfunktion einer Kurve E* auf und erhalten als Koordinaten des
allgemeinen Punktes von E*

%= P(t)cost— P'(t) sint = xg,

y = P(t) sin ¢ 4+ P'(t)cost = ys,
das heilt E* ist mit E’ identisch. Die Normale in S hat somit den Richtungswinkel

¢+ B/2, w.z.b.w.
Ahnlich wie oben findet man mit (2)

pr (<P+‘g°) <1+%’_) _ P’W;SQ'B—/_ZP’W) (1+~§/—) n g ] d(w;sfn)lé;zd(tp) )

Hieraus ergibt sich mit (2) und (4) ein stetiger Kriimmungsradius fiir E*:

3 1 2d(g) d(e + B)
e*=Pl)+ P") =5 ap vdtet B - O

E* ist also eine Eilinie. Schreibt man diesen Auédruck in der Form

_lm. = _.:.l_ { 1 -+ . } coS .E.
e* 2 ld(g)  dle+p) 2’
wo o = 180° — f der Winkel zwischen den Beriihrungsstrecken d(¢) und d(e + B)
ist, so erhilt man folgende geometrische Deutung: Die in den Beriihrungspunkten
mit E auf d(¢) und d(p + ) errichteten Lote schneiden auf der Normalen in S zwei
Stiicke SA4 und S B heraus, deren harmonisches Mittel der Kriimmungsradius g* ist,
das heiBt, der Kriimmungsmittelpunkt ist der vierte harmonische Punkt zu S und 4,
B. Fir die Ellipse (d(¢) + d(p + B) = r, + 7, = 2a) ist dieser Satz sowie auch die
Formel fiir g* lingst bekannt!). Macht man von dieser Tatsache Gebrauch, so kann
man natiirlich die oben durch Rechnung gefundene Verallgemeinerung auch «ele-
mentar» ableiten. Man lege zu diesem Zweck den Faden um ein konvexes Polygon.
Vom Stift wird offenbar eine aus Ellipsenbdgen zusammengesetzte Kurve beschrieben.
Die Tangente ist stetig in den Ubergangsstellen, die Kriimmung hingegen nicht.
Diese Unstetigkeit verschwindet, wenn man das Polygon in eine glatte Kurve ohne
geradlinige Stiicke fibergehen 148t. ErnsT TroOsT, Ziirich.

Das Hornersche Schema fiir komplexe Funktionswerte

Zur Berechnung der Funktionswerte ganzer rationaler Funktionen mit reellen
Koeffizienten wird wohl stets das ungemein praktische Hornersche Schema?) ver-
wendet. Weniger bekannt scheint zu sein, daB L. CoLLATZ3) gezeigt hat, daB sich
dieses Schema fiir die Berechnung der Funktionswerte solcher Funktionen an einer
komplexen Stelle x, = % + v4 abidndern l4Bt. Es sei

f(X) =agan+a, 2" 1+ aga™ 2+ -+« +apy X+ a,; (@ reell)

1) Vgl. DiNgELDEY, 1. C., S. 73,
%) W. G. HOrNER, Transaction, Londén 1819.
3) Das Hornersche Schema fiir komplexe Wurzeln, Z, angew. Math. Mech., 20, Nr. 4 (1940).
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Um f(# + v7) zu berechnen, bestimmen wir zunichst
B=ut+2uvi—vi=2u(u+vi)— (u®+ 02
=2uxy— U+ v =px+q.
Jetzt dividieren wir das Polynom f(x) durch x2— px—g. Esist

@@+ @ a™t + G A b G At Gy g2 gt a,): (= px—g)
aoxﬂ —_ pao xﬂ--—l — q ao x‘n—2 * ] ao x”_z
’ -3

(@, +pag) x" 1+ (ap+gap) xn? T4
-4
a; x-! —pa; x"%*— gqa a3 ia?x»—s

s ! asx
(ag+ p a1+ q ag) "2+ (a3 + g ay) a3
(@5 + pay + qa)) 273+ (a,+ g a5) x4
a

..................................

(@y_st+pa, 3+qa, ;) x2+(a,_+qa, g)x

Gy _o %% — Ply_o X—qa, o
@,_,t+pa, ,+qa, 3)x+(a,+qa, )
S rm—————, m———

’ ’

an~1 an

Hieraus entnimmt man fiir die Koeffizienten des Quotienten
M) =a;2" 2 +aia" P+ aya"t+ .t o, sxta,,
das folgende Bildungsgesetz

ay=ay, a,=a,+pa;,, ay=a,+pa_,+qa,_o (k=23 ..., n-1)
2= 0+ 40, 5.
Somit gilt
f(x)=(x2—px—q) fol%) +a, 2 +a,,
und daraus folgt fiir x = %, der gesuchte Funktionswert

’

f(x) =a,_ %o+ a,=(a,_u+a,)+a,_ ,vi. (1)

Das Schema von CorLATz hat daher die einfache Form

ao al a2 a3 s a”__ 2 a”_ 1 ﬂ“
v pay, pa; pay ... pa, 3 pa, ,
q ' qay qay ... qa, 4 qa, 3 qa, ,

r’ ’

— ’ ’ ’
ao - ao al a2 a3 ssn a”_z a"__l a”



10 P. BucHNER: Das Hornersche Schema fiir komplexe Funktionswerte

Zur Berechnung von /(x,) sind nach (1) nur die Koeffizienten a;,_, und 4, notwendig.
Beispiel. Es sollen die komplexen Wurzeln der Glelchung

f(x) =x*—4x84+59422—-4x4+1=0 (2)

berechnet werden. Diese Gleichung hat nur wenig verschiedene Koeffizienten von
jenen der Gleichung

ga)=2t—4x34+6x2—4x+1=(x—1)*=0

mit der vierfachen Wurzel x=1. In dieser neuen Gleichung ist nur ein Koeffizient
um 19, gedndert gegeniiber der gegebenen Gleichung, daher ist zu erwarten, daf3 die
Wurzeln der Gleichungen nur wenig voneinander verschieden sein werden.

Wir setzen als ersten Ndherungswert fiir eine komplexe Wurzel der Gleichung (2)

_____ %g=0,9+0,53.

Dann ist
¥2=18x,—(0814025)=18%x,—106=px+g.

Wir berechnen den Funktionswert f(0,9+ 0,5¢) nach dem Schema von COLLATZ:

1. —4 504 —4 ... 1

1.8 | 1,8 — 3,96 1,656 -
~ 1,06 — — 1,06 2332 — 0,9752
1 —22 092 — 0,012 0,0248

Daher wird
f(x,) = — 0,012(0,9 + 0,5 7) + 0,0248 = 0,014 — 0,006 7.

Wir verbessern den Wurzelwert x, nach dem Newtonschen Verfahren, das auch im
Bereich der komplexen Zahlen giiltig bleibt. Danach ist

F(#)

f(xo) (#0)

ein besserer Niherungswert. f'(x) w1rd wiederum nach dem Schema von COLLATZ
berechnet:

x=x0

4 — 12 1188 —4
1,8 ' 7,2 — 8,64
— 1,06 — 4,24 5,088
4 - 48 -1 1,088

(%) = —1+ (0,94 0,54) + 1,088 = 0,188 — 0,51.

Der verbesserte Wurzelwert ergibt sich zu-

0,014 — 0,006 %
0,188 — 0,54

Wir wiederholen das Verfahren mit dem einfachern Niherungswert x, = 0,88 + 0,481,

%,=09+05i— ~ 0,880 + 0,4794.
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dann wird x}=1,76x,—1,0048. Bei der Berechnung beschrinken wir uns auf
5 Dezimalen.

1 —4 5904 —4 1
1,76 1,76~ —3,9424 174733
— 11,0048 —1,0048  2,25075 — 0,99757,

1 —-224 ° 09928 —0,00192 0,00243 "

f(%,) ~ — 0,00192(0,88 + 0,48 1) + 0,00243 ~ 0,00074 — 0,00092 7.

Fiir die Ableitung ergibt sich

4 — 12 11,88 —4
1,76 7,04 — 8,7296
— 1,0048 — 4,0192 4,98381
4  —49  —08688 098381

f'(%,) ~ — 0,8688 (0,88 + 0,48 5) + 0,98381 ~ 0,21927 — 0,41702 3.

Damit erhalten wir den Wurzelwert abermals verbessert ;

0,00074 — 0,00092¢
0,21927 — 0,41702¢

%y ~ 0,884 0,487 — ~ 0,87754 4 0,47952 1.

Bemerkung. Wir haben dieses Beispiel gewihlt, obwohl die Konvergenz des New-
tonschen Verfahrens in der Nachbarschaft einer vierfachen Nullstelle der Vergleichs-
funktion als ungiinstig zu erwarten war, weil eine reziproke Gleichung auch direkt auf
quadratische Gleichungen zuriickfiihrbar ist. D1V1d1eren w1r die gegebene Glélchung
durch x2 und setzen

U=x-+ }; )
dann wird . .
—4u+394=0 und u=241}0,06.

%% —x(24-)/0,06)+1=0,
und wir erhalten die vier Losungen ’f"
% = 0,61262, x,=1,63232, x,,=0,87753 4-0,47953 1.

Wird in der Gleichung (x — 1)4=0 lediglich der Koeffizient 6 um 19, gedndert, so
dndern die Wurzeln ihren Wert bis zu 609, . Unseres Wlssens hat zuerst A. OSTROWSKI
auf diesen Zusammenhang hingewiesen. A : P. BUCHNER, Basel.

Somit wird
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