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108 P. FinsLER: Uber die mathematische Wahrscheinlichkeit

Uber die mathematische Wahrscheinlichkeit?)

Man hat sich lange Zeit mit einer sehr einfachen und anschaulichen Definition der
mathematischen Wahrscheinlichkeit begniigt, mit der klassischen Definition, nach
welcher die Wahrscheinlichkeit w fiir ein Ereignis gleich dem Quotienten der Anzahl g
der fiir das Ereignis giinstigen Fille dividiert durch die Anzahl m aller méglichen
Fille ist, vorausgesetzt, daB diese Fille sich ausschlieBen und gleichmdéglich sind:

W= f; . Gegen diese Definition sind dann aber Einwinde erhoben worden, die ich

noch erwihnen werde. Ob oder wie weit diese Einwiinde berechtigt sind, wird auch
noch zu untersuchen sein.

Man hat dann nach einer neuen Definition der Wahrscheinlichkeit gesucht, und
viele glaubten, daB in einer Haufigkeits- oder, besser gesagt, Limesdefinition eine
cxakte Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung gefunden worden sei. Man
setzte die Wahrscheinlichkeit gleich dem Grenzwert der relativen Hiufigkeit, wenn
der betreffende Versuch unendlich oft wiederholt wird, also w = lim —%’l , wenn bei

”n —> 00

den # ersten Versuchen das erwartete Ereignis a,-mal eintrifft und # gegen unendlich
geht. Aber auch gegen diese Definition sind triftige Einwinde méglich, insbesondere
was die Anwendbarkeit in der Praxis betrifft, da man eben einen Versuch praktisch
nicht unendlich oft ausfiithren kann.

SchlieBlich ist man dann wieder auf eine Methode zuriickgekommen, die schon
vorher versucht worden war, ndmlich auf die axiomatische Methode, die sich ja z. B.
in der Geometrie so gut bewihrt hat. Die Schwierigkeit liegt hier darin, die richtigen
Axiome zu finden, also einfache und plausible Annahmen fiir die Wahrscheinlichkeit,
aus denen sich dann alles iibrige ergeben soll.

Wenn man nun die Axiomensysteme, wie sie in neuerer Zeit aufgestellt und ver-
wendet wurden, ndher untersucht, so findet man, daB sie eigentlich von der klassi-
schen Definition gar nicht so weit entfernt sind, daB sie im wesentlichen nur in etwas
anderer Form dasselbe besagen. Damit sind sie aber auch dhnlichen Einwinden aus-
gesetzt, und sie bediirfen in der Tat noch einer Erginzung, um als ausreichend
betrachtet zu werden.

Ich glaube, daB fiir eine Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und des-
halb auch fiir den Schulunterricht die klassische Methode immer noch den besten Weg
darstellt und daB sie nur noch etwas erginzt werden muB, um auch mathematisch
einwandfrei zu sein.

Ehe ich diese Dinge niher ausfithre, muB ich zuerst noch die Aufgabe und den
Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung genauer festlegen.

Man hat es in der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Versuchen zu tun, z. B. dem
Werfen eines Wiirfels, dem Ziehen aus einer Urne, der Ausfiihrung einer Beobachtung
oder Messung usw. Das Ergebnis eines solchen Versuchs nennen wir ein Ereignis; so

1) Vortrag an der 51. Jahresversammmlung des Vereins Schweizerischer Mathematiklehrer in Baden,
Oktober 1947.
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z. B. das Erscheinen einer 6 beim Wiirfeln. Die Versuchsbedingungen oder die V oraus-
setzungen des Versuchs sollen gegeben sein, aber nicht so vollstindig, daB dadurch das
Ergebnis cindeutig bestimmt wire. Es wird z. B. gesagt, daB mit einem bestimmten
Wiirfel geworfen werden soll; es wird aber nichts gesagt iiber die Ausgangslage und
Ausgangsgeschwindigkeit, und dies hat zur Folge, daB unter denselben Vorausset-
zungen verschiedene Ergebnisse moglich sind.

Es wird nun weiter angenommen, daf3 bei gegebenen Versuchsbedingungen jedem
von diesen moglichen Ereignissen eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zukommt, so
daBl man also sagen kann, aus den Voraussetzungen V folgt das Ereignis E mit der
Wabhrscheinlichkeit w, (E):

Vo>E mit w=w,(E).

Die Voraussetzungen sollen also, soweit nétig, als Index angeschrieben werden.

Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung besteht nun darin, diese Wahr-
scheinlichkeit zu definieren und dann im Einzelfall zu berechnen.

Bei der klassischen Definition wird die Annahme gemacht, daB die bei gegebenen
Voraussetzungen moglichen Ereignisse entweder gleichméglich sind oder sich wenig-
stens in gleichmogliche Ereignisse zerlegen lassen. Mit diesem Zusatz wird schon
einem Einwand begegnet, der gelegentlich erhoben wurde. Es hieB, daB man mit der
klassischen Definition wohl den symmetrischen, idealen Wiirfel behandeln kénne,
bei dem alle Seiten gleichmdoglich sind, aber nicht einen gewdhnlichen, realen Wiirfel,
der gewisse Unsymmetrien aufweist. Aber man braucht ja nicht nur auf die Endlage
des Wiirfels zu achten, wenn er zur Ruhe gekommen ist, sondern kann auch die ver-
schiedenen Moglichkeiten ins Auge fassen, wie er auf dem Tisch auftrifft, in welcher
Lage und mit welcher Geschwindigkeit, und kann sich diese Fille in gleichmdgliche
aufgeteilt denken, von denen dann ein Teil fiir eine bestimmte Endlage, z. B. fiir eine
6, giinstig ist. Bei dieser Auffassung miissen dann aber die Wahrscheinlichkeiten fiir
die verschiedenen Seiten nicht mehr einander gleich sein. Durch einen Grenziibergang
kann man dann auch unendlich viele Fille und auch irrationale Wahrscheinlichkeiten
beriicksichtigen ; das macht keine Schwierigkeit.

Der Haupteinwand, der gegen die klassische Definition erhoben wurde, ist aber ein
anderer. Es wird behauptet, die Definition enthalte einen fehlerhaften Zirkel, denn
sie stiitze sich auf die Voraussetzung von gleichmdglichen, das heit aber von gleich-
wahrscheinlichen Fillen ; die Wahrscheinlichkeit sei also erst definiert, wennman schon
wisse, was gleichwahrscheinlich bedeutet. Dieser Einwand ist nicht berechtigt. Die
gleichméglichen Fille ergeben sich nach der Definition auch als gleichwahrscheinlich,
das ist ganz in Ordnung. Im iibrigen aber weist der Einwand nur auf eine wichtige
Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit hin, die beachtet werden muB: Abgesehen von
den Grenzfillen der Sicherheit und der Unmdglichkeit kann ndmlich die Wahr-
scheinlichkeit nie, auch nicht durch beliebig viele Beobachtungen, in absolutem Sinne
festgelegt werden, ohne daB a priori eine Annahme gemacht wird iiber andere Wahr-
scheinlichkeiten oder iiber die Gleichheit von solchen. Das ist aber kein Fehler, so
wenig wie es in der Geometrie ein Fehler ist, daB die Linge einer Strecke nicht in
absolutem Sinn festgelegt wird, sondern erst, wenn wenigstens eine Linge gegeben
ist und auch iiber die Gleichheit von Lingen Festsetzungen getroffen werden. In
der Geometrie benutzt man den Zirkel, um theoretisch oder praktisch gleiche Lingen
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zu konstruieren; in der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat man den Wiirfel oder die
Urne, um theoretisch oder praktisch gleiche Wahrscheinlichkeiten zu konstruieren.
In der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann schon die Gleichheit von Wahrscheinlich-
keiten geniigen, um diese vollstindig festzulegen: Wenn die 6 Seiten cines Wiirfels
gleichwahrscheinlich sind, dann hat jede die Wahrscheinlichkeit 1:6. Mindestens eine
solche Annahme iiber Gleichwahrscheinlichkeit ist aber notwendig, wenn man fiir die
Wahrscheinlichkeiten bestimmte Zahlen erhalten will. Diese Annahmen sind in die
Voraussetzungen V aufzunehmen.

Ein anderer Einwand gegen die klassische Definition ist zum Teil berechtigt,
niamlich der, daB die Definition keine Auskunft dariiber gibt, welche Fille als gleich-
moglich zu betrachten sind. Ich sage «zum Teil», denn zunichst ist es ja, wie eben
bemerkt, eine reine Festsetzung, welche Fille als gleichmoglich gelten sollen. Man
kann z. B. fordern, daB die Seiten eines gedachten Wiirfels gleichmoglich sein sollen,
man kann aber auch einen nichtidealen Wiirfel annehmen, dessen Seiten verschiedene
Wahrscheinlichkeiten haben, genau so, wie man in der Geometrie ein Dreieck als
gleichseitig oder auch als ungleichseitig voraussetzen kann. Auch wenn man ein
Symmetrieprinzip verwendet, nach dem solche Fille, die bis auf die Bezeichnung in
gleicher Weise in die Voraussetzungen eingehen, auch gleiche Wahrscheinlichkeiten
erhalten sollen, so ist auch das eine willkiirliche, aber unter Umstdnden zweckmiBige
Festsetzung

Aber in einem Falle sollte diese Festsetzung nicht mehr willkiirlich sein, nimlich
dann, wenn es sich um die Kombination von Ereignissen handelt. Wenn ich z. B. mit
einem idealen Wiirfel zweimal werfe, so sollte ich schlieBen kénnen, daB alle 36 Kom-
binationen 1, 1 bis 6, 6 gleichmdéglich sind und also jede die Wahrscheinlichkeit 1:36
erhilt. Dies folgt aber nicht aus der Definition und auch nicht aus dem Symmetrie-
prinzip, denn es ist etwas anderes, ob eine Seite sich wiederholt oder ob sie wechselt.
Mit andern Worten, der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 18t
sich aus der gegebenen Definition allein nicht herleiten, und das ist eine Liicke, die
ausgefiillt werden mu8.

In der Limesdefinition wird die Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der relativen
Haufigkeit eingefithrt, wenn die Anzahl der Versuche ins Unendliche geht. Da man
aber die Versuche doch nicht unendlich oft ausfiihren kann, so setzt man als Ndhe-
rungswert fiir die Wahrscheinlichkeit die relative Haufigkeit bei einer hinreichend
langen Versuchsreihe, Ist dies berechtigt? Und was heiBt hier «hinreichend lang»?
Eine unendliche Folge durch eine endliche zu ersetzen ist jedenfalls dann, aber auch
nur dann berechtigt, wenn man den Fehler abschitzen kann und sieht, daB er nicht
zu groB ist. Wenn man sich auf den Standpunkt der klassischen Theorie stellt, so
kann man das Bernoullische Theorem anwenden und damit eine solche Abschitzung
vornehmen. Mit der Limesdefinition geht dies aber nicht, denn hier hat man gar
keinen Zusammenhang zwischen der endlichen Folge und der unendlichen. Ich will
dies an einem Beispiel zeigen:

Es sei die Aufgabe gestellt, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Seiten eines bestimm-
ten realen Wiirfels durch Versuche zu ermitteln. Wie oft muB man werfen ? Bei 100
oder 1000 Wiirfen wird man noch ziemlich grobe Werte erhalten, bei 100000 Wiirfen
jedenfalls schon so gute, daB die Unsymmetrie des Wiirfels erkennbar wird. Darf
man nun hier abbrechen und diese Werte als Niherungen fiir die Grenzwerte betrach-
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ten ? Um dies zu priifen, miiBte man die Versuche noch weiter fortsetzen. Man konnte
sich etwa eine Maschine denken, welche dies ausfiihrt und vielleicht millionen- und
millardenmal wiirfelt und die Ergebnisse notiert. Was wird dabei herauskommen ?
Nun, der zu untersuchende Wiirfel wird sich bei dieser Inanspruchnahme so sehr ab-
niitzen, daB die schlieBlichen Grenzwerte, wenn man tiberhaupt von solchen reden
kann, ganz anders ausfallen werden als die ersten Niherungswerte. Tatsdchlich hat
cben der Grenzwert bei einer unendlichen Folge mit der Héufigkeit bei einer bestimm-
ten endlichen Folge gar nichts zu tun, wenn nicht noch besondere Bedingungen hinzu-
kommen, die hier aber fehlen. Dies ist ein Einwand praktischer Natur; die Limes-
theorie 148t sich in der Praxis nicht anwenden.

Ich méchte noch einen Einwand theoretischer Natur erwihnen. Bei einem idealen
Wiirfel ist es nach Voraussetzung mdglich, daB er beim ersten Wurf gerade eine 6
zeigt. Auch beim zweiten Wurf ist dies méglich, ebenso beim dritten usw. Es ist also
auch moglich, daB bei jedem Wurf immer eine 6 erscheint. Dies liefert aber den
Grenzwert 1 und nicht 1:6 und muB deshalb in der Limestheorie ausgeschlossen
werden. Es wird also ein méglicher Fall als unméglich erklirt ; das ist ein Widerspruch,
das sollte nicht sein.

SchlieBlich ist noch folgendes zu bemerken: Soweit man das Ergebnis eines Ver-
suchs oder einer Versuchsreihe schon kennt, hat man Sicherheit und braucht keine
Wahrscheinlichkeit. Wenn man aber das Ergebnis nicht kennt, dann kennt man auch
nicht die relative Hiufigkeit und noch weniger ihren Grenzwert, dann kennt man
also nach dieser Definition auch keine Wahrscheinlichkeit.

Ich komme nun zur axiomatischen Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
wie sie etwa bei KoLMOGOROFF!) und neuerdings bei CRAMER?) dargestellt ist. Es
werden hier Axiome oder Postulate aufgestellt, denen die Wahrscheinlichkeit geniigen
soll.

Als erstes wird die Exsstenz der Wahrscheinlichkeit postuliert, und zwar soll bei
gegebenen Versuchsbedingungen in einem bestimmten Umfang jeder Menge von
moglichen Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet sein, ndmlich die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB das eintreffende Ereignis gerade dieser Menge angehért. Es
soll also eine Mengenfunktion w(X) existieren, die auch als w(E ¢ X)) geschrieben wer-
den kann. Beim Wiirfeln kann 2' z. B. die Menge der Zahlen 2, 4 und 6 bedeuten;
w (X)) ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 2 oder 4 oder 6, das heiit, daB eine
gerade Zahl erscheint.

Das zweite Axiom gibt die Normierung dieser Funktion: Die Wahrscheinlichkeit
w (X)) soll eine nichtnegative, additive Mengenfunktion sein mit w ({2) = 1, wenn 2 die
Menge aller méglichen Ereignisse bedeutet. Es wird also verlangt:

1. w(2) =20, 2. w(Z,+Z)=w(2)+w(2,) fur 2,2,=0, 3. w(Q2)=1

2, 2, = 0 bedeutet, daB die beiden Mengen X und Z, sich ausschlieBen, das heiBit
kein Ereignis gemeinsam haben; 2. ist das bekannte Additionstheorem fiir sich aus-
schlieBende Ereignisse; 3. bedeutet, daB einem sicheren Ereignis die Wahrscheinlich-
keit 1 zukommen soll.

1) A, KoLmocGororF, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin 1933.
) H, CRAMER, Mathematical Methods of Statistics. Princeton 1946.
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SchlieBlich wird in einem dritten Axiom noch verlangt, daB die Kombination von
Versuchen wieder einen Versuch ergibt, so daB dann nach dem ersten Axiom wieder
eine zugehorige Wahrscheinlichkeit existiert.

Man Kkann sich nun das zweite Axiom noch niher veranschaulichen: Man denke
sich etwa die moglichen Ereignisse als Punkte auf einer Achse aufgetragen; sic
kénnen diskret oder kontinuierlich angeordnet sein. Die Wahrscheinlichkeit w werde
als Masse gedeutet, welche auf diese Ereignisse verteilt wird; sie ist nichtnegativ,
und die Gesamtmasse soll gleich 1 sein. Man sieht leicht, daB dann auch das Addi-
tionstheorem erfiillt ist.

Wenn man nun weiter annimmt, daB diese Masse atomistisch aufgebaut, also aus
lauter gleichschweren Atomen zusammengesetzt ist, und wenn man dann diese Atomc
als Reprisentanten gleichmoéglicher Fille betrachtet, so kommt man zu der klassi-
schen Definition zuriick: Die Wahrscheinlichkeit ist das Verhiltnis der giinstigen
Fille zu allen gleichmdglichen.

Wie nun aber diese Masse im einzelnen verteilt werden soll, dariiber gibt das
Axiomensystem keine Auskunft, und damit hat man auch denselben Einwand wie
bet der klassischen Definition. Zunichst kann zwar die Verteilung fiir die Ausgangs-
ereignisse willkiirlich festgelegt werden, aber fiir die Kombination von unabhingigen
Ereignissen sollte sie sich dann berechnen lassen. Das dritte Axiom liefert mit dem
ersten zusammen nur die Existenz einer zugehorigen Wahrscheinlichkeit, aber nicht
ihre GroBe. Dieser Punkt muB also noch niher untersucht werden.

Zwei Ereignisse A und B heiflen voneinander unabhdingig, wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir das eine nicht vom Eintreffen oder Nichteintreffen des andern abhingt.

Insbesondere ist B von A unabhingig, wenn w, (B) = w5 (B) = w(B) ist, wobei A
das Nichteintreffen von 4 bedeuten soll. Fiir solche unabhingigen Ereignisse soll nun
das Multiplikationstheorem gelten:

w(4,B) = w(d) w(B).

Wie schon bemerkt, folgt dies nicht aus den bisherigen Axiomen.

In der erwihnten Literatur wird nun einfach definiert: Die Ereignisse 4 und B
heiBen voneinander unabhingig, wenn fiir sie das Multiplikationstheorem erfiillt ist.
Aber die Unabhingigkeit hat zunichst eine andere Bedeutung, und man kann nicht
einen fehlenden Beweis durch eine Definition ersetzen. Man konnte sich so helfen,
daB man den Satz als Axiom formuliert, dann braucht man ihn nicht zu beweisen.
Es wire dies aber ein recht kompliziertes Axiom, das nicht unmittelbar einleuchtet.
Als Axiome sollen doch nur einfache und anschauliche Beziehungen genommen
werden, aus denen sich die komplizierteren Sitze herleiten lassen. Gibt es eine einfache
Aussage, aus der dieser Satz folgt ? Das ist in der Tat der Fall, wenn man sich an die
Grundauffassung der klassischen Theorie hilt, das heifit an die Annahme, daB sich
die moglichen Ereignisse in gleichmégliche zerlegen lassen. Es geniigt dann, das
folgende Axiom anzunehmen:

Gleschmigliche Ereignisse blesben gleichmoglich, wenn esne fiir sie sicher erfiillte Be-
dingung vorausgeseizt wird.

Ich will das noch erliutern. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird sich im
allgemeinen indern, wenn eine neue Bedingung vorausgesetzt wird, auch wenn diese
Bedingung fiir das Ereignis sicher erfiillt ist. Wenn man z. B. beim Wiirfeln nur
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die geradzahligen Ergebnisse beachtet und die andern wegliBt, so hat man die Be-
dingung hinzugefiigt, daB das Resultat eine gerade Zahl sein soll. Die Wahrschein-
lichkeit fiir die Zahl 6 ist dann nicht mehr 1:6, sondern 1:3, denn man hat einen
giinstigen Fall unter den drei gleichmoglichen Fillen 2, 4 und 6. Warum sind diese
Fille gleichmdglich? Nur deshalb, weil sie urspriinglich gleichmoglich sein sollten
und die hinzugefiigte Bedingung, eine gerade Zahl zu sein, fiir sie sicher erfiillt ist;
hier wird also das Axiom schon verwendet.
Allgemein 14Bt sich dieses Axiom der Aussonderung so formulieren :

w(A,B) =w(4,C) > wy(B) = w,(C),

denn fiir die Ereignisse (4, B) bzw. (4,C) ist die Bedingung A sicher erfiillt und
w, (B) bedeutet dasselbe wie w, (4, B). Es besagt: Wenn man diejenigen Ereignisse
aussondert, fiir welche A sicher erfiillt ist, so soll unter diesen zwar nicht die Wahr-
scheinlichkeit, wohl aber die Gleichwahrscheinlichkeit erhalten bleiben.

Das Axiom findet sich im wesentlichen bei MARKOFF?), aber in einer Formulierung,
die zu Fehlern AnlaB geben kann. Es ist auch nur dann ausreichend, wenn man noch
das Existenzaxiom zur Verfiigung hat.

Nunmehr 148t sich der Multiplikationssatz beweisen, und zwar in der allgemeinen
Form, in der die Ereignisse nicht unabhingig sein miissen:

Sind A4 und B zwei beliebige Ereignisse, so ist es moglich, daB sie beide eintreffen,
oder nur eines, oder keines. Da diesen Fillen nach dem ersten und dritten Axiom
bestimmte Wahrscheinlichkeiten zukommen, kann man annehmen, daB sie sich in

gleichmogliche Fille zerlegen lassen. a davon seien giinstig fiir (4, B), g fiir (4, B)
y fiir (4, B) und 4 fiir (4, B). « + ﬂ +y+ a m gibt die Gesamtzahl der moglichen

Fille. Man findet nun w(4, B) = w(A4) = ﬂ und w,(B) = + PEw R denndiea + 8

Fille, fiir die A sicher erfiillt ist, blelben glexchmoghch, wenn A vorausgesetzt wird.
Nun ergibt sich die Divisionsregel oder die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlich-

keit 10,(B) = -“or i) fiir #(4) + 0 und damit die allgemeine Produktregel: (4, B)
= w(A) w,(B). Wenn A und B unabhingig sind, so ergibt sich mit w,(B) = w(B)
die einfache Produktregel. Ist B von 4 unabhingig, so ist auch 4 von B unab-

hingig, denn beides fiihrt zu & d — 8y =0.
Es folgt jetzt leicht auch die Umkehrung des letzten Axioms, d.h. die Formel -
w,(B) = w,(C) > w(4, B) =w(4,C) fiir w(4) + 0, denn es ist
w(4, B) w(4,C)

Um die Bedeutung des Aussonderungsaxioms noch besser klarzumachen, werde
noch ein anderes Beispiel betrachtet, das auch an sich wichtig ist und das insbesondere
zeigt, wie man nicht schlieBen darf; es ist das Beispiel der Bertrandschen Kistchen.

Drei duBerlich gleiche Kistchen a, b, ¢ enthalten je zwei Schubladen I und II. Im
ersten Kistchen befindet sich in jeder Schublade ein Goldstiick, im zweiten in der
einen ein Gold-, in der andern ein Silberstiick, im dritten je ein Silberstiick. Die
Kistchen werden gemischt, eines wird gezogen und eine Schublade gedffnet; man

1) A. A. MarkoFF, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Leipzig und Berlin 1912. Seite 8.
EL Math. 8
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findet darin ein Goldstiick. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 sich in der
andern Schublade ein Silberstiick befindet ?

Die Voraussetzungen lauten w (@) = w (b) = w(c) und w,(I) = w;(Il) (¢ = a, b, ¢).
Die Frage ist die nach der Wahrscheinlichkeit w,(4), wenn das Erschemen eines
Goldstiickes mit O bezeichnet wird.

Hier darf man nun nicht so schlieBen: Die Kistchen sind urspriinglich gleich-
- moglich. Wenn ein Goldstiick gefunden wurde, so sind nur noch @ und 4 maglich,
sie bleiben gleichmoglich, es wire wy(d) = 1:2. Dieser SchluB ist falsch, weil die Be-
dingung, daB ein Goldstiick gefunden wird, nur fiir a4 sicher erfiillt ist, aber nicht fiir
b; hier hat man nur die Wahrscheinlichkeit 1: 2.

Der richtige SchluB geht so: Man zeigt zuerst, daB alle sechs Schubladen a priors
gleichmdéglich sind. Aus w,(I) = w,(II) folgt w(a,I)=w(a, II) nach der obigen Um-
kehrformel, auBlerdem ist w(a)=w (4,1 oder a,II)=w(a,I)+ w (s, 1I)=1:3, also

w(a, I) =w(a, II) = 1:6 und dasselbe gilt fiir b und c. Unter der Bedingung, daB ein
Goldstiick gefunden wurde, sind dann nur noch a, I, @, IT und b, I moglich; diese
bleiben aber gleichmoglich, weil fiir sie die Bedingung O sicher erfiillt ist. Es ergibt
sich also w, () = 1:3.

Fiir den Schulunterricht scheint mir eine Haufigkeitsrechnung fiir endliche Folgen
als Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung ganz niitzlich zu sein, denn es
ergeben sich dabei Sitze und Beziehungen, die denen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vollstindig entsprechen. Das ist natiirlich kein Zufall, es hat einen innern
Grund. Man kann ndmlich dem Begriff der Wahrscheinlichkeit eine genaue Haufig-
keitsdeutung geben, nur nicht, wie es oft versucht wurde, in bezug auf eine zufillige,
sondern in bezug auf eine bestimmte endliche Folge:

Die Wahrscheinlichkest eines Ereignisses ist gleich der relativen Haufigkeit in einer
Folge, in der alle gleichmiglichen Fille gleich oft auftreten.

Die Hiufigkeit in einer endlichen Folge ist unabhingig von der Anordnung; man
braucht also keine Regellosigkeitsforderung, sondern kann sich die moglichen Fille
ganz regelmiBig angeordnet denken. Wenn man dann abzihlt, wie viele davon fiir das
Ereignis giinstig sind, und dies durch die Gesamtzahl der Fille dividiert, so hat man

die klassische Definition w = 75—- Diese muB nur noch durch die Existenzforderung

erginzt werden, daB sich die moglichen Fille tatsichlich in gleichmogliche zerlegen
lassen und somit die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten existieren, und dann noch
durch die Forderung, daB gleichmégliche Ereignisse gleichméglich bleiben, wenn eine
fiir sie sicher erfiillte Bedingung vorausgesetzt wird. Damit ist die erwédbnte Liicke
ausgefiillt, und darauf 148t sich die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung aufbauen.

P. FINSLER, Ziirich.

Kleine Mitteilungen

Ein Nomogramm zuy normalen A zonomelrie

In einer normalen Axonometrie gehe die Projektion der z-Achse senkrecht nach oben,
die Projektionen der - und y-Achse mégen mit der Waagrechten die Winkel o und 7
bilden. Die Bilder der Einheitsstrecken auf den drei Achsen sollen die MaBzahlen 1, 4
und s haben. Es kann stets 4, 4 < 1 angenommen werden (Fig. 1).
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