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Solution d’un probléme de Steiner

A la fin de son mémoire fondamental Systematische Entwicklung der Abhingig-
keit geometrischer Gestalten voneinander, STEINER a publié une liste de 85 problémes
(Euvres complétes t. I, p. 439-458); quelques-uns sont des applications de la
théorie qui précéde; d’autres sont plus difficiles. Dans sa thése de doctorat Sur
les 85 problémes de la dépendance systématique de Slesmer (Impr. Leemann, Zurich
1939), M. AHMED KARAM a constaté que les problémes 13, 70, 76 et 77 de cette série
n’ont pas encore été résolus.

Voici la solution du probléme 13:

«Zwes beliebige projektsve Strahlenbiischel sind in einer Ebene so zu legen, dap sie
enlweder
a) dse dem Kreise am nichsten kommende Ellspse oder
b) die von der gleichseitigen Hyperbel am meisten abweschende Hyperbel erzeugen.»
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Fig. 1

Soient f et f’ les deux faisceaux projectifs, S et S’ leurs sommets. Supposons que
I'un des faisceaux, f par exemple, soit fixe, et que l'autre /' tourne autour de son
sommet S’; dans toutes les positions de f’, les deux faisceaux de droites engendrent

une conique.



106 L. KorLLros: Solution d’'un probl¢me de Steiner

Si f et f’ sont directement égaux, toutes ces coniques sont des cercles; si les deux
faisceaux sont inversement égaux, les coniques engendrées sont toutes des hyperboles
équilatéres.

Ces deux cas particuliers étant exclus, plagons les deux faisceaux en position per-
spective et soit p I'axe perspectif, lieu des points d'intersection des rayons correspon-
dants de f et f'.

Nous distinguerons deux cas suivant que les sommets S et S’ des faisceaux sont

du méme c6té de p ou de part et d’autre de p, comme S et S (fig. 1).
Soient (r, g) et (', g’) les deux paires de rayons perpendiculaires de sommets S et

S'; (7, g) la paire rectangulaire correspondante du faisceau f de sommet S. Dans les
deux cas, on ne peut engendrer qu'une seule hyperbole équilatére; il suffit pour cela

de faire tourner le faisceau /' (ou f) jusqu’a ce que les droites ' et g’ (ou 7 et g) soient
respectivement paralléles aux droites fixes r et g qui sont les directions asymptotiques
de T’hyperbole équilatére.

Dans le deuxiéme cas (S et S), toutes les coniques engendrées (quand le faisceau f

tourne autour de S) sont des hyperboles; il y en a une et une seule h,, dont I’ angle argu
des asymptotes est minimum.

Dans le premier cas (S et $’), les deux faisceaux engendrent successivement des
hyperboles, deux paraboles et des ellipses parmi lesquelles une seule ey, se rapproche
le plus du cercle: c’est celle dont I’angle asgu des diamétres conjugués égaux est maxsimum.

Nous démontrerons que ces deux coniques extrémes h,, ¢t ey s'obtienneni en faisant
tourner le faisceau f (ou f') jusqu’d ce que le rayon r (ou r') soit perpendiculaire a r et
par conséquent ausss g (ou g') perpendsculaire a g.

On peut le trouver sans calcul 4 1'aide des deux remarques suivantes:

1. Toutes les coniques engendrées par le faisceau fixe f de sommet S et le faisceau /'
tournant autour de S’ forment un faisceau ponctuel ; elles passent toutes par les quatre

Fig. 2

points S, S’ et les deux points d’intersection de I'axe perspectif p avec les deux
droites isotropes de S’, puisque ces derniéres restent fixes pendant la rotation du
faisceau f'.



L. KoLLRros: Solution d’un probléme de Steiner 107

2. Si par un point quelconque O d’'un cercle & (fig. 2) on mene des paralléles a toutes
les paires de diameétres conjugués d’une conique, on détermine sur % des cordes qui
passent par un point P, pdle de I'involution sur % des extrémités de ces cordes. A
chaque conique de notre faisceau ponctuel correspond ainsi un point Petinversement.
Les directions OA4 et OB des axes de la conique se trouvent en joignant O aux extré-
mités A et B du diamétre de 4 passant par P. Suivant que P est i l'intérieur, a
I'extérieur ou sur la circonférence du cercle %, la conique est une ellipse, une hyper-
bole ou une parabole. Les droites joignant O aux points de contact des tangentes a
k menées par le point extérieur P’ donnent les directions asymptotiques de la conique
correspondante.

Quand la conique varie dans le faisceau, le point P décrit une droste d, car les
paralléles par O aux asymptotes des coniques d'un faisceau ponctuel coupent le
cercle & en des paires de points CC’ d’une involution; les cordes CC’ passent donc
par un point dont la polaire d est le lieu des points P.

Au point A l'infini de 4 correspond la seule hyperbole équilatére du faisceau; les
directions de ses asymptotes sont 7 et g (fig. 2).

Si d ne coupe pas le cercle k, toutes les coniques du faisceau sont des hyperboles;
c’est le cas des courbes engendrées par les faisceaux S et S. Pour le point P’, les
directions asymptotiques sont OC et OC’. L’angle aigu des asymptotes est minimum
quand le point variable sur 4 vient en m, pied de la perpendiculaire abaissée du
centre de % sur la droite d. A ce point m correspond I'hyperbole 4,, qui différe le plus
de I'hyperbole équilatére ; on voit que ses axes sont paralléles aux directions asympto-
tiques 7 et g de I'hyperbole équilatére du faisceau.

Si, au contraire, la droite d coupe le cercle & en deux points réels P, et P,, le faisceau
de coniques se composera d’hyperboles, d’ellipses et des deux paraboles correspondant
aux points P, et P,. Au point intérieur P correspond une ellipse dont OA4 et OB sont
les directions des axes (fig. 2); si la corde DE est perpendiculaire au diamétre 4B,
les droites OD et OF (qui font des angles égaux avec O4 et OB) sont les directions
des diamétres conjugués égaux de l'ellipse. L'angle aigu de ces diamétres conjugués
égaux est maximum quand le point variable de la droite d vient au milieu M de la
corde P, P,; c’est aussi I’angle des directions O P; et OP, des axes des deux paraboles
du faisceau. A ce point M correspond I'ellipse e, la plus rapprochée du cercle, celle
dont le rapport b:a des axes est le plus grand possible; ses axes sont paralléles aux
asymptotes r et g de ’hyperbole équilatére du faisceau. Les tangentes a cette ellipse
eyen S’ et S (fig. 1) font avec la droite SS’ I'angle complémentaire de I'angle (r, r’).

A deux points de la droite d symétriques par rapport & M correspondent des
coniques semblables entre elles, mais pas homothétiques. Le faisceau ponctuel se
compose donc d'une infinité de paires de coniques semblables, parmi lesquelles la
paire de paraboles. Mais il n’y a qu’une seule hyperbole équilatére et une seule conique
extréme: I'ellipse ey, du faisceau (S, S’) et 'hyperbole A, du faisceau (S, S).

Louis KoLLRros, Zurich.
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