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80 . Kleine Mitteilungen

« muB der Schnittwinkel in den Doppelpunkten sein!). Wir zeigen zur Probe, daB all-
gemein einer der Schnittwinkel in einem Doppelpunkt von (6) ein gleichschenkliges
Tangentendreieck D, liefert, sofern a eine ganze Zahl von der Form 4 m + 1 ist. Das
mit (6) gebildete Gleichungssystem x(&,) = x(8y), y(#,) = y(%,), & + I, erhilt nach
goniometrischer Umformung die Gestalt

(R—7) sin 5 (8 — 8) cos 5 (B, + B) = 7 sin o (3, — B) cos oot (3, + B)

— (R—7)sing (8 — 8 sin 1 (8 + 8) = 7sin 5= (9 — ) sin L (3, + By,
daraus durch Division

1 R~ 2
—tg5 (P +3) =tg —-2~;—-r- (B + 9y), also Py + Oy = -—r'
. ¥R . R—v» S

Da sin—p-=sin——a, $—dh=(@+1)(p,—¢)=(a+1)B, wo B einer der
Schnittwinkel im Doppelpunkt ist, erhdlt man

...(R——r)sin—;—(a+1)ﬂ=rsin(Rﬂrgja%—l)ﬂ
oder (a—1)sing(a+1) (x—B) = (@+ 1 sing (a—1) (x—f).
Setzt man 5 (@—1)(r—P) =%, @+l (-P=v, —=ori_k

so folgt sin R« = ksin u
also w=1v, dasheiBt n—f=8, a=a-f=24, w.z.b.w.

Ernst TROST, Ziirich,

Kleine Mitteilungen

I. Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen

P. RossiER hat im Heft 5 (Bd. 1) der Elemente die Differentialgleichung der Funk-
tionen sin ¥ und cos ¥ aus ihren Additionstheoremen hergeleitet. Es ist nicht ohne
Interesse, den umgekehrten Weg einzuschlagen, das heiBt, aus der Differentialgleichung
allein auf die charakteristischen Eigenschaften dieser Funktionen zu schlieBen. Dies
sei im folgenden fiir die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen gemeinsam
durchgefiihrt.

Wir gehen aus von der Differentialgleichung

y'(x)+ ky(x¥) =0 mit k= 4 1. (1)

Bekanntlich besitzt (1) fiir willkiirlich vorgeschriebene Anfangsbedingungen ¥(0), y’(0)
genau eine Losung, die sich iiber den ganzen Bereich — 0o < ¥ < + oo erstreckt.

1) Die Spitzen der von S beschriebenen dhnlichen Hypozykloide liegen in den Doppelpunkten der
urspriinglichen.
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Sei y = f(¥) die Losung von (1) mit den Anfangsbedingungen f(0) = 0, f'(0) = 1,
y = g(x) die Lésung von (1) mit den Anfangsbedingungen g(V) = 1, g’(0) =- 0

(In der iiblichen Schreibweise ist also f(x) = sin ¥ bzw. Sh x und g(#) = cos ¥ bzw.
Ch #, je nachdem & == 4 1 bzw. k = — 1))
Auch f'(x) ist Losung von (1). f/(0) = 1, f”(0) = 0 Also

L e =) (2)
Integrieren wir (1) fiir y = g(x), so folgt unter Beriicksichtigung von (2)
g'(x) + k f(x) = g(0) + R f(0) = 0
g'(%) = — k f(x) (3)

Zufolge g"”’"(— x) + kg(— #) = 0 und g”’(— %) = (g(— %)) ist auch g(— #) Lésung von
(1). Die Anfangsbedingungen sind dieselben wie fiir ¢ (x). Also

g(— %) = g(#). (4)
H= #) = — f(x). (5)

(4) und (2) ergeben
Aus (2) und (3) schlieBt man auf
2g(x) &°(%) + 2k f(x) F'(x) = 0,
gUE+ kf0)T = g(O)F 4 kf(0)? = 1. (6)
f(#) und g(#) sind linear unabhdngig. Sie bilden ein fundamentales Losungssystem von
(1). Es gilt daher
Hx + &) = a(3) /(%) + b($) g(%)
und, wenn wir nach x differenzieren, unter Beriicksichtigung von (2), (3),
glx + &) = a(é) g(#) — k b(E) f(x).

Setzen wir in beiden Gleichungen x = 0, so ergibt sich b(&) = f(£), a(&) = g(§) und
die Gleichungen sind nichts anderes als die Additionstheoreme der trigonometrischen
und hyperbolischen Funktionen:

f(x + &) = [(x) g(&) + g(») 1(%) (7)
glx + &) = g(#) g(&) — &k f(x) {(&) (8)

Bekanntlich ist die Wronskische Determinante y,y; — y1y, zweier Losungen y, und y,
von (1) nie 0 bzw. identisch 0, je nachdem y, und y, linear unabhingig bzw. abhingig
sind. g(#x) f'(») — g’(#) f(#) ist + 1 fiir ¥ = 0, also stets positiv. Fiir die Funktion

g fE g fx)
g(x)? o

gilt also

(%) = -

7(x), das heiBt tg # bzw. Th #, ist also monoton wachsend und wegen (4) und (5) un-
gerade.

Dies sind, abgesehen von der Periodizitit von f(#) und g(x) im Falle £ = 4 1, die
wesentlichen Eigenschaften dieser Funktionen, aus denen alle iibrigen leicht gefolgert

werden konnen.
Um die Nullstellen von f(x) und g(x) zu diskutieren, miissen wir die Fille £ = - 1

und %4 = — 1 getrennt behandeln.

EL Math. 6
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a)k=+1
Hitte g(x) keine Nullstelle, so wire f'(x) stets positiv, wegen (6) also lim f(x) =1,
x--> 00
0<li< 1, lim f’(x) = 0, im Widerspruch zu (1). Sei » = — dm erste positive Null-

x> 00
stelle von g(x). f(») besitzt im Intervall 0 < ¥ < —% keine Nullstelle, eine unmittelbare

Folgerung aus (2) oder auch aus dem erstcn Satz von STURM. f( ) ist daher positiv und
wegen (6) f( 2) + 1. f(x = Z) ist Losung von (1). Fiir » == 0 nimmt sie den Wert 1,
ihre Ableitung den Wert 0 an. Also ist

/(:x + 3) = g(#), )
foxrg)=s=n=em =1(x+75).

a
Ersetzen wir in der letzten Gleichung » durch » -+ — » SO wird

Hx +a) = f(— %) = — (%), (10)
H(x -+ 2a) = — (% + a) = f(#). (11)
Die Differentiation von (9), (10), (11) ergibt die entsprechenden Formeln fiir g (¥):
g5 +5) = — 1) ©)
glx + a) = — g(#) (10%)
g(x + 2a) = g(x) (11%)

Aus der Eigenschaft von-—- die kleinste Nullstelle von g(#) zu sein, aus (4) und aus

2 ’
(10°) folgt, daB g(x) = 0 genau fiir ¥ = ; + n@, n ganz. Hieraus und aus (9) folgt, daB
/(¥) = 0 genaa fiir ¥ = % a.

Um zu beweisen, daB a = =, miissen wir f(x) und g(#) in Beziehung zum Einheits-
kreis bringen, mit andern- Worten zeigen, daB f(#) und g(x) tatsichlich die in der iib-
lichen Weise am Einheitskreis definierten Funktionen sin » und cos # sind.

Betrachten wir #, v als kartesische Koordinaten in der Ebene, soist # = g(x), v = f(x)
wegen (6) eine Parameterdarstellung des Einheitskreises. Fiir das Bogenmal ¢ gilt

(52) = (Ge) + (52) = o + e =1,

also bei passender Normierung von ¢ tatsichlich ¥ = ¢.

b) k= —1

Vergleichen wir die Differentialgleichung (1) fiir # = 0 und fiir 2 = — 1, so besagt der
zweite Satz von STUrM, daB f(») auBer » = 0 keine Nullstellen besitzt. Hieraus und
aus den Formeln (2) bis (6) schlieBt man sehr leicht auf den Verlauf der Funktionen
f(*) und g(x).

Der Zusammenhang mit der iiblichen Definition der hyperbolischen Funktionen 148t
sich folgendermaBen herstellen: Auch g(x) + f(¥) und g(x) — f(») sind Losungen von
(1), und zwar sind es diejenigen mit den Anfangsbedingungen + 1, + 1 bzw. 4 1, — 1.
Das sind aber die mit ¢® bzw. e~% bezeichneten Funktionen.

Diese Herleitung bringt das Gemeinsame der trigonometrischen und der hyperboli-
schen Funktionen (und damit auch der Exponentialfunktion) im Reellen am ehesten
zum Ausdruck. Thre gemeinsame Wurzel ist die Differentialgleichung (1).

Naturgemif tritt dieser Zusammenhang noch stirker in Erscheinung, wenn wir (1)
als Differentialgleichung im Komplexen betrachten. Fiir beliebiges 2 + 0 ist dann

. 1 . ;
f(x) = *1,: sin )/k x, g(x) = cos ﬁx. Also Sh x = 5 sini x, Ch x = cos$ » usw. Die For-

meln (2) bis (8) gelten unverdndert fiir beliebiges & + 0. M. ALTWEGG, Ziirich.
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L. Eine Ableitung der Cardanischen Formel mit geometrischen Hilfsmitteln

1. Die vollstindige Glcichung dritten Grades

W ira-n24+b-n+c=0

a

lalt sich bekanntlich durch die Substitution |7 =X — 3 auf die reduzierte Form

bringen:

X3+ p X+ ¢g=0. (1)

Bei der hier angewandten Methode muf3 man, wie auch bei den iiblichen algebraischen
und trigonometrischen Methoden, von dieser Form ausgehen.

II. Wir wéhlen in einem dreidimensionalen rechtwinkligen Koordinatensystem einen
beliebigen Punkt P, (X/Y/Z), der nicht auf der Achse des ersten Oktanten liegt.

%
NS

S T e

Durch zweimalige Drehung dieses Punktes um 1209 um die Achse O S (1/1/1) des ersten
Oktanten erhalten wir zwei weitere Punkte P, und P;. Wie man leicht sieht, entspricht
diese Drehung einer zyklischen Vertauschung der Koordinaten des angenommenen
Punktes; somit sind die gedrehten Punkte P, (Y/Z/X) und P; (Z/X]Y).

Ferner steht die Ebene P, P, P, normal zur Achse O S (1/1/1). Thre Gleichung lautet
alsu:

X+ Y+Z=r (2)

Anderseits ist das Volumen V des Tetraeders O P, P, P; gegeben durch:

' XYZ
l6V|=|YZX
ZXy

'—=3‘YYZ-4Y3'—'Y3*23‘ (3)
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III. Wir setzen nun V = 0, identifizieren die Gleichungen

X34+ p-X+qg=0 (1)
und X3 -3YZ X4+ (Y3+2Z3=0 (3)
in bezug auf X und erhalten:
p=—-3YZ| (4) q= Y34+ 2% | (5)

Da aber P,, P, und P; nicht auf der Drehachse liegen, verlangt V = 0, daB die
Ebene P, P, P, durch den Nullpunkt gehe.
Ihre Gleichung (2) wird daher: X + Y + Z = 0, oder

X=-Y -2 (6)
Aus der Gleichung (4) folgt noch durch Umformung:
3
Ys.Z3 = — (g) (7)

Nach VIETE sind nun aus (5) und (7) Y®= ¢, und Z3 = ¢, die Wurzeln der Gleichung:

pogeio (D)=

2
d. h.: to= gil/(%

Werden ferner unter « = — V¢, = V—tund v=— 1, = ¥ — t, die reellen Wurzeln und
unter 1, « und g die dritten Einheitswurzeln verstanden, so ergibt sich:

1 Y3 V3

1 .
az—~———— P ﬂ;»_—:,z———zw

o T AP D (o w73 )

Daraus folgt:

- Y, = u, —Y,=u"aqa —Yyg=u-§,
— 2Ly~ v, —Z,= v« —Z3g— v-f
Aus der Gleichung (6) liBt sich nun X berechnen. Wegen der Gleichung (4) ist das
Produkt Y - Z reell. Daraus folgt, daB von den 9 Moéglichkeiten
X—--Y, -2 (,7=1,2,3)
nur die folgenden drei in Betracht kommen:

Xi=u4v, Xy=u-adv-8 Xz=u-f:0v-a

Bemerkung: Fiir den Unterricht an Mittelschulen, wo die Formeln (2) und (3) aus der
dreidimensionalen analytischen Geometrie nicht vorausgesetzt werden konnen, ist es
leicht, diese durch stereometrische Betrachtungen und mit Hilfe der einzigen Formel
fiir den Abstand zweier Punkte abzuleiten. (Siehe auch die Herleitung in H. DORRIE:
Determinanten, Verlag R. Oldenburg, Miinchen und Berlin 1940. Neudruck 1944 bei
J. W.Edwards, USA., Seite 97. Hier wird aber keine geometrische Deutung gegeben.)

B. Barbpg, Kiisnacht (Zch.).
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II1. Zwe: merkwiirdige Sdtze iiber das vollstindige Fiinfseit!)

Fiinf allgemein liegende Geraden zerlegen die Ebene in elf Gebiete, nimlich in ein
von einem Fiinfeckszug, in fiinf von Dreiecksziigen und in fiinf von Vierecksziigen
begrenzte Gebiete. Durchlauft man die Begrenzung des fiinfseitigen Gebietes, so wird
dadurch den fiinf Geraden eine natiirliche Anordnung aufgeprigt, die durch den
Zyklus (1, 2, 3, 4, 5) symbolisiert werde.?)

Man betrachte nun die Reihen ven Dreiecken 4; und B, in Figur 1:

Fig. 1

Es lassen sich die schénen Sitze notieren:
1. Satz: Die Umkreise der Dreiecke A; schneiden sich in den Punkten eines sechsten
Kreises (vgl. Fig. 2).
I1. Satz: Die Potenzlinien der Umkreise der Dreiecke B, schneiden sich in einem
Punkt (vgl. Fig. 3).

Fig. 3

Die Beweise der genannten Sitze mogen hier kurz skizziert werden: o
Satz 1 ist durchschaubar mit Hilfe des Satzes iiber die Peripheriewinkel. Man

1y Mitteilung an Herrn Prof. FINSLER im Januar 1941.
2) vgl. LocHER, Projektive Geometrie, Ziirich 1940, 1. Kap.
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braucht nur auf die fiinf Vierecksziige den bekannten Satz anzuwenden:
Die Umbkreise der Dreiecke, die durch je drei Geraden eines Vierseits gebildet werden,

schneiden sich in einem Punkt.
Daher gilt (vgl. Fig. 2):
X HJG =L HJN 4 AL NJG = L HEN 4 < NDG,
L HKG = <t HKB | <{ BKG = { HON ++ < BLG = <L HEN + I MDG (= NDG),
XL HFG = g HFM 4 . MFG = <. HEM (= HEN) + <L MDG (== NDG),
w. z. b. w.

Satz 1 kann daher allgemein auch so ausgesprochen werden: Die Umkreise der Drei-
ecke, die durch je drei Geraden eines Fiinfseits gebildet werden, schneiden sich in den
Punkten eines neuen Kreises.

Der zweite Satz liegt tiefer; er wird sich als Spezialfall einer bemerkenswerten pro-
jektiven Beziehung herausstellen, die ich nun beschreiben méchte (Fig. 4):

Fig. 4

Den Seiten 1, 2, 3, 4, 5 des Fiinfseits ordne man in dieser Anordnung die Punkte ¢,,
ey, €3, €,, €5 zu. Die vier Punkte auf jeder Geraden ¢ des Fiinfseits sollen nun als die
erzeugenden Elemente einer hyperbolischen Involution aufgefat werden, derart aber,
daB zugeordnete Paare nicht ineinanderliegen.

Eine beliebige Gerade g moge die Seiten des Fiinfergebildes in den Punkten g,,
€3, &3, 4, & Schneiden. Sucht man auf der Geraden i den zu g, in der Involution gepaarten
Punkt G; und bildet man die Strahlen s; = (¢; G,), so laufen diese fiinf Strahlen durch
einen festen Punkt P.

Zum Beweis ziehen wir ein Theorem iiber verbundene Involutionen heran (vgl.
R. SturMm, Die Lehre der geometrischen Verwandtschaften, Bd. I, S. 101 ff.): « Wenn
drei Involutionen auf den Seiten eines Dreiecks so liegen, daB je die Ecken ein Paar
bilden und einmal in gerader Linie liegenden Punkten U, V, W drei wiederum in gerader
Linie liegende Punkte U’, V‘, W’ gepaart sind, so geschieht dies durchwegs. »
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(Vergleiche Fig. 4.) Betrachten wir jetzt etwa das Dreieck 1, 2, 3 unseres Fiinfseits,
so wird offenbar durch dic verbleibenden Seiten 4, 5 eine verbundene Involution fest-
gelegt im Sinne des angefiihrten Satzes. Und zwar liegt auf 1 gerade die gewiinschte
Involution, auf 2 die Involution (¢, e3). ((1, 2) (2, 3)), auf 3 ist es wieder die verlangte
Involution. Die in den genannten Involutionen zu g,, g,, g; gepaarten Punkte liegen
daher auf emner Geraden g*. Is sind dies die Punkte ;;, G¥, G,.

Bedeuten U und V die Schnittpunkte der Geraden ¢, G, mit 3, respektive der Geraden
e; G, mit 1, so folgt durch Anwendung des Involutionssatzes vom vollstindigen Vier-
eck?) auf das Viereck G, G4, U, }":

Die Punkte U, V, g, liegen auf einer Geraden.

Nochmalige Anwendung des Involutionssatzes auf das Viereck U, I’, V, ¢, (unend
liches Vierecksgebiet) liefert die Aussage:

Die Strahlen ¢, G,, e,G,, €; G, gehen durch einen Punkt 2. Durch Wiederholung der
selben SchluBweise gelangt man zu einem Beweis des Satzes.

Liegt ¢ im Unendlichen, so ergibt sich der Satz 2.

(Bemerkung: Zu analogen Theoremen gelangt man, wenn man auf den Seiten des
Fiinfergebildes anderc Involutionen setzt.) H. ME1ER-WUNDERLI, Rorbas.

Aufgaben

Aufgabe 13. Aus dem Gebiet des Werkzeugmaschinenbaues wird uns die folgende
Aufgabe zur moglichst praktischen Losung auf !/,,, mm genau vorgelegt: In eine ver-
lingerte Zykloide soll parallel der Abwilzgeraden ein Streifen konstanter Breite so
hineingelegt werden, da zwei gegeniiberliegende Schnittpunkte der gleichen Schleifc
in einer Senkrechten zum Streifen (das heiBt zur Abwilzgeraden) liegen. E. METTLER.

Lésung: Es sei r der Radius des auf der Geraden g ohne Gleiten rollenden Kreises %,
a sei der Abstand des die verschlungene Zykloide beschreibenden Punktes vom Mittel-
punkt von 4.

¥=vp—asing, y=7—acosg

ist die Parameterdarstellung der Zykloide. P,(#,, 5,), Py(#5,%,) seicn zwei Punkte einer
Schleife derart, daB P, P, senkrecht zu g und gleich der Breite b des Streifens wird.
Somit gilt x, = #; und y, — y, = b. Fiir die P,;, P, entsprechenden Wilzungswinkel
¢ = u und ¢ = v ergibt sich daraus das Gleichungssystem
b
cosv —cosu =A, sinv — sinu = B(v —u) mit4 = 7 B = ;‘.

Hat man «, v, so kann man ¥, und y, berechnen, womit die Aufgabe gelost ist. (Probe:
¥ — ¥y = b.) Zur Losung des Systems quadriere man die Gleichungen und addiere;
man erhilt mit 2 = v — u:

1 1
— 2 __ 2,2
cosz =1 2A sz‘

Diese transzendente Gleichung ist mit wenig Miihe mit der verlangten Genauigkeit
zu losen. (Die Diskussion ist interessant.) Aus z = v — u ergibt sich v + « mit Hilfe von
ctg —v—-;—’-‘- = — 74}{2. Damit hat man « und v. L. LocHER, Winterthur.

Aufgave 18. Le rectangle A BCD est la base d’'une pyramide dont le sommet S
est sur la perpendiculaire au plan du rectangle menée par son centre. Trouver le vo-
lume du solide commun au parallélépipéde dont A BCD est la section droite et au

1) vgl. LocHER, Projektive Geometrie, Satz 49, Seite 174.
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