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Un peu de mathematiques ä propos
d'une courbe plane1)

1 Les points qui divLsent en trois parties egales les cotes d'un polygone ferm6 ä n
cötes P sont les sommets d'un nouveau polygone ferme P' ä 2 n cötes Pour abreger,
disons que P' se deduit de P par trisection (fig 1)

fr ig 1 Trisection d'un polygone

En partant d'un carre P0 et en repetant cette Operation, on obtient une suite de

polygones Pn (n 0, 1, dont chacun se deduit du pr£c£dent par trisection. Ces

polygones Pn tendent vers une courbe limite C, convexe, qui hmite la region du plan
formee des points qui appartiennent ä tous les polygones Pn.

Ce procede de trisection est utihse pour tailler les manches de marteaux et donner
au profil pnmitivement rectangulaire de l'ebauche une forme «arrondie» Apres deux
ou trois Operations, un coup de hme tient heu de passage ä la limite. M. Andr£
Ammann, etudiant ä Geneve, ä qui un eleve de l'Ecole des Arts et Metiers qui construi-
sait ainsi des marteaux avait demande «l'equation» de la courbe C, en remarqua
l'interet, et c'est ä lui que je dois le sujet de cette Conference.

Dans les nos 2, 3 et 4, j'etabhs quelques proprietes de cette courbe et je prouve
qu'elle n'a aucun are analytique. Cette etude fait intervenir des suites de nombres
rationnels, analogues aux suites de Farey, oonsider£es notamment par Brocot,
Halphen et Lucas, que efe dernier appelle les suites de Brocot. Pour ne pas renvoyer
le lecteur ä d'autres ouvrages, j'etabhs leurs proprietes essentielles au n° 5.

Aux noa 6 et 7, je determine des procedes permettant de calculer les coordonnees
d'un pomt de C et le coefficient angulaire de la tangente, soit en fonction d'un para-

J) I e theme de cet article a fait l'objet d'une Conference presentee au Cours de Perfectumnement orgamse
par la Societe suisse des Professeurs de lYnseignement secondaire ä Lausanne en octobre 1946



74 G. Dr Rham Un peu de mathematiques a propos d'une courbe plane

metre qui s'introduit naturellement, soit en fonction de l'abscisse. La se presentent
des fonctions remarquables, dont l'une est la fonction «point d'interrogation de x»
de Minkowski. Au n° 8, j'etabhs quelques proprietes d'une suite particuliere de

nombres entiers, la suite de Stern, qui permet de retrouver les resultats precedents.
Dans un autre article, j 'envisagerai la courbe et les fonctions definies ici d'un point

de vue plus general, en les rattachant ä des equations fonctionnelles.
2. II est clair que les points milieux des cötes de Pn sont aussi points milieux de

cötes de Pn+X, et par suite aussi points milieux de cötes de Pn¥k (k 1,2, Ils
appartiennent donc ä la courbe C.

Designons par Qn le polygone obtenu en joignant les points milieux des cötes sue-
cessifs de Pn. Qn est un polygone convexe inscrit dans la courbe C, tandis que Pn est
circonscrit ä cette meme courbe. Qn est contenu dans Qn+X. La region du plan comprise
entre Qn et P„ se compose de triangles, en nombre egal au nombre des cötes de Pn
ou de Qn, soit 2n+2. On les appellera les triangles d'ordre n. Chacun de ces triangles
est limite par un cöte de Qn, qu'on appellera sa base principale, et par deux demi
cötes de Pn (fig. 2).

M,

/ t

"o
Fig. 2. Les polygones P0 et Px (en trait plein), QQ

et Qx (en trait pointille), delimitant les 4 triangles
d'ordre 0 et les 8 triangles d'ordre 1.

Fig. 3. Construction des deux triangles d'ordre
n + 1 contenus dans un triangle d'ordre n

Chaque triangle d'ordre n contient deux triangles d'ordre n -f 1, que l'on obtient
par la construction suivante: on Joint le centre de gravite du triangle d'ordre n aux deux
extrimites de sa base principale, ce qui fournit les bases principales des deux triangles
d'ordre n + 1, et l'on mene par le centre de gravite une parallele ä la base principale
(fig. 3).

La courbe C est Tensemble des points qui, pour tout entier n, appartiennent ä un
triangle d'ordre n. L'arc de C contenu dans un triangle d'un ordre donne est par
suite completement defini par la construction ci-dessus, et le caractere affine de
cette construction entraine la proposition suivante:

Les arcs de la courbe C contenus respectivement dans un triangle T d'ordre n et dans

un triangle T' d'ordre «' sont affines. L'affinite qui change T en T' de maniere que la
base principale de T soit changee en la base principale de T' change l'arc sitae dans T
en l'arc situe dans T'.
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3 Soient MQ et Mt les milieux de deux cötes consecutits du taire P0 Ce sont aussi
deux sommets consccutifs du carre QQ, et les extrcnnUs de Li base principale d'un
triangle d'ordre 0

Le polygone Qn a 2n 1 sommets compns entre MQ et Mx hac un de res sommi ts

appai tient aussi a QnA x, et celui qui dans Qn oecupe le rang h apn s MQ, oecupe dans
Qn+X le rang 2 h apres M0, et dans$n+JL le rang 2k h apres A/0 Assouons a ce point 1<

nombre 7~ et designons le par M 2n
1 Aux sommets M0 et Mx de QQ sont associes

les nombres 0 et 1, M0 M(0) et Mx A/(l)
L'ensemble des sommets des polygones ()nsitues sur l'arc M0M1 de C est mis ainsi

en correspondance biumvoque avec l'ensemble des nombres dyadiques (nombn s

rationnels dont le denominateur est une puissance de 2) de l'intervalle (0,1)
Cette correspondance s'etend par continuite en une correspondance biumvoque (t

continue entre l'intervalle (0,1) et l'arc M0 Mx de C En effet, chaque nombre t dt

l'intervalle (0,1) appartient ä une suite d'intervalles (-* —~—] (n 1,2, em

boites les uns dans les autres, ä laquelle correspond une suite de triangles 7 n d'ordres
n — 1, 2, emboites ^galement les uns dans les autres D'apres la construction
mdiqu^e au n° 2, L designant la base principale de 7 0, la base de I n est mfeneure a

I L et tend par suite vers ztro pour n oo II y a donc un point et un seul appar

tenant ä tous les triangles Tn de la suite c'est le pomt M(t) associe au nombre t II
deent l'arc MQ Mx lorsque t vane de 0 a 1

4. Introduisons un Systeme de coordonnees rectangulaires Oxy, d'ongine 0 au

pomt M0, Taxe des x passant par le cöte du carre qui porte M0et l'unite etant choisu
de maniere que les coordonnees de Mx soient x 1 et y 1 (fig 4) Le cöte du carn
P0 est alors egal a 2

MJ1.1)
y^

1
(10

I lg 4 I es axes de coordonnees et les 4 triangles d'ordre 2 contenant l'arc M0 1/,

L'affinite A qui change le triangle d'ordre 0 de base M0 Mx en le triangle d'ordre 1

de base M0 M (y) se traduit alors par les equations

x y
y
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et la puissance ne de A, An, par les equations

Le point (x, y) etant situe sur l'arc M0 Mt, le point (xf, yf) est situe* sur l'arc

M0 M h- le point (#(n), y(w)), sur l'arc M0 Af (-^"). Le coefficient angulaire de la

corde passant par M0 et (*(w), y(w)), egal ä —~ tend vers zero pour n oo. La

courbe C a donc une tangente bien determinee au point M0, qui coincide avec Taxe
O x, soit avec le cöte de P0 qui porte M0.

En tenant compte de la proposition etablie au n° 2, on en deduit que, en chacun
des sommets de tous les polygones Qn, la courbe C a une tangente bien determinee, qui
coincide avec le coli correspondant de Pn.

On demontrera au n° 5 que l'angle de deux cötes consccutifs de Pn est au plus egal

a are tg —, et tend par suite vers zero pour n oo. II est aise d'en deduire que la
courbe C a en chaque point une tangente. En effet, etant convexe, la courbe C possede
en chaque point M deux tangentes parfaitement determinees, qui ne sont distinetes
que si M est un point anguleux. Soient a et a + ß les angles qu'elles forment avec 0 x.
L'angle des cötes consecutifs de Pn tangents ä C en deux points situes de part et

d'autre de M etant superieur ä ß, ß est inferieur k are tg — quel que soit n. Donc

ß =40 et M ne peut etre un point anguleux. A cause de la convexite de C, on est
assiifre que la tangente en M varie d'une maniere continue avec M.

Le rayon du cercle tangent a C en M0 et passant par le point (#(n), y(n)) est, comme
le mohtre un calcul imm£diat,

r - *{n)% + y{nY
=: (* + tty)a-t-y'

n 2y{n) l-Vl-y
Si n tend vers l'infini, (x{n), y{n)) tend vers M0 et Rn tend vers zero. Le rayon de
courbure de C est donc nul au point M0.

Comme le rapport des rayons de courbure de deux courbes affines, en deux points
correspondants, est fini et non nul, il resulte immediatement de lä et de la proposition
etablie au n° 2 que le rayon de courbure de C est nul en chacun des sommets de tous les

polygones Qn.
Chaque are de C contenant un sommet de Qn, si n est assez grand, on voit que

sur chaque are de C se trouvent des points oü le rayon de courbure est nul, ou la courbure
est infinie. Aucun are de C ne peut donc £tre analytique. (^4 suivre.)

Georges de Rham, Lausanne.

Eine kennzeichnende Eigenschaft des Kreises

Es sei (£ eine stetige und stetig gekrümmte Kurve und SAB das vom Schnittpunkt
S von zwei Tangenten als Spitze und der Berührungssehne A B als Basis gebildete
«Tangentendreieck». Sind alle Tangentendreiecke gleichschenklig, so ist £ ein Kreis,
wie man durch einfache geometrische Überlegungen sofort einsieht. Wir betrachten
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