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66 Aufgaben

ren soll, so muB P mit A zusammenfallen. Die Basis der speziellen E wird daher

) 1\» il 1i L\» 1 1 .
e=”12noo(1+—;) . Demnach gilt e—”imw(l + n) =1 +ar it
Hier lassen sich die iiblichen Betrachtungen iiber die Eigenschaften der Zahl ¢
anschlieflen.
5. Bestimmung dev Konstanten k. Nachdem dann ¢ als Basis der natiirlichen Logarith-
men eingefiihrt worden ist, kann @ =¢84 und y = a% = e *Ina geschrieben werden.
Durch Differenzieren folgt: (a*)’=1Ina-e*n4=1na-.a*; also ergibt sich, daB % = ln a ist.

6. Die Logarithmusfunktionen. Durch Spiegelung an der Geraden y = x folgt aus v = ¢
die Logarithmusfunktion » = ¢¥ oder y = In . Das Differenzieren von » = ¢¥ ergibt
1

l1=eV.y oder 9y = (Inx) = — = -i— Wird aber y = a® an der Geraden y = x gespie-

gelt, so ergibt sich ¥ = a? oder Y= log x» und durch Logarithmieren von x = aV¥ folgt

l n
In x = y In a und durch Differenzieren dieser Gleichung = ¥y’ -Ina, also y" = (log »)’
1 1
= — e, F. MEYER, Bern.
x Ina

Aufgaben

Eine weiteve Losung zu Aufgabe 7: Ein regulires Fiinfeck zu zeichnen, dessen Seiten
als gerade Linien (also eventuell in ihrer Verlingerung) der Reihe nach durch fiinf in der
Ebene gegebene Punkte hindurchgehen. Wann ist die Aufgabe l6sbar ? P. FINSLER.

L’énoncé peut se préciser comme suit sans en altérer le caractére: Etant donnés
cinq points numérotés du plan, & quelle condition peut-on tracer un pentagone régulier
convexe, dont les c6tés (prolongés au besoin) passent successivement par les cinq points
donnés, lorsque le polygone est parcouru dans le sens positif, c’est-a-dire en maintenant
I'intérieur & gauche?

En cas de possibilité, on demande une construction effective.

1. Nous allons démontrer ce qui suit:

Il existe en général un et un seul polygone régulier convexe a n sommets dont les quatre
premiers c6tés, dans le sens de parcours positif, passent successivement par quatre points
donnés P,, Py, Py, P, du plan.

A chaque triple P,, P,, Py covrespond cependant un point singulier d'indice n, lovsque
P, est situé en ce point, il existe une infinité de polygones satisfaisant a la condition
énoncée; il en est un et un seul dont le cinquiéme cOté passera par un cinquiéme point
donné Py, a moins que Py ne soit & son tour le point singulier d'indice n relatif au triple
Py, Py, P, en ce cas particulier, on peut faire passer le sixiéme cbté par un sixiéme point
quelconque donné Py, et ainst de suite indéfiniment.

Pour cet énoncé on supposera le polygone parcouru (em sens positif) autant de fois
qu’il le faudra, le (n + k)¢ cOté étant identique au ke. On dit pour abréger que ce cété
passe par un point P, en entendant éventuellement que c’est son prolongement qui passe
par ce point. L’indice n est un entier domné quelconque supérieur a 2.

On en déduit, pour le cas particulier » = 5, que la construction du pentagone demandé
ne sera possible en général que si le cinquiéme point, Py, est situé sur une droite déter-
minée par les quatre premiers, P,, P,;, P,;, P,. Elle sera encore possible cependant, quel
que soit Py, si P, est singulier d’indice 5 relatif aux trois points précédents. La réponse
sera unique dans les deux cas, & moins que P, et P soient tous deux singuliers d’indice 5
relatifs aux trois points qui les précédent.

2. Voici la construction effective dans le cas général:

(I) Sur la base P, Py, ,, on cherche le sommet S, du triangle isocéle dont I’angle au
sommet mesure 2 n/n radians, dans le sens positif de la mesure des angles, en passant
de SkPké. skPk-l-l(k = 1, 2, 3)-
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(IT) Sur la base S, Si,, on cherche le sommet 4, du triangle isocéle dont 1'angle au
sommet mesure 4 n/% radians, dans le sens positif de la mesure des angles, en passant
de 4, 5,3 4, S, ,(k=1,2).

(III) Avec centre 4;, on trace le cercle C, passant par S et S, ., (k = 1, 2).

(IV) L'’intersection autre que S,;, des deux cercles C, et C, est le centre C du polygone
cherché. Au cas ou les deux cercles coincident, tout point de C, = C, est admissible
comme centre. Sinon, C est unique et bien déterminé.

(V) On mene par le point P, la paralléle & la droite C S, puis on la fait tourner autour
de P, de l'angle complémentaire & n/n radians, dans le sens positif de la mesure des
angles. La droite ainsi trouvée est le premier cité, prolongé, du polygone cherché. 11
faudra lui donner un sens de parcours maintenant le centre C 3 gauche. Pour avoir le¢
ke cdté du polygone cherché, on n’a qu’a mener par P, la droite dirigée faisant avec
le premier co6té dirigé un angle de 2 (k — 1) n/n radians, dans le sens positif de la
mesure des angles.

La construction (V) réussit chaque fois que le centre C déterminé par (IV) se distinguc
bien du point S;. Il y a exception si S;,= S, P,, Py, P, sont alors les trois premiers
sommets d’'un certain polygone régulier convexe Il; @ n sommets, dans le sens de parcours
positif. En ce cas, on substitue 4 la construction (V) la construction:

(V") On meéne par le point P,la parallele a la droite C Sy, puis on la fait tourner autour
de P, de I'angle complémentaire & n/%, dans le sens positif de la mesure des angles. Ce
sera le troisiéme c6té du polygone cherché, qu’on dotera du sens de parcours laissant l¢
centre C A gauche. Le k¢ c6té formera avec celui-la un angle de 2 (k — 3) =/n radians
dans le sens positif. Si cependant P, se trouvait au quatriéme sommet du polygone 1l,,

1= Sy = S; = C, on peut tracer comme premier clé une droite quelconque par P,, et
en déduire les trois autres cotés.

(VI) Au cas ou le centre C fourni par (IV) n’est pas unique, on pourra se donner u»
cinquiéme point Pg, répéter la construction (I) avec & = 4, et les constructions (II) et
(III) avec k& = 3, pour déterminer le centre C A I'intersection du cercle C, avec le cercle
C, = C,. Si cependant C, se trouvait encore confondu avec C, = C,, on pourrait se
donner un sixiéme point P4 et continuer de méme. Aprés avoir fixé le centre C comme
ci-dessus, la construction du polygone cherché se fera toujours par les méthodes (V)
ou (V’), en remplagant l'indice 3 qui figure en (V') par l'indice du premier point P, non
situé au sommet corvespondant du polygone I1,.

On obtiendra de cette fagon un polygone unique et bien déterminé, sauf au cas ou
tous les points P, donnés, ou choisis ultévieurement, se trouvent situés aux sommets suc-
cessifs d’'un méme polygone régulier convexe Il & n cltés, parcouru autant de fois qu’on
le voudra dans le sens positif. La conclusion 4 laquelle on parvient dans ce cas est du
reste évidente a priori, c’est que tout polygone répondant au probléme se déduit du
polygone II, en faisant pivoter chaque c6té prolongé d’'un méme angle arbitraire autour
de son premier sommet, la rotation se faisant toujours dans le méme sens. Tous les
polygones obtenus ont le méme centre C, celui de I1,.

3. En établissant la validité de la construction indiquée au n® 2, on aura du méme
coup démontré complétement I'énoncé du n® 1. Il est clair, en effet, que le cas d’exception
auquel s’applique la construction (VI) a lieu seulement si le point P, occupe une position
déterminée, sans ambiguité possible, par les points P,, P,, P, supposés donnés. Cette
position singuliéve d’indice n se trouve en remontant du point S, a la base P, P, du
triangle isocéle d’angle 2 a/n au sommet S,; le point S, lui-méme aura été déduit de
S, par une rotation positive d’angle 4 = /% autour du centre 4, = A,.

Démonstration. Nous utilisons pour abréger la notation complexe. Soit z; le point

donné P, et ¢ le centre C supposé trouvé. Il faut et suffit qu’une rotationde 2 = (k — 1)/n
radians dans le sens négatif autour de ¢ raméne le point 2, sur le premier coté tracé

par z,; c’est-A-dire que les points

wk=(zk__c)e—2ﬁi(k—-l)ln (1)
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soient alignés en ligne droite, laquelle ligne se confond avec le premier coté. Or
Wpyy — Wy = [Zk+1 “Zk32ni/” +c (32"”" - 1)]8- 2"”:,": (2)

d’ou, en posant

2
L Lt (3)
1__82n1/n ’
la relation équivalente
Wiy — Wy = (Ck - C) (1 . ezni/n) e—2:u'k/n’ (4)

Les points S, définis par (3) ne sont autres que les points S, de la construction (I),
puisqu’on a
Zryr — Cp = (2 — L) 27017 (5)

On demande que les quantités

We— W _ Gp—¢
Wy — Wiy {ga1—¢

e-‘27li/” (6)

soient réelles (positives ou négatives), c’est-a-dire que

arc({ — ¢) — arc (§_y — ¢) = 2n ou 2x n. (7)
n n

Or, d’apres les constructions (II) & (V), le segment S, S, ., est vu sous un angle 4 z/»
(dans le sens positif) a partir du centre 4, d’un cercle comprenant sur sa circonférence
le point C; le segment S; S;,, est donc vu, & partir du point C, sous un angle soit de
2 n/n dans le sens positif, soit de # — 2 n/#» dans le sens négatif, ce qui équivaut a (7).
On a donc établi que les points w, sont alignés. Pour achever, il faut vérifier suivant
(V) que cette droite fait avec la demi-droite CS; un angle #/2 — n/n radians dans le
sens positif. Cela résulte immédiatement de (4), qui donne

W) — Wy = (tl — c) (e“i/” ., g"'i/“) e—’”/”
5 .
= (&L —¢) 2isin—;e""’/”.

La construction est donc établie. . R. C. Young, London.

Aufgabe 11. Gegeben sind zwei konzentrische Kreise mit den Radien » und R (r,< R).
Auf dem kleineren Kreis liege ein fester Punkt P; durch ihn zieht man die beheblge
Sehne PA (A ist demnach ein verdnderlicher Punkt des kleineren Kreises)., Durch P
gehe normal zu P4 die Sehne BC des groBeren Kreises. Es ist zu beweisen, daB

1. die Summe PA? + PB* + PC:? einen konstanten Wert hat ;
2. die Summe A B2 4 BC% + CA? ebenfalls konstant ist.

Auch ist zu bestimmen der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Strecken 3) BC
4) AB 5) AC. E. VoELLMY.

Lésung: Man ziehe durch 4 die Parallele zu BC. Ihre Schnittpunkte mit dem
groBern Kreis seien B’ und C’, Dann sind die Vierecke 4 PB B’ und A PCC’ Recht-
ecke. Daraus folgen:

1. (BP+ PC)*+ AP*= (BP + PC)* 4+ -BB’* = 4 R?, also:
BP 4+ PCY+ AP*= 4R*— 2.BP.PC.
BP. PC ist aber nach dem Sehnensatz konstant und zwar glexch (R+7)(R—17)
= R? — r3; daher gilt:
BP3 + PC? + AP? = konst. = 2 (R? + %),
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2. ABt + AC:

+ BC*= BP?+4 AP*+ PC*+ AP?*+ (BP + PC)3
=2[(BP + PC)*+ AP%] - 2.BP.PC,
AB? 4 BC?+ CA*=8R?— 2(R®— % = 6.R% + 2-% = konst.

3. Sei D der zweite Schnittpunkt der Sehne BC mit dem kleinern Kreis und M
der Mittelpunkt der beiden Kreise. Dann ist der geometrische Ort des Mittelpunktes

von BC zugleich geometrischér Ort des Mittelpunktes von PD und dieser ist
das dhnliche Bild des kleinen Kreises beziiglich P im MaBstab 1:2, d. h. der Kreis

iiber PM als Durchmesser.
Da die Vierecke A PBB’ und APCC’ Rechtecke sind, fallen die Mittelpunkte der

Strecken A B und AC mit denen der Strecken PB’ und PC’ zusammen. Ihr geo-
metrischer Ort — die beiden Oerter fallen aus Symmetriegriinden in eine Kurve
zusammen — ist also das dhnliche Bild des groBern Kreises beziiglich P im MaB-
stab 1:2. W. Prokopr, Winterthur.

e

Weitere Losungen sandten: L. KierrFer (Luxembourg), B. SCHENKER (Bern),
E. BEERENWINKEL (St. Gallen), K. RiEDER (Riehen).

Aufgabe 74. P sei ein Punkt einer CassiNischen Kurve mit den Polen F, und F,.
Man zeige, da8 die Kurvennormale in P die Symediane des Dreiecks F, F, P ist (d.h.
symmetrisch zur Mediane mp beziiglich der Winkelhalbierenden wp). W. Lissy.

Losung: Sind P und P’ zwei Kurvenpunkte, so liegen wegen ;}- = —:1 die Punkte

1 _ "
F,, F, auf zwei gleichen Apollonischen Kreisen beziiglich der Strecke P P’. Der Grenz-
tibergang P’ —» P zeigt, daB die Normalen #; in F; zu PF, auf der Kurventangente ¢

gleiche Abschnitte PT, = PT, bestimmen. Die Tangente ¢ ist also parallel zur Diago-
nalen QR des Parallelogramms PQDR, das durch die Ecke P und die Geraden n;
bestimmt ist. Die andere Diagonale PD (Mittelpunkt M) ist Umkreisdurchmesser fiir
das Sehnenviereck F,DF,P. Aus den gegensinnig dhnlichen Dreiecken F,F, P und
DPR erhdlt man durch Spiegelung des erstern an der Winkelhalbierenden wp die
gleichsinnig dhnlichen Dreiecke FiF; P und D P R, deren homologe Seiten aufeinander
senkrecht stehen. Es entsprechen sich nun die Medianen mp und M R; folglich ist
mp (das Spiegelbild zu mp beziiglich wp) identisch mit der Kurvennormalen.

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.

Der Verfasser teilt mit, daB ihm nachtriglich die folgende Literaturstelle bekannt
wurde, wo im wesentlichen dasselbe Verfahren (J. STEINER) erwdhnt wird: G. LoORIA,
Ebene Kurven, deutsche Ausgabe, Leipzig 1902, S. 197f, Weitere Losung (analytisch)
von L. Kierrer (Luxembourg).

Aufgabe 17. Deux droites gauches a et b sont tangentes & une sphére. Trouver le

lieu géométrique des points de contact de toutes les tangentes & la sphére qui coupent
a et b. L. KoLLRoOS.

Losung : Die Tangenten @ und b konnen als Erzeugende erster Art eines einschaligen
Rotationshyperboloids aufgefaBt werden, das von der Kugel beriihrt wird. Sémtliche
Erzeugende zweiter Art sind Tangenten an die Kugel, die a und b schneiden; der Ort
ihrer Beriihrungspunkte ist der dem Hyperboloid und der Kugel gemeinsame Kreis, der
durch die Beriihrungspunkte der gegebenen Geraden gehen und diese unter gleichen
Winkeln schneiden muB. Es gibt zwei solcher Kreise, die miteinander rechte Winkel
bilden.

Demnach gilt: Der gesuchte geometrische Ort ist das Paar der Kugelkreise, die a
und b unter gleichen Winkeln schneiden. W. Lissy.
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Herr KoLLRrROs schreibt dazu: «L'une des 2 solutions élégantes du probléeme 17 que
j'avais envisagées est celle que M. Lissy vous communique; l'autre est la suivante:
Si 4 et B sont les points de contact de la sphére avec a et b, ¥ une droite variable
coupant a et b et touchant la sphére en X, les plans (ax) et (bx) coupent la sphére
suivant 2 cercles « et f§ tangents en X. La projection stéréographique de centre 4
transforme les cercles ... en droites «’... paralléles 4 a et tangentes en X’... aux
cercles £’... qui ont en B’ une tangente donnée b’. Le lieu des points de contact X’
se compose de 2 droites rectangulaires passant par B’ dont les projections sur la sphére
sont les 2 cercles orthogonaux cherchés.»

26. Beweise fiir die Fliche eines Dreiecks die Formel

Fo (o Sina + py sin B + P, sin y)?
2sina sin B siny )

«, B, y sind die Gegenwinkel der Seiten a, b, ¢ und p,, p,, p, die mit Vorzeichen ver-
sehenen Abstinde der Seiten von einem beliebigen Punkt der Ebene. E. TrosT.

Literaturiiberschau

Ein merkwiirdiger Kauz unter den Mathematikern des 18.Jahrhunderts

Der Konig: «Welche Wissenschaft haben Sie besonders studiert ?»
Der Gelehrte: «Alle, Sire!l»s

Der Konig: «Sie sind also auch ein guter Mathematiker ?»

Der Gelehrte: « Jawohl, Sire!»

Der Konig: «Wer hat Sie in Mathematik unterrichtet ? »

Der Gelehrte: «Ich selbst.»

Der Konig: «Dann sind Sie also ein zweiter Pascal ?»

Der Gelehrte: « Jawohl, Sire.»

So berichtet THIEBAULT iiber das erste Zusammentreffen des Mathematikers JoHANN
HEINRICH LAMBERT mit dem Hohenzollern Friedrich II. in Potsdam, Mirz 1764.
«Le plus grand imbécile que j’ai jamais vu!» so faBte der Fiirst seinen ersten Eindruck
zusammen, und die beabsichtigte Anstellung an der Berliner Akademie schien zu
entschwinden. Ganz anders dachte Lambert iiber seine Aussichten: «Wenn der Konig
mich nicht behilt, so wire es ein Flecken in seiner Geschichte.» Er behielt recht.

Man hat diese Anekdote hauptsichlich als einen Beleg fiir LAMBERTS eitles Selbst-
bewuBtsein weitergegeben. Es steckt aber mehr Positives darin, vor allem ein pracht-
volles Stiick von jenem «Minnerstolz vor Konigsthronen», den der Schweizer mehr
besang als ausiibte, ein Gefiihl fiir den Wert der Wissenschaft als einer geistigen Macht
— gegeniiber dem Vertreter des aufgeklirten Despotismus. Das hat auch seinen Ein-
druck nicht verfehlt: der Kauz wurde vom Ko6nig immer hbher geschitzt und aus-
gezeichnet, wihrend der doch gréSere Euler ungeachtet seiner Gefiigigkeit es in der
koniglichen Gunst nicht ganz so weit brachte.

Das Werk LAMBERTs wird aus dem Lebenslauf verstindlicher. JoHANN HEINRICH
LAMBERT wurde am 26. April 1728 in Miilhausen als Sohn eines kleinen Stiickschneiders
geboren und inmitten einer zahlreichen Familie fiir den Beruf des Vaters bestimmt.
Bis zu seinem 12. Jahre besuchte er die 6ffentlichen Schulen. Den Lehrern fiel er
durch seine Fihigkeiten auf, und sie hitten ihm, vereint mit dem umgestimmten Vater,



	Aufgaben

