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Die begrenzende «Kappenkorperkurve», deren Gleichung also
y = x*

lautet, ist etwas stidrker nach innen gekriimmt (vergleiche Figur 2) als die «isoperi-
metrische Kurve». In der Tat 148t sich die zweite Minkowskische Ungleichung (I11)
als Verschirfung der isoperimetrischen Ungleichung (I) auffassen, indem sie durch
eine geeignete algebraische Umformung auf die Gestalt
72

F3—36n V222l (M2~ 4n k) (I111%)

gebracht werden kann.
Es ist nun ohne weiteres klar, daB in analoger Weise eine weitere Ungleichung

’ P =0 (IV)
neben (III) bestehen muB, die ihrerseits eine Verschirfung der Art
M2 —-4mF = ? (IV*)

sein wird. Das Gleichheitszeichen in (IV) hat fiir eine K&rperschar zu gelten, die eine
interpolierende Schar zwischen Kreisscheibe und Kugel darstellt und die also die
rechte von D nach B fithrende Randkurve liefert.

Die in verschiedener Hinsicht plausible Annahme, daB diese Kérperschar durch die
Parallelkérper des Kreises, durch die Torotope, geliefert werde, stellte eine Vermu-
tung von W. BLASCHKE dar, die sich aber spiter als unrichtig erwies. Es gibt Korper,
deren Diagrammpunkte auf der rechten Seite der durch die kubische Gleichung

(Rt —8)3(2—3x+y)2—4a2 (12— a2 (1 — x)3=0

dargestellten «Torotopkurve» liegen. Dies trifft beispielsweise zu fiir die Halbkugel,

fiir welche
48 2506

- Grar YT Trap
ist.
Zahlreiche Anstrengungen, diese fehlende Randkurve beziehungsweise die feh-
lende Ungleichung (IV) aufzufinden, verliefen bisher ohne Resultat.
H. HADWIGER, Bern.

Geradstellen ebener Kurven

Aus didaktischen Griinden, aber auch aus Griinden mathematischer Sauberkeit
scheinen mir, wenigstens fiir die Schule, die iiblichen Kriimmungsbegriffe fiir ebene
Kurven einer zielbewuBten, wenn auch einschrinkenden Klarstellung zu bediirfen.
Zur Rechtfertigung meines Unterfangens miilte ich korrekterweise diese Begriffe,
wie sie in der Literatur oder in anerkannt guten Lehrbiichern geboten werden, einer
umfassenden Analyse kritisch unterziehen. Ich mdchte mich jedoch lediglich mit we-
nigen kontrollierbaren Feststellungen begniigen, die ich mit Absicht Hochschul-
biichern entnehme.
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Auf Seite 342348 seines berithmten Traité (Tome I, deuxiéme édition) behandelt
E. PicArD das Problem der Berithrung héherer Ordnung zweier ebener Kurven und
gelangt zu einem hier interessierenden Ergebnis, daB die Kurve x = f(¢), ¥ = F(¢) von
einer Geraden y =a;x+a, (4, und a, sind Parameter) in jenen Punkten von min-
destens zweiter Ordnung beriihrt wird, die der Relation

Fi gy
dt dt
= {} (1)
d2x dty
dt? de?

geniigen; «ce sont les points d'inflexion», sagt PICARD kommentarlos im Anschlul
daran. Dieser Zusatz kann offenbar nur definierende Bedeutung haben, da diesc
Punkte gar nicht Wendepunkte im iiblichen Sinn des Wortes zu sein brauchen. Die
Inkorrektheit der Benennung tadelt SCHEFFERS auf Seite 21 in seiner «Einfithrung
in die Theorie der Kurven» (2. Auflage 1910), sucht aber trotzdem diese Bezeichnung
durch Berufung auf imaginire Kurven beizubehalten und im reellen Fall durch Un-
terscheidung in eigentliche und uneigentliche Wendepunkte zu retten. Auch bei ihm
heiBt also jede Nullstelle der zweiten Ableitung von y nach x Wendestelle. Anderc
Autoren unterscheiden deutlich zwischen Wendepunkten im geometrischen Sinn des
Wortes und Nichtwendepunkten, ohne jedoch damit einem sich aufdringenden Be-
diirfnis gerecht zu werden. Denn genau wie bei der Wahl der Benennung der Null-
stellen der ersten Ableitung (Waagestellen, Horizontalstellen), das durch sie repri-
sentierte eindeutig Geometrische im reellen Fall wegleitend war (man wollte nim-
lich damit Stellen mit dem SteigungsmaB Null andeuten), so sollte man den Null-
stellen der zweiten Ableitung im reellen Falle ebenfalls eindeutig Geometrisches zu-
ordnen kénnen. Um zu einer solchen fiir alle reellen Nullstellen von y*’ giiltigen, ein-
heitlichen geometrischen Interpretation bei reellen Kurven zu gelangen, kénnte man
versucht sein, die Begriffe « Konvexitit und Konkavitit» einer ebenen Kurve heran-
zuziehen: wird doch eine Kurve an einer Stelle (bei Vorhandensein der zweiten Ab-
leitung und im Falle deren Nichtverschwindens an dieser Stelle) auf diese Charakterc
hin untersucht, indem man bekanntlich das Vorzeichen von y’’ an dieser Stelle er-
mittelt. Aber sie eignen sich fiir unser Vorhaben schlecht, denn gerade im Fall y” =0
wird der Zusammenhang zerrissen, da die Kurve an einer reellen Nullstelle von y”’
sowohl Konvexitit nach oben als auch Konkavitit nach oben als auch einen Uber-
gang von der einen Kriimmungsart in die andere bieten kann.

Dagegen bringt der engere Begriff des ¢« Gekriimmtseins» einer ebenen Kurve an
einer Stelle, wie er nachstehend auseinandergesetzt werden soll, eine, wie ich glaube,
befriedigende, weil fiir die Schule natiirlichere Losung.

Fiir das Folgende seien Kurven vorausgesetzt, die Schaubilder eindeutiger reeller
Funktionen einer reellen Variabeln sind, und die im Definitionsbereich ebenfalls ein-
deutige erste und zweite Ableitungen, letztere iiberdies stetig, besitzen. Vertikalstel-
len, also Stellen mit dem SteigungsmaB oo, sind vorliufig demnach auszuschlieBen.

1. Definition: Eine Kurve unserer Art y=f(x) heiBe an einer Stelle x, gekriimmt,

falls g% an dieser Stelle # 0. Dabei bedeute « den Steigungswinkel, d. h. tga= 7y’ und

/4 t
——§-<“<~2‘.
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Satz 1: Eine Kurve y= f(x) ist dann und nur dann an einer Stelle x, gekriimmt,
falls die zweite Ableitung, also y”’, an dieser Stelle =+ 0.
Beweis: a) Die Bedingung ist notwendig, denn aus y’=tga folgt a =arc tg ¥’ und

da 1 ’ ¢
(\2;)“ "o (2)
Wegen (‘%‘)XI # 0 und des endlichen von Null verschiedenen Nenners ergibt sich

(¥ % 0.
b) Die Bedingung ist hinreichend, denn aus (v”), +0 und 1+(y')f‘ + 0 folgt

“da
(Ex—) L1l :F 0 )
Anmerkung: In den meisten Fillen, so fiir Schulgattungen vom Typus A4 und B,
wird man von der Arcustangens-Funktion keinen Gebrauch machen diirfen. Die For-

mel (2) wird dann elementar mit Hilfe des Additionstheorems fiir die Tangensfunk-
tion wie folgt hergeleitet (Figur): Esist

. tg “""tg oy - (y’)x,— (y’)z‘
g (g =) = I+tgagtge; 1+ ) )y,

Aber, wenn P, auf der Kurve ganz nahe beim Kurvenpunkt P; angenommen wird,
ist € =ag—a, sehr klein, daher darf man bekanntlich statt tg (¢, —«;), bei Benutzung

des BogenmaBes fiir die vorkommenden Winkel, ay—a; setzen. Man macht dabei
einen Fehler, der aber der Null zustrebt, wenn P, auf der Kurve sich P; nihert.

Daraus folgt:
(¥)e,— (%),

’Au) _ e tg(a—ay) 1+ (¥'),, - (9, _ 1 .(Ay’)
(A*" N A— X g %y % 1+ (%), (¥, Az /%’
Strebt x, gegen x,, dann
Ay’ " _4_5_) (da) 1,
(Ax)zl+(y )x, und (Ax xl‘+ dx :l_- 1+(y/)f (y )X].

2. Definition: Eine Kurve y=f(x) heiBt an einer Stelle x, positiv bzw. negativ ge-
kriimmt, falls an dieser Stelle-—g;:- > 0 bzw. < 0.



V. Krakowskr: Geradstellen ebener Kurven 57

Satz 2: Eine Kurve y=f(x) ist an einer Stelle x, dann und nur dann positiv bzw.
negativ gekriimmt, falls an dieser Stelle ¥’ > 0 bzw. < 0.
Beweis analog wie bei Satz 1.

3. Defimition: Eine Kurve y = f(x) heiBt an einer Stelle gerade (flach), falls daselbst

d . .
ﬁ = 0. Eine solche Stelle heiBt Geradstelle, der zugehérige Kurvenpunkt Gerad-

punkt (auch Flachstelle bzw. Flachpunkt).

Satz 3: Eine Kurve y=f(x) besitzt an einer Stelle ¥, dann und nur dann einen
Geradpunkt, falls (y"), =0.

Beweis an Hand der Beziehung (2).

Zusammenfassende Ergebnisse:

1. Nullstellen der ersten Ableitung sind Waagestellen. Damit will man im reellen Fall
Stellen mit dem SteigungsmaB Null kennzeichnen.

2. Nullstellen der zweiten Ableitung heifien Geradstellen. Damit will man andeuten,
daB die Kurve sich an einer solchen Stelle im reellen Fall wie eine Gerade verhilt.

3. Die Tangente in einem Geradpunkt kann die Kurve durchsetzen, dann ist die
Geradstelle eine Wendestelle. Oder aber die unmittelbare Umgebung des Gerad-
punktes auf der Kurve liegt auf demselben Ufer beziiglich dieser Tangente.

4. Ob sich die Kurve an einer Geradstelle wendet oder nicht, kann durch Fest-
stellung des Gekriimmtseins ermittelt werden: man braucht nur das Vorzeichen von
y” in der Umgebung dieser Stelle festzustellen.

5. Darf man die TAYLOR-Reihe voraussetzen, so kann man fiir den Fall, daB y = f(x)
beliebig viele Ableitungen besitzt, ¥" in eine nach Potenzen von x — x, fortschreitende
Reihe entwickeln (x,= Geradstelle). Unter Heranziehung des Satzes 2 liuft dann
die gewiinschte Entscheidung auf die bekannte Bedingung hinaus: ist eine reelle
Geradstelle eine k-fache Nullstelle von y’’ (das heiBt die erste an dieser Stelle nicht
verschwindende Ableitung, ausgehend von der zweiten, ist von der Ordnung &+ 2),
so ist die Geradstelle eine Wendestelle oder nicht, je nachdem % ungerade ist oder
nicht (k=1,2, 3, ...).

6. Eine Geradstelle kann auch Waagestelle sein. Dann ist sie entweder Extrem-
stelle (Maximum oder Minimum) oder Wendestelle. Im letzteren Falle heillt sie
zweckmiBig Terrassenstelle.

7. Die Untersuchung auf Gekriimmtsein kann auch bei den eingangs ausgeschlos-
senen Vertikalstellen vorgenommen werden. Man braucht zu diesem Zweck nur das
Koordinatensystem um einen zwischen 0° und 90° (obere Grenze eingeschlossen)
gelegenen Winkel 8 zu drehen und mit der neuen Funktionsgleichung zu arbeiten.

8. Das Attribut «gekriimmt an einer Stelle» kommt einer Kurve zu, wenn sie an
dieser Stelle einen endlichen Kriimmungsradius # 0 aufweist.

Einige Beispiele
1. y=xt— 4234622 y'=423—-12224+12x; y"'=1222-24x412=12(x—1)%

Fiir x=1 ist ¥'=0 und y'=4. Fiir x+1 ist y" > 0, also Kurve positiv gekriimmt,
somit ist x=1 eine Geradstelle, die keine Wendestelle und keine Waagestelle ist.
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2. y=x4; y' =4x3; y' =12 x2.
Fir x=01ist y'=0 und y"" =0. Fir x40 ist "' > 0. Daher: x=0 st hier Gerad-
stelle und E xtremstelle, weil Waagestelle und keine Wendestelle.

3. y=2x8; y'=32%; y"'=6x.
Fiir x=01ist y'=0, " =0, aber fiir x> 0 ist "’ > 0 und fiir x <0 ist y"* <0, somit
Kurve positiv gekriitmmt fiir positives x und negativ gekriimmt fiir negatives x, da-
her ist x=0 Terrassenstelle.
1

4. y=Vx; ¥ = ——.

y="Vx; v T
x =015t etne Vertikalstelle. Dreht man das Koordinatensystem um 909, so heiBt das,
man ersetze in der Funktionsgleichung x durch (—y) und y durch x. Man erhilt so
die neue Funktionsgleichung y= —x3; die frithere Vertikalstelle ist ]etzt Waage-
stelle und behandelbar. Sie erweist sich als Terrassenstelle.

VikTOrR KRAKOWSKI, Ziirich.

Anwendung der Fourier-Sitze in der Theorie der
Seismographen und Schwingungsmesser

§ 1. Komplexe Darstellung reeller Zahlen
a, b = reelle Zahlen, kR=+ Va%+ b2, x=arctgz,

]= V?f, e = 2,718 . .. = Basis der natiirlichen Logarithmen.
—a+jb=~kel*=Fk (cos x + { sin x).

f=a—jb=Fk-.e % stellt die zu f konjugiert komplexe Zahl dar.

& —2« t+1) ist die komplexe Darstellung der reellen Zahl «.

§ 2. Komplexe Darstellung einer Sinusschwingung

t = Zeit. s = R cos (w ¢ + y) = Sinusschwingung mit der Amplitude R, der Kreis-
frequenz w und der Phase y. (R> 0, w > 0, y reell).
Man setze

I=Rei@ttY) ynd S= % R ¢'¥ = komplexe Amplitude.
Dann ist
= —f (F+ f)
oder
s= G el* + e /v die komplexe Darstellung der Sinusschwingung s.
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