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28 A. LoAgHr: Sulle involuzioni cubiche di 22 specie
est unitaire; sa norme N (U) =1; son conjugué
. ’ _ 2‘
. U’= cos
L'équation (5') p, = U’'=p-U est équivalente aux formules (3') et (4'). Elle cst
commode pour la composition de deux ou plusieurs rotations parce que le produit
de deux quaternions unitaires est encore unitaire.

Dans son cours dactylographié Vektorselle Geometrie STIEFEL démontrc la for-
mule (5') en ramenant la rotation d’angle ¢ A4 deux symétries successives rela-

> ‘_-2
+ % Sin 7

tivement a deux plans passant par 'axe et faisant entre eux ’angle 523.
Lours KoLLros, Zurich

ey

Sulle involuzioni cubiche di 2* specie

Scopo di questo articolo ¢ di indicare alcune proprieta dell’involuzione IZ, in un
campo binario, strettamente collegate alla sua coppia neutra ¢ ad una notevole
terna covariante di elementi.

1. Sopra un ente razionale {2, semplicemente infinito e irriducibile, si abbia una
involuzione I3 d’ordine 3 ¢ di specie 2 (o serie lineare gZ), cio¢ una totalitd co? di
terne di elementi individuate ciascuna, in generale, da due di essi.

La I possiede, come & noto, tre elementi tripli 7, ({ = 1, 2, 3) costituenti un
gruppo della I} stessa; e due elementi N,, N, formanti una coppia neutra, ossia tali
da imporre una sola condizione ai gruppi di I2 costretti a contenerli: in tutto il se-
guito si supporranno distinti (dal punto di vista della geometria sull’ente) tanto
Nyed Nyche T,, T,, T,.

Indichi x il parametro di un elemento variabile X di 2 (e cosi #; quello di un
elemento X,): cioé, pilt precisamente, la coordinata proiettiva, in qualunque sistema
di riferimento, del punto omologo di X sopra una punteggiata in corrispondenza
birazionale con . Allora la I} si pud rappresentare con I’equazione:

A(x—4)3+ A (x— )2+ A3 (x — 45)3 =0, (1)

variando ad arbitrio i coefficienti non tutti nulli 4,, 4,, 4;.

2. La coppia neutra (N,, N,) & caratterizzata dalla equivalenza, rispetto alle
variabili 4,, delle due equazioni cle si ottengono ponendo nella (1) x = #, ed x = n,;
onde #n, ed n, si determinano mediante le formule:

(ny — t)3 =k (ng — ¢,)® (t=1, 2, 3),

insieme col fattore 2 di proporzionalita. Ne discende che T,, T,, Ty formano un
gruppo della g; che ha per elementi tripli N,, N,; e quindi (opportunamente ordi-
nati) un ciclo di ciascuna delle due proiettivita cicliche del 3° ordine di elementi
uniti N;, N;. In conclusione:

Teorema 1. La coppia neutra (N,, N,) dell’involuzione I ¢é il covariante Hessiano
del gruppo degls elements tripls T, (s =1, 2, 3).
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3. Assumendo come fondamentali, nella rappresentazione parametrica di £, gli
elementi N, ed N,, e disponendo in modo opportuno dell’elemento-unita, si pud
supporre, in base al n. 2, che sia ¢, = ¢ (i = 1, 2, 3) con ¢ radice cubica primitiva
di 1; nonché #; = 0 ¢ 7, = oco.

L’equazione (1) di I2 diviene allora:

3
D) A (x — )3 = 0;
i=1
e se ne trae che la condizione necessaria e sufficiente affinché tre elements X; di Q
(¢ =1, 2, 3) appartengano ad un gruppo della 1% é:

xl xg xa = 1. (2)

4. Essendo Y un qualunque elemento di £, non vi ¢ che #n elemento Y’ tale
che il gruppo 2 Y + Y’ appartenga alla involuzione /2; mentre esistono due ele-
menti Y, ed Y, avanti ciascuno la proprieta che Y + 2 Y, sia un gruppo di I3: essi
coincidono coi punti doppi della g, residua di Y rispetto alla I :.

Per brevita si diranno: Y’ l'elemento coniugato di Y nell'involuzione I3; e Y,,
Y, i due elementi anticoniugati di Y in I3.

Si pud notare che in ciascun elemento della coppia neutra cadono il coniugato
e gli anticoniugati dell’altro; e che ogni elemento triplo di I3 & insieme il coniugato
di sé stesso ed uno dei suoi anticoniugati.

Dalla (2) si desumono le seguenti espressioni dei parametri di Y’, Y,, Y, in fun-
zione del parametro di Y:

y' = (‘;;')2- n= +V‘517» Vo= — 31,

Ne deriva (n. 3) che gli elementi Y, Y,, Y, riempiono un gruppo della I} quando
y' 1 ¥s =1, cioé se y3= — 1; confrontando questa equazione con l'altra x3 =1
che fornisce (n.3) i parametri degli elementi tripli T, si conclude:

Teorema II. Il sostegno R (n. 1) dell’involuzione I3 possiede tre elementi, E,, E,,
Eg caratterizzati dalla proprietd che l'elemento consugatol), in I 2 di E, e i due ele-
ments anticoniugati’) di E, stesso, costituiscono insieme un gruppo I', (k =1, 2, 3)
della I%.

Tali elementi E,, E,, E; sono ordinatamente 1 consugati armonsci, su 82, degli ele-
menti tripli Ty, T,, Ty di I rispetto alla coppia newtra (N, Ny): che é I'Hessiano
della terna (E,E,E,), oltreche (Teor.1) della terna (Ty Ty T,). Ciascuna di queste
due terne di elementi ¢ 1l covariante cubico dell’altra: cosi che E e T, separano armons-
camente tanto E, ed E, che T, ¢ T,, qualungue sia la permutazione r, s, k degli indics
1, 2, 3. ’

Il gruppo I', si dird annesso all’elemento E,.

5. Risulta dal n. 4 che, essendo (— &*) il parametro dell’elemento E,, quelli degli
elementi E,, E,,, E,,, rispettivamente coniugato e anticoniugati di E,, sono &*,
i ek, — i et (ove 42 = — 1). Dunque (n. 3) ¢ Ef = T,; e inoltre:

1) Nel senso dianzi precisato.
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(Ny N Eyy Eyg) = (ExELE 1 Epg) = — 1,

Quindi:

Teorema 11L. Il coniugato (n.4), nell’involuzione 13, di ogni elemento E, ¢ Uele-
mento triplo T, : che coi due elementi E,,, E,, anticoniugati di E, in I3 costituisce
il gruppo I', di I annesso ad E, (Teor. 11); mentre E, ¢ Vanticoniugato di T,
diverso (n.4) da T, medesimo. La coppia neutra (N,, N,), la coppia (Ey, T;) e
Paltra (E.,, E.,) si separano armonicamente a due a due (k =1, 2, 3).

Il prodotto dei parametri di E,, E,, T, vale:

(- &) (= &%) (%) = 1.
Pertanto (n. 3):
Teorema 1V. Il gruppo, dell’involuzione 15, passante per due qualungue E, ed E,
dei tre elementi E, , E,, E; (Teor. II) e il gruppo I, annesso al terzo E,, (Teor. II e I1I)

hanno in comune Uelemento triplo T, di I%.
L’equazione del gruppo Iy degli elementi T, E,,, E, essendo:

(x — &) (x2 + €24 = 0,
quella dell’involuzione gy individuata da I'y e Iy &:
(x—e)(x2+e)+A(x—¢€?) (x+¢€) =0.

I1 gruppo di tale g, corrispondente a A = — 1 consta degli elementi x = 0, x = oo,
v = - 1cioé Ny, N,, E,. Allora:

Teorema V. I gruppi I',, I', dell’snvoluzione 15 annessi a due qualunque E, , E degli
clomenti Ey, E,, Ey (Teor. 11 e 111), ed il gruppo di I3 costituito dal terzo E, di tali
clementi e dalla coppia neutra (N,, N,), appartengono insieme ad una stessa involu-
zione 13},

6. Sull’'ente 2 i gruppi 37, e 3 T, determinano una g; contenente il gruppo:

(x—€)3— (x— €33 =0,
i cui elementi N,, N,, E, formano un ciclo della proiettivita n:

%' —¢ c x—e
x'—¢? x—g’

di elementi uniti T, e T,.
La n porta I'elemento T, di parametro x = 1, nell’altro T; di parametro x’ = — 2;

e questo in un T3 di parametro x” = ——% . Ne segue che le quaterne:
(NyNLEsT3), (N.E3N(Ty), (E3N\N,T3)
sono armoniche. Percio:

Teorema VI. La terna costituita daglt elementi N,, N, della coppia neutra dell’in-
voluzione 13 ¢ da uno qualunque E, degli elementi E,, E,, E; (Teor. I1) ha per cova-
riante Hessiano la coppia degli elementi tripli T, e T, di I3 diversi da quello, T, con-
tugato di E, (Teor. I11); mentre ha per covariante cubico il ciclo passante per T,

di ciascuna delle due proiettivita cicliche del terz' ordine (imverse l'una dell’altra) i
cut elementi uniti sono T, ¢ T,. A. LonNGHI, Lugano
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