Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 1 (1946)

Heft: 6

Artikel: Uber die rationalen Hauptwinkel der Goniometrie
Autor: Hadwiger, H.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-1210

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 05.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-1210
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

98 H. Hapwicer: Uber die rationalen Hauptwinkel der Goniometric

Ausschlaggebend ist nun, daB dieses Verkleinerungsverhiltnis nur von # abhingt.
Iterieren wir also die Konstruktion, so erhalten wir eine unbegrenzte Serie von regu-
liren Gitter-n-Ecken

SBI, qsu’ e, q}(v),

deren Seiten gegen Null konvergieren. Dies fithrt aber zu einem Widerspruch, da ein
Gitter nicht beliebig kleine Gittervektoren enthalten kann, w.z.b.w.

Ein den Sonderfall # = 5 ebenfalls umfassendes Verfahren erhilt man, wenn man
die Vektoren

PnPn~l’ Pl.Pﬂ' AR Pn~2pu—1 (5)
sukzessive von den Punkten der Serie (2) aus abtrigt. Das Verkleinerungsverhiltnis
wird dann

’

o:|h

='1—-sin2(—i—:-)l<1 (6)

und die resultierenden Gitter-n-Ecken liegen konzentrisch zu P.
W. SCHERRER, Bern

Uber die rationalen Hauptwinkel der Goniometrie

Es gibt abzdhlbar unendlich viele rationale Winkel
¢p=27z—§-, 0=p<gq; p,q ganz und (p,q)=1, (1)
deren GradmaB also rational ist; dagegen sind nur einige wenige derartige rationale
Winkel bekannt, fiir die wenigstens eine der vier trigonometrischen Funktionen
sin @, cos @, tg @, ctg @ einen ebenfalls rationalen endlichen Wert annimmt. Diese
bekannten elementaren Winkel, wir wollen sie goniometrische Hauptwinkel nennen,
sind im GradmaB angeschrieben

@ = 09,300, 459, 60°, 90°, 120°, 1359, 1500, 180°, 2100, 225°, 240°, 270°, 300°, 315°330°. (2)

Um diese Rationalitdtsverhiltnisse bei allen vier trigonometrischen Funktionen voll-
stindig zu iiberblicken, geniigt es im Hinblick auf die goniometrischen Umrechnungs-
formeln durchaus, die Verhiltnisse etwa bei der Funktion cos ¢ zu kennen. Diese
Funktion wird bekanntlich fiir die folgenden Hauptwinkel rational

@ = 0%, 600, 90°, 120°, 180°, 240°, 2700, 300°. 3)

In dieser Note mochte ich einen kurzen Beweis dafiir mitteilen, daB diese 8 Winkel
(3) die einzigen rationalen Winkel des Grundintervalls 0 < ¢ < 360° sind, fiir die
cos ¢ rational ausfillt!). Damit ist auch bewiesen, dass die 16 goniometrischen Haupt-

1) Das Kernstiick des vorliegenden Beweises stellt die arithmetische Ubertragung eines geometrisch
anschaulichen Beweisgedankens, den ich Herrn W. SCHERRER verdanke, dar; vgl. die yorstehende Notc:
W. SCHERRER, Die Einlagerung eines reguliren Vielecks in ein Gitter.
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winkel (2) die einzigen sind, die die Rationalitidtsforderungen, welche an sie gestellt
sind, erfiillen. Damit haben diese Hauptwinkel, die mit den elementargeometrischen
Gegebenheiten engste Beziehungen aufweisen, eine andere instruktive Charakteri-
sierung erfahren.

Wenn wir die 12 rationalen Zahlen % 0 =< p < ¢ fir welche 1 < ¢ < 6 ist, durch-
gehen, so stoBen wir auf die 8 Werte, denen die Hauptwinkel (3) entsprechen, fiir die
cos ¢ rational wird. Es geniigt somit, das nachfolgend noch ausfiihrlich formulierte

Theorem zu beweisen:

Aussage: Es sei ¢ = 2”%' 1=p<gq, (p,9)=1, ¢ > 6; dann ist cos ¢ irrational!
Beweis: Wir nehmen an, es sei im Gegenteil cos ¢ = a, = rational. Nach den gonio-
metrischen Formeln fiir die Funktionen der vielfachen Winkel gibt es dann zwei

rationale Zahlen a, und b, so, da3
cosnp=a,, Ssinnp==>b,sing (4)
gesetzt werden kann. Wir fiihren nun die komplexen Einheitszahlen
Z,=¢"*=a,+1ib,sin ¢ 7=0,1,2...] (5
ein, und bemerken, daB wegen der Periodizitit
Za=Zn4q (6)
in der Folge (5) nur endlich viele verschiedene Zahlwerte auftreten. Demnach kann
man ein 4> 0 so finden, daB alle diese Einheitszahlen auf die Form

Zy = (Pn+iqn sin ¢)A (7)

gebracht werden konnen, wobei p, und ¢, ganze Zahlen sind. Wegen (p, ¢) = 1, das
heiBt wegen der Teilerfremdheit der Zahlen p und ¢, gibt es eine Lésung m der
linearen Kongruenz

mp=1 (mod g). (8)
Nun bilden wir
img
1-z,=—2isinZ%e¢ * . 9)

Mit Riicksicht auf (7) ist offenbar fiir ein ganzes positives
A=z =1 () znt (B sgm—+ + (~ rrm= (PstiQusing) 4, (10

wobei P, und Q, ganze Zahlen sind. Im Hinblick auf die in (9) angedeutete Umfor-
mung auf der rechten Seite hat man nach (10)

k . .
Il-——z,,,!"=l25in22—?1! = |Py+1Q;sin ¢| 4. (11)

Beachtet man die Kongruenz (8), so resultiert weiter
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. |k . ;
Zsm-é» = |Py+1Q,sin ¢| 4. (12)

Da offensichtlich nicht beide Zahlen P, und Q, zugleich verschwinden konnen,
kann jetzt auf

|Py+1Qysin | = |sin | >0, (13)
und damit auf

iZsin—g—]kgdlsin(p} (14)
geschlossen werden. Wegen g > 6 ist aber
. T 1
lsm—q——l<—-2—, (15)

so daB mit (14) fiir hinreichend groBe % ein Widerspruch erzielt ist. Damit ist die Un-
moglichkeit der Gegenannahme gezeigt und der Beweis abgeschlossen.

H. HApDWIGER, Bern

Johann I Bernoulli als Kritiker der «Principia» Newtons

1. In der Geschichte der Mathematik lebt JoHANN BERNOULLI (1667—1748) als
eifrigster Partisan Leibnizens im Priorititsstreit um die Entdeckung der Infinitesimal-
rechnung fort, der nach dem Tode seines groBen Freundes allein «wie Horatius
Cocles»!) den Kampf mit den zelotischen Newtonianern ausfechten muBte. In diesen
Fehden konnte nun BERNOULLI mit nicht geringem Stolze darauf hinweisen, da3
er in der « Philosophiae naturalis principia mathematica», auf die die Newtonianer
wie auf die Bibel ihres Herrn und Meisters schworen, eine Reihe von Fehlern in der
Behandlung der Zentralkrifte nachweisen konnte.

Fig. 1

Sind diese Fehler anerdings mehr bloBe Vérsehen NEWTONS, so gaben sie doch
andererseits BERNoOULLI AnlaB, das Zweikorperproblem ganz allgemein, sowohl
im Vakuum wie im widerstehenden Mittel analytisch zu entwickeln und dabei um

1) So nennt FoNTENELLE BerNouLLI im Eloge vor der Pariser Akademnie.
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