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Damit erhält man für die Krümmungsradien die bekannten Werte:

va a b* (a-e)* b*
0 --—=-^2 _v_ -—i- ~ —L4 gA («-*)• w*-a

n i*
t>B-= a ^W

gB
' W*-b '

vc
_ 2

62 (a-f *)s
Cte^ ^¦Ä»Sc (« + *)

Qa- a *

Qb
a2

b '

Qc^
62

a

W. Hardmeier, Zürich

Kleine Mitteilungen
1. Beitrag zur Behandlung der regelmäßigen Vielecke. Die regelmäßigen Vielecke

sprechen uns durch ihre hohe Symmetrie und durch die unerschöpfliche Fülle von
Zusammenhängen zwischen ihren Größen so sehr an, daß das Aufsuchen und das
anschauliche Aufzeigen einfacher Vergleiche und Verwandlungen ihrer Flächen besonders
reizvoll und gewiß geeignet ist, die Freude der Schüler an der Geometrie zu erhöhen.

Die folgenden Sätze und zum Teü sehr leichten Aufgaben sind zusammengestellt
als Beispiele für einfach definierte Flächen, die in einfachen Verhältnissen zueinander
stehen. Sie zeigen aber ihre ErlebnisWirkung erst, wenn man die entsprechenden
Figuren betrachtet.

(Bezeichnungen für das regelmäßige n-Eck: r oder rn— Umkreisradius; gn= Inkreisradius;

sn= Seite; Fn= Fläche; d4 Diagonale, welche i Ecken überspringt; ^$)=
Diagonale im n-Eck, weiche i Ecken überspringt; »t5~ Verbindungsstrecke zwischen
den Mitten zweier nicht benachbarter Fünfeckseiten. Buchstaben mit Strichen rechts
oben gehören zu umschriebenen Vielecken.)

Sätze: 1. In jedem regelmäßigen n-Eck ist das Rechteck aus dem Umkreisradius und
der kürzesten Diagonale gleich vier Zentraldreiecken:

rd1=4-~Ä-.1 n

2. Macht man die Seitenmitten eines regelmäßigen n-Ecks zu Ecken eines
regelmäßigen 2n-Ecks, so ist das Rechteck aus dem Inkreisradius und der kürzesten
Diagonale des ersten gleich acht Zentraldreiecken des zweiten:

Ftn

3. Ein regelmäßiges Vieleck mit 4 p Ecken hat dieselbe Fläche wie p Rechtecke aus
einer Seite und der zweitgrößten Diagonale:

4. Wird einem regelmäßigen Fünfeck ein anderes umbeschrieben, so ist die Fläche
des äußern gleich dem vierfachen Minor der stetig geteilten Fläche des inneren Fünfecks:
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Fg= Minor von 4 F6.

Aufgaben: 1. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck (s3), das Rechteck (sa, g,) und das
gleichseitige Dreieck, dessen Seite gleich rz ist. Zeige, daß sich die drei Flächen
verhalten wie 3:2:1.

2. Zeige, daß das Rechteck (s„ q9) das geometrische Mittel ist aus dem gleichseitigen
Dreieck (sf) und demjenigen, dessen Höhe gleich r3 ist.

3. Rechteck Sechseck:

4. Beweise Satz 1 allgemein und prüfe ihn für n 3 (wobei dx s zu setzen ist),
«=4, 5, 6, 8 (ergibt ein Rechteck in Normalformat), «==10, 12 (Fxt 3r*).

5. Zeige für « 12:

y-F„-rfS.
6. Beweise Satz 2 allgemein und prüfe ihn für « 3, 4, 5, 6.

7. Das Quadrat aus der zweitkürzesten Diagonale eines regelmäßigen Zwölfecks ist
gleich dem Rechteck aus der kürzesten Diagonale und dem Inkreisradius des ihm
unbeschriebenen regelmäßigen Sechsecks (rxs=g\):

& ' s»12(2)Ä 06 *a6(D*

8. Betrachte ein regelmäßiges Sechseck (s6), das Rechteck (rfe(i), s%) und das
regelmäßige Sechseck mit sf als kürzester Diagonale. Zeige, daß sich die drei Flächen wie
3:2:1 verhalten.

9. Verbinde sechs Ecken eines regelmäßigen Zwölfecks zu einem regelmäßigen Sechseck,

so ist:

10. Numeriere die Ecken eines regelmäßigen Zwölfecks fortlaufend. Vervollständige
den Streckenzug 1, 3, 7, 9 zu einem Quadrat, so hat dieses die gleiche Fläche wie das
Zwölfeck.

11. Beweise Satz 3 allgemein und prüfe ihn nach für «== 8, 12.

12. Beweise Satz 4.

13. Ein Zentraldreieck des regelmäßigen Fünfecks ist der Minor des Rechtecks aus
F

m$ und gb; -—• — Minor von m^. (Da das Dreieck auch die Höhe q6 hat, läßt es sich

in das Rechteck hineinzeichnen.)

14. Ergänzt man ein regelmäßiges Fünfeck durch 5 weitere Punkte zu einem
regelmäßigen Zehneck, so ist das Rechteck aus der kürzesten und der zweitkürzesten Diagonale
des Zehnecks gleich */• des Fünfecks.
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15. Verwandle mit Hilfe der genannten Beziehungen ein regelmäßiges «-Eck in ein
Quadrat («=3, 4, 5, 6, 8, 10, 12).

16. Verwandle ein Quadrat in ein regelmäßiges Achteck (Zwölfeck).

R. Stössel, Rorschach.

II. Zur Kettenbruchentwicklung von e Herr P. Finsler machte kürzlich auf das
folgende Problem aufmerksam (siehe El. Math., Bd. I, Heft 3, Seite 54): «Nach Euler
hat die Zahl« die Kettenbruchentwicklung (2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1,
Bedeutet bn den Nenner des «-ten Näherungsbruches (also ^=1, &t»l, 6t=3, 64 —4,
^5=7, 66= 32 usw.), so ist für kleine Werte von m stets bim durch m teübar. Gilt dies
allgemein für beliebige Werte von m ?»

Antwort: Die Zahlen bZm, bZm_2 und &lTO_« sind durch m teilbar, und bnm_x hat den
Rest (-l)m (modw).

Beweis: Der Beweis beruht darauf, daß die Reste der aufeinanderfolgenden
xk~b%k_.x (mod m) bei ungeradem m symmetrisch zum Glied X{m-\)i% sind, daher
m-gliedrige Zyklen (abgesehen vom Vorzeichen) bilden, welch letztere Eigenschaft
sich auf den doppelten Modul übertragen läßt, woraus die Gültigkeit für alle m
erschlossen werden kann.

1. Die Teiifolge #OT=&am-i besitzt die Rekursionsformel

und die Glieder bim_t und b%m sind

*m+*«
*km —

Aus dem Algorithmus der Kettenbruchentwicklung von e= (2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6,
ergibt sich für die Nenner der Näherungsbrüche das folgende System von Beziehungen:

hm-* =A

*m ~~ xm- l

xm+ xm-\frim-t^iAm-i+fW-* =A+ B
2

^ttn-^1 Am-l+*W-s =^ + 2B Xm,

b^ - 2m-fesm_1+ &8fri_t= (2m + l)A + (4m + l)ß xm±l~~ xm
2

*m+l + xm*WiÄ l'b>m + bim_x - (2m+ 2)A+(4m + 3)B- 2

*Wi= l'b$m+x+b9m - (4m+ 3)A + (8w + 4)B- *m+J (4m+ 2)*w + jr^,
aus dem die Rekursionsformel und die Werte für btm_% und bZm folgen.
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Wegen bSm+bZm_t= (2m+ l)xm+xm_x 268w_, (mod Im) haben 68m und 63m-1
gleiche Reste bezüglich 2 m (analog für bZm_2-b3m_<). So genügt es, zu zeigen, daß
zum Beispiel

xm +¦ **n-i ° (mod 2m)

ist. Darüber hinaus ergibt sich im folgenden, daß

xm~(-l)m xm+x -xm_x -xm^2 (modm)

ist, woraus die behaupteten Teilbarkeitseigenschaften leicht folgen Ebenso gilt
&3fn+a=^3m+l=68m-l=&am-3=-fe3m-4 "^3m-5=-&3m-7 (-l),n (mod m)

m — 1
2. Es sei m ungerade Man setzt r —^— unc* hat #r+1 0 • #r -f ^r_x (mod 2 m) und

durch Induktion
xr+k==xr__k {mod 2 m),

V

speziell* xm_x=xZr=x0=l, xm= xMr+x=x_x=— 1 (mod 2w).

Also ist für ungerades m der Algorithmus zyklisch mit Wechsel der Vorzeichen, d h
xm+k -xk (mod Im),
insbesondere: xtm_x — l, x2m + l (mod 2m).

3. Gilt auch für ein gerad-gerades m, daß xm=l, xm_x — l (mod m) ist, so ist auch
xm+ xm_x 0 (mod 2m), es ist namhch entweder

xm~l, xm_x= — l oder xm l + m, xm_x==-l+m (mod 2m),
oder aber

#m=l}-m, ^.^ee-I oder *m=l, #„>__! -~l + m (mod 2m).

Im zweiten Fall zeigt sich durch Rekursion die Unmöglichkeit, wenn man

(mod 2 m) usw. beachtet, d. h. es ist

xm_t==--l + m, xm_z==~- xt, xm l -^ + wusw bis 1 xx - xm_t~\-m (mod2m),

oder xm_% -1, #m_s - xt+m, usw. 1 xQ - #„,_!== 1 - m (mod 2m).

Es bleibt der erste Fall mit xm+ xm_x 0 (mod 2«*).

4 In den möglichen Unterfallen xm^x~— 1+ 0 und ;rM l-f ^ (mod 2 m) folgt

durch Induktion ^4l =zxx+™, xm+t=x2+ w, ^lTO_1~^rn_1 + m, x2m xm + ™, also

^lfn_1 — 1+ q f- Q — — 1, ebenso #2m +1 (mod 2 m), mithin gilt unter der Voraussetzung

von 3

Für beltebtges gerades m folgt aus xm — xm_x +1 (mod m)

*,m s- *,,„_! 4-1 (mod 2 m).

5. Da nun für ungerades m und für m=2 obige Beziehungen gelten, kann nach
3. und 4. durch Induktion auf die Gültigkeit für alle m geschlossen werden; wir haben
somit allgemein.

xm_x=E-(-ir, *m (-l)- (modm)

und xm + xm_x 0 (mod 2 m).
Georg Unger
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