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Der Faltungssatz besagt, daß in jedem Kreisgebiet K, dem sämtliche Wurzeln von
f(x) angehören, wenigstens eine Wurzel von g(x) liegt. Wenn K endlich ist und den

Nullpunkt nicht im Innern enthält, wie es die Voraussetzung des Satzes verlangt,

so muß —, als einzige Wurzel von g(x), in K liegen. Da diese Überlegung für
ak-i

jedes k (1 <Lk^*n) gilt, ist der Satz bewiesen.
Eduard Batschelet, Basel.

Equations fonctionnelles et mathematiques
superieures elementaires

1. Si, en general, le probl&me des öquations fonctionnelles presente des difficultes
considerables, certains cas simples constituent des problemes interessants qui, par
les connaissances requises pour leur Solution, peuvent etre consideres comme ap-
partenant aux elements des mathematiques superieures. Explicitement ou implicite-
ment, certaines equations fonctionnelles sont appliquees dans les cours de physique.

2. L'equation f(xx) + f(x2) f(xx -f x2).

Cette equation est evidemment satisfaite par une fonction lineaire homogene
quelconque. Un coup d'oeil sur un graphique suffit a. le montrer. Dans les applications,
on a besoin de la reciproque de cette propriet6: toute fonction satisfaisant ä, la relation

proposee est lineaire et homogene. Puisque nous ne considerons que les 616ments,

nous supposons derivables les fonctions que nous considerons.
La demonstration de la reciproque ci-dessus peut &tre conduite comme suit. Dans

l'equation proposee, remplacons x2 par une somme x2+xz. II vient

f(xx + x2+xs)~f{xx)+f(x2)+f(xz).

Generalisant, on trouve, en posant xx — x2 xk,

/(**)=*/(*), (i)
oü k est entier.

Divisons cette equation par k en posant x'~kx:

/(£)- I-'M-
L'application des deux derni^res equations conduit äg^n^raliserTequation (1) au cas
des nombres rationnels. Puisque nous avons admis que la fonction cherchee est
continue, un passage k la limite conduit a. la conclusion que Tequation (1) est valable
quel que soit le multiplicateur k, rationnel ou irrationnel.

Derivons l'equation (1) et divisons par k:

f'(k x) ff(x)t ou, par un changement de notation,

/'(*) /'(l) constante.

La d6riv6e de la fonction cherchee est constante; la fonction est Unfaire. Appli-
El. Math. 6
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quons l'equation proposee au cas x2~0; on trouve

/(*iH/(*i)4-/(0) et/(OJ^O.

La fonction cherchee est donc bien lineaire et homogene.
L'equation fonctionnelle proposee est employ6e en physique, par exemple dans

les problemes suivants. L'allongement eiastique ou thermique de Tensemble constitue
par deux barres adjacentes, plac^es dans le prolongement l'une de Tautre, est la
somme des allongements de chacune d'eiles. La resistance eiectrique de deux con-
ducteurs en s^rie est la somme de leurs r&istances. Donc, l'allongement d'une barre,
la r6sistance d'|m fii sont proportionnels k leurs longueurs.

3. L'6quatio$ /(*i)+/(*tH/(*i*a)*
Derivons l'equation donnee successivement par rapport k xx, puis par rapport k

xt. II vient

/'w+o=*i/'(*i4 pu1s o=*1*1n*1*t)+/'(*1%f).
Pour alieger les notations, posons x1xt—x. II vient

n*) *'
Le premier membre est la d6rivee logarithmique de f'(x) et le second, celle de

-. Ona donc, en appelant A une constante d'int6gration,

Une nouvelle integration donne

f(x) Alogx + B.

Dans l'equation proposee, faisons x2=l. On trouve /(1)~0, donc B — Q.

La fonction logarithme est la seule fonction 61ementaire qui satisfasse k l'equation
proposee.

Cette equation apparait en physique, k propos de la theorie cinetique des gaz;
eile permet de montrer que l'entropie d'un gaz et le logarithme de la probabilite de

son etat varient proportionnellement.
4. L'equation /(%) /(x2) ==f(xx+ x2).

En inversant les fonctions, ce probleme peut etre ramene au precedent. Soient en
effet deux fonctions inverses

y^f(x) et x=g(y).

Ona g(f(x))^x<~e*f(g(y))^y.
L'equation proposee est

yiy2-f(xi+xt).
L'operation g sur chacun des membres donne ^^

t{y%y^=*i+**^g(yi) +«(y*),

qui est precisement l'equation etudiee ci-dessus. Puisque la fonction g est un
logarithme, /, qui est son inverse, est une exponentielle.
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L'equation proposee ici peut d'ailleurs 6tre facilement integree, et m£me plus
facilement que la precedente. Pour cela, derivons-la par rapport ä xt:

Faisons xx 0. II vient, apr£s suppression de l'indice, desormais inutile, et en

posant f'(0)=^-A,
f'(x)-Af(x)

Une Integration donne f(x) eAx+B.

En faisant #2=0 dans l'equation proposee, on trouve /(0) -1 et £ 0

La fonction exponentielle est donc la fonction cherchee.

5. L'equation f(xxx2)^f(xx)f(x2)
On ramene facilement l'integration de cette equation au cas etudie sous 3. au moyen

de la Substitution
/(#)=--*«<*>.

II vient ainsi
£*(*!**) — eg(X*)eg{**) 0U

Nous avons vu que la fonction g est loganthmiqui

g(x) A log a

On a don<

f(x)^eiio*x xA

6. Ce qui precede montre que les relations fonctionnelles caracteristiques des

fonctions lineaire homogene, puissance, exponentielle et logarithmique suffisent
k les definir, ä condition d'imposer la derivabilite des fonctions cherchees. On

peut se demander s'il n'en est pas de meme pour les fonctions trigonometriques
Le procede de definition par les relations fonctionnelles fondamentales peut aussi
etre employe, mais, sans presenter de difficulte insurmontable, le probleme est
notablement plus complique que les precedents. En outre, il faut explicitement
eiiminer certaines Solutions singulieres pour obtenir les fonctions cherchees. Ces re-
serves faites, nous allons montrer que les relations fonctionnelles caracteristiques
du sinus et du cosinus sont capables de definir ces fonctions.

7. L'equation f(xx-\-x2)=f(xl)f{a-x%) + f{x2)f(a~~-xx).

La fonction sinus satisfait k cette equation en posant 2 a =ft. Proposons-nous de

determiner les fonctions derivables qui satisfont k cette equation. Pour cela, faisons
tout d'abord xt=- #2-=0. II vient

f(0)^2f(Q)f(a).
a) Supposons /(0) non nul. L'equation ci-dessus donne f(a) 1/2.
Dans l'equation fonctionnelle proposee, faisons x2=dx et ne considerons que les

termes des developpements de Taylor ou de MacLaurin de degres 0 et 1 en dx

f(x+dx)~f(x) + dxf'(x)
-f(x)f(a-dx)+f(dx)f(a~x)
~f(x)U(a)-dxf'(a)]+f(a-x)lf(0) + dxf'(0)]
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Comparons les coefficients des termes en dx et independants de dx. On obtient les
deux equations

/(*)- f(x)f(a)-\f(0)f(a-x),

f'(x) f'(0)f(a~~x)~~f(x)f'(a).

Kliminons f(a- x) et remplacons f(a) par sa valeur; on trouve

f'(x) /'(0)-2_/(0)/'W
f(x) 2/(0)

Le second membre est constant. L'integration donne

f(x)=_eAx+B

B est une constante d'integration.
Ce qui precede revient k supposer que l'equation fonctionnelle proposee n'est

valable que pour x2 infiniment petit. Satisfaire k l'equation generale impose des
restrictions au choix de la constante A. Pour le voir, introduisons la fonction
exponentielle trouvee dans l'equation proposee. Apres quelques transformation, on
trouve

4 (*,-*,), 4 {xt-*,)e ^ f p~Aa~B
eA(Xl+Xi)

Le second membre est constant. Pour reliminer, derivons par rapport k x2. Le
numerateur du resultat doit etre nul. Apres quelques transformations, dont deux
simplifications, l'une par une exponentielle, l'autre par une somme d'exponentielles,
expressions toutes deux non nulles, on trouve

A 0, et f(x)^eB— constante^

La seule fonction non nulle pour # 0 satisfaisant k l'equation proposee est donc
la constante 1/2.

b) Supposons/(0)-=0.
Dans l'equation donnee, faisons #2 0. II vient

/(*W(*)/(a).
Excluant le cas oü la fonction est identiquement nulle, on trouve

/(«)-l. (1)

Dans l'equation primitive, faisons x2=a:

f(x+a)^f(x)f(0) + f(a)f(a~x), ou f(a+x) f(*-x). (2)

Dans cette meme equation, faisons encore x2= — xx:

f(x~~ x)==f (0)^0^ f(x)f(a+x) + f(~x)f(a~x).
Apres simplification par la relation precedente, on trouve

/(-*) + /(*) 0. (3)



P. Rossier: Equations fonctionnelles et mathematiques superieures elementaires 85

La fonction cherchee est impaire.
Dans l'equation (2), faisons # a: /(2<*)=/(0) 0.
On a encore, au moyen de l'equation proposee

/(3a) /(2a + a) /(a)/(-a) -l,
/(4a) /(2a + fia) 2/(2a)/(-«) 0,

f(x+4a)^f(x)f(~3a) + f(4a)f(a~x)^f(x).
La fonction cherchee est penodique, de periode 4 a.
Comme plus haut, developpons en serie et comparons les coefficients de dx:

f(x {-dx) f(x)f(a~dx) \-f(dx)f(a~ x)^=f(x) + dxf'(x).

Compte tenu de / (0) — 0 et de / (a) ¦= 1, il vient

/'(*)- /(*)/'(«)+ /'(0)/(«- *)• (4)

Dans cette equation, faisons x -a:

/'(«) -/(«)/» f/'(0)/(0).
Tenant compte des valeurs connues de la fonction, on trouve /'(**) — -f'(a)^0.

L'equation (4) devient

Si /' (0) est nul, la derivee de la fonction est constamment nulle et la fonction est
constante. Cela est exclu puisque la fonction prend deux valeurs differentes pour
x- 0 et # a. On peut donc tirer f(a — x) de l'equation differentielle (5) et remplacer
dans l'equation donnee.

II vient ainsi

/'(o)/(*,+*«)-/(*0/'(*J+/(*J/'(*i). («)

Derivons par rapport ä xt et faisons ensuite xt-^ 0; il vient successivement

/'(0)/'(*i+ *aH/(*i)/"(*s) + /'(**)/'(*i) et (7)

0-/(^)/"{0).
On a donc /"(0) 0. Cela resulte d'ailleurs du fait que la fonction est impaire.

Derivons encore l'equation (7) par rapport k x2 et posons ensuite #a=0. On trouve
finalement

La fonction cherchee satisfait k l'equation differentielle y"^-Ay\ sa derivee n'est
pas nulle pour # 0; eile est periodique et impaire et vaut 1 pour x a. On a donc

n
y — sm -0— x.7 2a

La seule fonction non constante mais derivable satisfaisant k l'equation fonction-
nelle du sinus est la fonction sinus. Les seules valeurs constantes que puisse prendre
la fonction sont 0 et 1/2.
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8. L'equation f{xx-x2)^f(xx)f{x2) + f{a~xx)f{a-x2)
Faisons xx — x2 0. On a

/(0H/2(0)+/2(tf) (1)

Soit / (0) - 0; il vient / (a) - 0

Dans l'equation donnee, si x2= 0, il vient

/(*W(*)/(o) o

La fonction est identiquement nulle
Excluons ce cas.
Dans l'equation donnee, faisons xl==a, x2 0

f(a) 2f(a)f(0) ou /(a)(l-2/(0))= 0 (2)

a) Supposons f(a) non nul. On a alors /(0)=- 1/2. L'equation (1) montre alors que
f(a) n'est pas nul, mais est egal ä ±1/2.

Developpons en serie f(x — dx) et apphquons l'equation donnet

f(x~-dx)^f(x)[f(0) + f'(0)dx] + f(a-~x)[f(a) -<**/»]=-/(*) dxff{x)

La comparaison des coefficients donne

f(x)=f(x)f(0)+f(a~~x)f(a) et f'{x)~ff(a)f(a x)~f(x)f'(0)
Ehmmons f(a — x) et tenons compte de la valeur connue de /(0), il vient, apres

quelques transformations,

/'<*> n±2n&f@ -,4-constant«f(x) " 2/(«) -^-constant«

Le denommatcur n'etant pas nul, cette constante est bien determmee Une mtegra
tion donne pour f(x) une fonction exponentielle. Elle est de signe constant; donc

/ (a) 1/2. Cette fonction exponentielle doit avoir meme valeur pour deux valeurs
differentes de la variable. Elle est donc constante et on a

/W "2

b) Excluons ce cas. L'equation (2) impose alors /(a) 0. L'equation (1) donne, puis
que nous avons exclu le cas de la nulhte, / (0) 1

Dans l'equation donnee, faisons xx -- 0

La fonction cherchee est paire
Dans l'equation donnee, faisons x^==a+xt-

f(a) 0 f(a+ x)f(x) + f(x)f(a— x), ou, puisque f(x) n'est pas identiquement nul

f{a + x)--f(a-x)
Faisons successivement x a, 2 a, 3 a. II vient

/(2aH-/(0) -l,
/(3«H-/(-a) 0 /(-3a),
/(4a)- -/(-2a) -/(2a)- 1
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Dans l'equation proposee, faisons *2=4 a

/(*-4a)=/(*)/(4a)+/(a- *)/(-3a) /(*).

La fonction est periodique, de periode 4 a.

Developpons encore suivant Taylor et poussons le developpement jusqu'aux
termes de degre deux en dx:

f(x-dx) =/(*)(/(0) +ixf\0) +^£f"(0)) + f(a~x)(o-dx /» + 4^/"(«))

La comparaison avec le developpement de Taylor donne ff(a)f(a~x) f,(x) et

f"{x)=rf{x)f"(0) + f(a--x)f"(a). Le terme contenant/'(0) tombe k cause de la parite
de la fonction.

Dans la formule relative ä la premiere derivee, faisons x^a-\-z:

mt(-z)=r(a + z).

Le premier membre est pair, donc le second aussi. De part et d'autre de #=«, la
derivee est paire. Pour x^a,la. deuxieme derivee est donc nulle. L'equation relative
k la deuxieme derivee est par consequent

/"(*)=/(*)/"(0).
La fonction cherchee satisfait ä une equation differentielle lineaire d'ordre deux

ä coefficients constants; eile est periodique et paire; eile ne peut donc etre que la
fonction cosinus.

* Paul Rossier, Geneve.

Die Ermittlung von Krümmungsradien auf Grund
einfacher physikalischer Gesetze

Der Physikunterricht ist zur richtigen Erfassung der Zusammenhänge zwischen
den physikalischen Größen weitgehend auf mathematische Vorkenntnisse
angewiesen. Umgekehrt kann aber auch durch den Physikunterricht eine Vertiefung des
mathematischen Denkens erreicht werden. Für beide Tatsachen lassen sich mannigfache

Beispiele angeben.
Die Einführung der an sich anschaulichen Begriffe der Krümmungsradien, der

Krümmungskreise und der Evolute von Kurven muß auf der Mittelschulstufe wegen
der dabei auftretenden mathematischen Schwierigkeiten meist vernachlässigt werden.

Dagegen drängen sich diese Begriffe im Physikunterricht bei der Behandlung

krummliniger Bewegungen zwanglos und fast automatisch auf. Wie hier an zwei
Beispielen gezeigt werden soll, gelingen die notwendigen Berechnungen dabei ohne
besondere Schwierigkeiten, weil in den zur Verwendung gelangenden physikalischen
Gesetzen die Integration der notwendigen Differentialgleichungen bereits vorliegt.

Der Grundgedanke des Vorgehens beruht auf allgemein bekannten physikalischen
Zusammenhängen und ist daher in keiner Weise neu: Wenn ein in Bewegung begrif-
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