
Zeitschrift: Elemente der Mathematik

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 1 (1946)

Heft: 4

Rubrik: Kleine Mitteilungen

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 07.01.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en
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Man gebe Kc und KP mit Maßeinheit an und rechne die Konstanten K* und K*
für die Reaktion mit ungebrochenen Reaktionszahlen.

Resultate: K0 97,7 cm+\ K* 9,55• 103 cm+3

Kp 0,275 Atm"1/« K* 7,57 • 10~2 Atm"1

6. Ein Gemisch von px 160 Torr N02 und ^>2=400 Torr N204 bei 20° C sei gegeben.

Kp= 0,788 Atm bei 322,8° K. Man berechne die Gleichgewichtsdaten a) m molaren
Konzentrationen, Partialdrucken und Volumprozenten, b) den Dissoziationsgrad und
das mittlere Molekulargewicht. Reaktionsverlauf: 2N02->N204.

Resultat: Wir rechnen in Torr: K'p 0,788• 760 Torr.
Die Drucke px und p2 werden auf 322,8° K umgerechnet:
p\ 715,4 Torr, p'2 1788,4 Torr.

Es möge der Partialdruck von N204 um x Torr abnehmen' Dann ergibt die quadratische

Gleichung die Lösungen: xx 135,7 Torr
x2= —1007 Torr (unmöglich)

Enddrucke- px 986,8 Torr, p2= 1652,7 Torr, bei 322,8° K,
daraus: [NOJ 1,207-10~5 Mol/cm3

[N204] 2,023 • 10-6 Mol/cm3

?no,= 0,3739

?Nfo4 0,6261
a 0,2317

M 74,69 g.
P Frauenfelder, Wmterthur.

Kleine Mitteilungen
I. Konstruktion der Haupttragheitsachsen eines Dreiecks
Durch zwei behebige Dreiecke ABC und A * B* C* wird eine Affinität festgelegt. Die

Schwerpunkte der Dreiecke entsprechen sich m dieser Affinität, weil sich die Mittellinien
eines Dreiecks im Verhältnis 1:2 schneiden und Teüverhaltmsse bei affinen
Transformationen ungeandert bleiben.

Zu jedem Paar entsprechender Punkte gibt es genau ein Paar rechtwinkliger Achsenkreuze,

die sich affin entsprechen. In Figur 1 sind diese Achsenkreuze (xy) und (x* y*)
für die Schwerpunkte eingezeichnet worden. (Sie sind zugleich die Achsen der Ellipse,
die durch die Eckpunkte des Dreiecks geht und den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat.)

Wählt man diese Achsenkreuze als Koordinatensysteme, so gestaltet sich die
Umrechnung der Koordinaten der Systeme sehr einfach:

x— ax*
y=by*, a und b sind feste Zahlen.

Für die Zentrifugalmomente der Dreiecke bezuglich dieser Achsen erhalt man die
Transformationsformel

/ xv dx dy= a2fe2 / x*y* dx* dv*.
A A*

Verschwindet das Zentrifugalmoment für eines der beiden sich entsprechenden
Dreiecke, so verschwindet es auch für das andere, und die Koordinatenachsen sind dann
Haupttragheitsachsen
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Nun gibt es aber zu jedem beliebigen Dreieck ein gleichseitiges, aus dem es durch eine
affine Transformation hervorgeht Im gleichseitigen Dreieck verschwindet aber das
Zentrifugalmoment für jedes durch den Schwerpunkt gelegte Achsenkreuz, die Trag-
heitsellipse ist also ein Kreis. Konstruiert man bezuglich der Schwerpunkte die affinen
rechtwinkligen Achsenkreuze, so ist das Achsenkreuz des gegebenen Dreiecks ein
Hauptachsensystem. Das fuhrt auf die in Figur 2 angegebene Konstruktion der Haupt-
tragheitsachsen eines Dreiecks ABC, bei welcher das gleichseitige Hilfsdreieck C*BA
benutzt wurde

' C

r5 ß

Hg 1

c^
Fig 2

Diese Konstruktion gestattet auch die Bestimmung der Haupttragheitsachsen von
Parallelogrammen Man braucht dabei nur em Quadrat als Hilfsfigur zu benutzen

W Kissel, Zürich

II Quelques apphcatwns des moyennes Entre deux nombres positifs donnes, a et b,
considerons les trois moyennes

a +b ,— lab1)«=— 2)P=l/ab, 3)*=-^
On voit que mh =ab p2.
Supposons a^>b, on peut 6cnre

4ab=(a + b)2- (a-b)2<^ (a-> 6)2

On en tire l/a b <C —r— ou p < m et

lab a+b
; < —7i— ou h < m d ou

h*<mh~ p2 ou h<p
On a donc *w>£>A l)

Une apphcation de h en mdcaniqite
Deterramer la vitesse moyenne vm d'un mobile parcourant successivement deux

espaces 6gaux ä e, le premier ä la vitesse vx, le deuxieme ä la vitesse vt Les temps succes-
c e

sifs sont /, et /, - d'oü
2e 2vxv%

Vm h + h ~vx~+~vi

La vitesse movenne est la moyenne harmonique des vitesses et non leur moyenne
anthmötique

Application des moyennes ä Vextraction des racmes carrdes.

Soit ä extraire ifA Decomposons A en un produit ab. ^A y'ab =p. On a*

>Wfl ^ — — > -JA, h0 r- < VÄ et moh0 ab= A. Formons une suite de couples

*) Remarque. Si Ton a b < a, on a toujours h < 2d
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de nombres mx et hv mt et h% m% et hv de la fa9on suivante *

m, =*
*»0 + A0

et hx
2mQh0

m,
™i + K 2mtht

Les produits mjÄ^ m2Aa, mtht, sont constants et egaux k ab. Les nombres
mx, m%, mt vont en d6croissant tout en restant superieurs ä p; les nombres
hlt Äa, Äf, vont en croissant tout en restant interieurs k p. La difference *wt — At
tend vers 0; m% et At ont pour limite commune £. En effet:1)

1) m0>Ä0, mx>hx, mf>At. (Voir plus haut.)
m0 + A0

_ ra0-A0
2) m0 — mx — m0 — • >0,

mt-h%
».+1 2~~^

2m0A0

>0 et

Ai-Ao^^^-A0=A0,^^>0,^-"o-mo+Ao-"*-
mt-At

W0+Än

D'autre part:

m0>m1>m2> rnn>p>hn> >A2>A1>A0.

*\ / mQ + h0 2m0hQ m9-h0 m0-h0 ^ m0-A0
5) mx-nx- 2 - m^K - 2

•

mQ + Äo ^ 2

mx-hx m0-h0
m2 - A8 < —^ < —22~

w0-A„

etc., d'oü

•».-*»<-Vri' limK-Ät)=0.
Les deux moyennes convergent vers p ou |/^4

Ho H, M, Mo

**
-Jh

Ulf %-h0

La figure ci-contre, dans laquelle m0 et h0 sont donnes, montre les inegalites prece-
dentes et la convergence rapide vers p des deux moyennes, malgre la difference conside-
rable entre m« et ä«.

x) Voir K. Kommerell: Das Grenzgebiet der elementaren und höheren Mathematik. Leipzig, 1936, p. 4.
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Exemples 1) j/240 j/16 15, w0 — et Aö 240 -
w2 et h2 donnent i/240 avec 14 chiffres exacts

2) 1/257"—16 On pose yl5y=l/16
Alfred Pasche, Geneve

III Mensurieren und Generieren Gemäß den drei Rechenstufen bestehen zwischen zwei
Zahlen a, b (die wir m dieser kurzen Mitteilung reell voraussetzen) drei Grundbeziehungen
Der Unterschied von a und b, das (gewohnliche) Verhältnis von a zu b und das
«logarithmische Verhältnis» blog a= (Ina) (Inb) Das Differenzieren nimmt, arithmetisch
betrachtet, seinen Ausgang von der Unbestimmtheit des Verhältnisses 0 0 Dem
Differentialquotienten, dem Grenzwert des Verhältnisses zweier Unterschiede, die gegen
Nfull streben, entspricht auf höherer Stufe der Grenzwert des logarithmischen Verhältnisses

zweier gewöhnlicher Verhaltnisse, die gegen Eins streben Dem Begriff des
Differentials dx, eines variablen, gegen Null strebenden Unterschiedes, entspricht der
Begriff des variablen, gegen Ems strebendenVerhaltnisses DemUnterschied A x— x2 — xx
entspricht der Quotient Qx—x2 xx, für x2-^xx schreibe ich analog dx im letzteren
Falle qx und nenne diese gegen Eins strebende Variable ein Mensural Das Differenzieren

einer Funktion y — f(x) (Differenzierbarkeit vorausgesetzt) stellt eine gewisse
Verknüpfung der ersten zwei Rechenstufen dar Zwischen der zweiten und dritten
Rechenstufe gibt es eine entsprechende Verknüpfung, die ihren Ausgang von der
Unbestimmtheit des logarithmischen Verhältnisses rlog 1 nimmt Sie sei Mensurieren genannt
Dem Differentialquotienten y'=dy dx einer Funktion y — f(x) entspricht der «Mew-
surallogarithmus» hm0xlog Qy, dei mit y* <?x\og qy bezeichnet sei (Er hat eine

Q*—1
einfache geometrische Bedeutung

Ahnlich ergibt sich an Stelle des Integnerens, d h der Bildung des Grenzwertes

hm Zf{xt)Axt= hm£Aylt
die Bildung des Grenzwertes

lim/7(Ö^)/^) limjrjÖy, kurzjjqy,
diese Operation sei Generieren genannt Mensurieren und Generieren sind zwei
Rechenoperationen, die sich als begrifflich vollkommen selbständige Bildungen aus dem
konsequenten Aufbau der Arithmetik ergeben Wie sich gewisse Regeln der Rechenoperationen

dritter Stufe mit Hilfe von Operationen der unteren Stufen darstellen lassen,
so kann man auch formal Mensurieren und Generieren mit Hilfe des Differenzierens und
Integnerens durchfuhren, obschon es sich um selbständige Operationen handelt

Im Folgenden seien einige Rechenregeln zusammengestellt, wobei y f(x),u{x), v(x)
Funktionen darstellen, die zur Mensurierbarkeit gewisse Bedingungen zu erfüllen
haben, und a, b, c Konstanten bedeuten

y=x«->y* a y c f(x)->y* f* (x) y j^r ->y* - /*(*)

y=a*->y*= *ln a y ln#->y* -j y eH*)->y* xf (x)

y=u(x) v (x)-^y* u*-r v* y=u(x) v(x) ->y* u* — v*

b

b

I y dx

y a

Die bezuglich des Genenerens ausgezeichnete Funktion y /(#), für welche y^y*
1

wird, ist y— — -=J mx
Eine Anwendung Neuere Versuchsergebnisse über den raumzeithchen Verlauf des
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organischen Wachstums, wie sie G\ston Backman in seinem Werke «Wachstum und
organische Zeit» (Verlag J A Barth, Leipzig 1943) dargestellt hat, zeigen, daß man
hier zweckmäßig nicht nur den Maßstab der gewohnlichen physikalischen Zeit anlegt
sondern daneben auch mit der «organischen Zeit» z— \nt rechrfet Ist v dx dt die
Wachstumsgeschwindigkeit der Große x (z B Gewicht, Lange), gebildet mit der
physikalischen Zeit t, so lautet das von Backman aufgestellte und an vielen Beispielen
bestätigte Wachstumsgesetz, ausgedruckt mit dem hier kurz entwickelten Begriff des
Mensurierens Der Mensurallogarithmus der Wachstumsgeschwindigkeit zur organischen
Zeit ist gleich einer negativen, für den betreffenden Organismus eigentümlichen Konstanten
(Dabei sind die Einheiten der Geschwindigkeit und der organischen Zeit geeignet abzu
stimmen) ?*logqv^—c2 L Locher-Ernst, Wmterthur

IV Etwas von höheren Fakultäten Es ist eine durchaus bekannte Tatsache, daß die
Fakultäten
(1) n*=l 2 3 n

in fast allen Bezirken der Algebra und Analysis eine vorherrschende Rolle spielen Dies
ist im Hinblick auf die mannigfaltigen verwandtschaftlichen Beziehungen, die zwischen
dem Baugesetz der Fakultäten einerseits und den verschiedenartigsten Grundopera
tionen der Arithmetik, Kombinatorik und Analysis andererseits bestehen, leicht zu
verstehen Im schroffen Gegensatz zu den gewöhnlichen Fakultäten treten von den
höheren Fakultäten bereits die Doppelfakultaten
(2) »H lt2'3» «»

außerordentlich selten auf1) Wahrend die gewohnlichen Fakultaten beispielsweise in
Reihenentwicklungen elementarer Funktionen als Baubestandteile der Koeffizienten
wie etwa im Falle der Exponentiaheihe

x x2 t ^
(3) i+n+TT + y. +

überaus häufig auftreten, sind meines Wissens keine Reihen mit Doppelfakultaten, wie
beispielsweise etwa

X X2 x^
(4) lJ-TTr + -2M +Tn + •

naher bekannt geworden2)
Das seltene Vorkommen der höheren Fakultaten mag wohl der Grund dafür sein, daß

man über diese Zahlen im allgemeinen recht wenig weiß
Die mit den gewohnlichen Fakultaten m Beziehung stehende Gammafunktion (von

Euler) ist heute jedem Mathematiker bestens bekannt Das nämliche darf wohl nicht
behauptet werden von der mit den Doppelfakultaten m analoger Bindung stehenden
Doppelgammafunktion (von Alexeiewsky) *) Daß solche einzelne Theorien der Analysis
der speziellen Funktionen immer mehr und mehr m Vergessenheit geraten, liegt u a
auch daran, daß es durchaus der Zug der neuzeitkchen Mathematik ist, sich vom
speziellen Fall zu losen und sich mit denjenigen Disziplinen naher zu befassen, die die
allgemeinsten Gesetze hervortreten lassen

l) Beispielsweise fuhrt die Berechnung gewisser Determinantenwerte gelegentlich auf Doppelfakultaten,
so im Falle der speziellen (HANKELschen) Determinante

i I /ix1 [ttfn4

Vgl auch G Pölya und G Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis, Band II, Berlin 1925,
Seite 98, Nr 4

*) Es ist ohne weiteres klar, daß (4) eine nicht elementare ganze transzendente Funktion darstellt
*) Vgl W Alexeiewsky, Über eine Classe von Functionen, die der Gammafunction analog sind

Berichte über die Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Band 46,1894, Seite268 ff
E. W Barnes, The theory of the G Function Quarterly-Journal, Vol XXXI, 1900 Eine kurze Notiz
findet man ferner in E T Whittaker and G N Watson, A course of modern analysis, Cambridge 1927
Seite 264
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Aus dem umfassenden Wissensgut über die Doppelfakultaten mochte ich an dieser
Stelle nur die asymptotische Formel herausgreifen, die der bekannten Formel von
Stirhng1)

1 e
n+ — n +

(5) «<=]/27*tt le vln (0<ÖO)
für die gewohnlichen Fakultaten an die Seite gestellt werden kann, namhch

(6) *M=(|/2^) h2 12r 4 12n (0<r<3Kl)
Die hier auftretende (GLAisHER-KiNKELiNsche) Konstante2) hat den Wert

(7) *= 0,1654
H Hadwiger, Bern

Aufgaben
Berichtigung In Aufgabe 17 (Heft 3, S 54) muß es heißen «Trouver le heu geome

tnque des points de contact de toutes les tangentes k la sphere qui coupent a et b »

Mitteilung betreffend Losungen Knapp gefaßte Losungen, bei einfachen Aufgaben nur
kurze Hinweise, werden von Heft 6 an erscheinen Bei dieser Gelegenheit mache ich auf
die Aufgaben 12, 13 und 14 aufmerksam, für welche noch keine Losungen eingegangen
smd L Locher

Literaturüberschau
K Dandliker Aufgabensammlung der Darstellenden Geometrie

Orell Fußh-Verlag, Zürich Kart Fr 3 30

Mit der vorliegenden Aufgabensammlung nähert sich das Mathematische Unter
richtswerk für höhere Mittelschulen, das der Verein Schweizerischer Mathematiklehrer
herausgibt, seinem Abschluß Im Jahre 1928 begonnen, wird es mit seinen mehr als
20 Banden in einem Zeitpunkt und unter Umstanden vollendet sein, da die Kollegen
mancher anderen Fachrichtung sich eben erst anschicken, aus der Not eine Tugend zu
machen

Für dieses Unterrichtswerk hat K Dandliker seine 1924 erstmals erschienene Auf
gabensammlung der Darstellenden Geometrie vollständig umgearbeitet, wesentlich er
weitert und dadurch dem zugehörigen Leitfaden von H Fluckiger angepaßt Beiden
Verfassern hat das Schicksal verwehrt, den Widerhall ihrer Arbeiten zu erleben

In Übereinstimmung mit dem Leitfaden ist der erste Teil der Aufgabensammlung
dem Emtafelverfahren gewidmet, wenn auch offenbar nur in propädeutischer Absicht,
denn mit Ausnahme von vier Kugeln und einer Pyramide smd m den ersten 250
Aufgaben keine Korper darzustellen Dafür finden Übungen zur ebenen Affinitat und Drei
kantkonstruktionen hier ihren Platz

Der zweite und umfangreichste Teil enthalt Aufgaben zum Grund- und Aufrißver
fahren. In systematischer Anordnung folgen sich die Beispiele zu den Grundaufgaben,
dann smd Vielflache, runde Strahlenflachen und schließlich Kugeln darzustellen, durch
Ebenen oder unter sich zu schneiden Schattenkonstruktionen sind über das ganze
Buch verteilt, und die Drehungen werden im Kapitel «Normalebene zu einer Geraden»
untergebracht.

*) Es gibt naturgemäß für diese klassische, von J Stirling vor mehr als 200 Jahren (Methodus diffe
rentiahs, London 1730, Seite 135) aufgestellte Formel sehr viele verschiedene Beweise Eine sich auch für
den Mittelschulunterncht eignende Ableitung veröffentlichte kürzlich E Trost, Eine anschauliche
Herleitung der Stirlingschen Formel, Festschrift zum 60 Geburtstag von Prof Dr Andreas Speiser, Zürich
1945, Seite 138—140

2) Herr W Grlner (Zunch) hat im Jahre 1937 im Mathematischen Seminar der Universität Bern
eimge mcht veröffentlichte Untersuchungen über diese Konstante durchgeführt
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