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Soit S le centre de similitude des deux cercles. La droite C,C, joignant les points
de contact passe par ce centre de similitude. On a donc

SCI’SCZ == SG' SH.
De plus, la droite SP détermine sur le cercle solution un point Q, et on a
SCI' SCz = SP' SQ.

Par suite, les points G, H, P, Q sont sur un cercle, que ’on peut construire puisqu’on
connait trois des points, et on est ramené au n° 4. Le probléme comporte 4 solutions,
deux en considérant le point S de similitude externe, et deux avec le point S’ de
similitude interne (tangentes intérieures).

Probléme 10. (r r r) Cercle tangent a trois cercles (fig.10)

On raméne le probléme au précédent, en réduisant le plus petit des trois cercles
a un point, et en diminuant ou augmentant les rayons des deux autres du rayon
du cercle évanouissant. Le probléme offre huit solutions; en effet, les 4 solutions
du probléme 9 en donnent chacune deux suivant que le cercle solution est tangent
intérieurement ou extérieurement au cercle évanouissant (en P). La construction
des huit cercles en quatre épures offre un excellent exercice pour développer chez
les éléves I'exactitude des tracés. ADRIEN GROSREY, Genéve

Mathematische Aufgaben
aus dem Gebiete der Gasreaktionen

An Fachschulen fiir Chemiker leidet das Interesse der Studierenden fiir die mathe-
matischen Entwicklungen in hohem MaBe deshalb, weil die Anwendungen meistens
rein physikalischen, maschinentechnischen oder mathematischen Problemkreisen
entnommen werden. Einerseits liegt dies daran, daB die Mathematiker sich wohl mit
Mechanik, mit Schwingungsproblemen der Elastizititslehre und der Elektrizitits-
lehre, selten aber mit dem weit farbigeren Problemkreis der theoretischen Chemie
abgeben. NaturgemiB bildet die Thermodynamik und hierin speziell die Kinetik die
Grundlage fiir das Verstindnis dieser Anwendungsgebiete. Um diesem Ubelstand
am Technikum Winterthur zu begegnen, wurden an der Fachschule fiir Chemie im
dritten Semester chemisch-mathematische Ubungen angesetzt, in denen ausschlieB-
lich Anwendungen auf chemische Probleme bearbeitet werden. Diese Ubungen be-
ginnen mit der exakten Definition der zwolf in der Chemie iiblichen Gehaltsangaben
und ihrer gegenseitigen mathematischen Beziehungen und setzen sich alsdann in
einer Menge von Teilgebieten fort. Von den behandelten Kapiteln seien erwdhnt:
Die molare Form der Gasgleichung, Berechnung der Molekiilkerngeriiste aus den
aus der Optik bekannten Haupttrigheitsmomenten (Bandenspektren) (fiir lineare,
ebene, pyramidenférmige und tetraedrische Molekiile), Anwendung des Massen-
wirkungsgesetzes auf homogene -Gasreaktionen, pg-Berechnungen, Dissoziation von



P. FRAUENFELDER: Mathematische Aufgaben aus dem Gebiete der Gasreaktionen 47

schwachen Siuren, Basen und Salzen, Behandlung des Léslichkeitsprodukts,
Stereometrie der kubischen und hexagonalen Gittertypen des festen Zustandes.

Jedes einzelne Teilgebiet liefert eine iiberraschende Fiille von mathematischem
Ubungsmaterial fiir lineare, quadratische Gleichungen, logarithmische Berech-
nungen, halblogarithmische Darstellungen, Kurvendiskussion und trigonometrisch-
stereometrische Fragen. Da diese Ubungen dem eigenen Fachgebiet entspringen,
Ubersicht und Vertiefung des Verstindnisses mit sich bringen, so werden sie mit
iiberraschend groBem Interesse aufgenommen.

Als Beispiel seien einige Anwendungen des Massenwirkungsgesetzes auf homogene
Gasreaktionen dargelegt und ihre Verwertbarkeit fiir algebraische Ubungen ins Licht
gesetzt. Es ist wohl selbstverstindlich, daB dieses Ubungsmaterial schon in der
Unterstufe der Algebra gebiihrend beriicksichtigt wird.

Um Unsicherheiten zu beheben, mdgen zunichst einige Begriffsbildungen be-
sprochen werden.

1. Konzentrationsangaben

Im Gebiet der Gasreaktionen sind im wesentlichen drei Konzentrationsangaben
iiblich:

a) Unter der molaren Volumkonzentration ¢, einer Komponente A eines Gas-
gemisches versteht man die Anzahl Mol des Gases A pro cm3. Sie wird in der Literatur
auch hiufig mit [A] bezeichnet. MaBeinheit: cm—3.

b) Unter dem Partialdruck p, einer Komponente A eines Gasgemisches versteht
man den Druck, den diese Komponente im Gasraum ausiiben wiirde, wenn sie allein
das ganze Volum einnihme.

MaBeinheit: Atm (ausnahmsweise auch Torr, wo 1 Atm =760 Torr).

c) Unter den Volumprozenten ¢, einer Komponente A eines Gasgemisches ver-
steht man das Verhiltnis des Volums der Komponente A beim Gesamtdruck p, zum
Gesamtvolum der Mischung.

2. Beztehungen

a) Im Falle idealer Gase bestehen einfache Beziehungen zwischen den obigen
GréBen. Seien in einem Volum Vz, Mole der Komponente A, so ist das Molvolum

v _1r_1
V= z, ¢, [A)’
dd
und da 5 0=R-T,
so ist der Partialdruck von A:
ﬁAzR‘T'CA, (1)

wo R =82,1 Atm-cm3 die universelle Gaskonstante bedeutet.
b) Der Gesamtdruck p, ist gleich der Summe der Partialdrucke.
c) Aus dem BoyLE-MARIOTTEschen Gesetz und der Definition von ¢, folgt sofort:

pe-V-qa=0a"V,
Pa=9qa"P:- (2)

Die Gleichungen (1) und (2) sind wesentlich fiir alle kommenden Transformationen.

woraus
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d) In der neueren Literatur spielt der Molenbruch ¢, der Komponente A eines
Gemisches eine fithrende Rolle. Er ist definiert als das Verhiltnis der Molzahl der
Komponente A zur Gesamtmolzahl des Gemischs.

Yo =-—= (reine Zahl).

¢

Bei idealen Gasen ist dieser Begriff identisch mit demjenigen von ¢, , denn

R * T : ZA R . T o zt
pa=—p ="
Pa_ A _
Pt zt qA *

In der Literatur iiber homogene Gasreaktionen spielt auBerdem der Begriff des
Bildungsgrades x, der Komponente A eine groBe Rolle. Bei idealen Gasen fillt er
aber zusammen mit den beiden erwdhnten Begriffen ¢, und y,, denn er ist definiert
als das Verhiltnis des Partialdrucks p, zum Gesamtdruck 2,:

P

XA b Ya={gx-

e) Von erheblichem Interesse ist auch das sogenannte mittlere Molekulargewicht M
eines Gasgemisches:

Seien z; die Molzahlen der Komponenten eines Gasgemisches und sei z, die Totalzahl
aller Mole, so besteht die Beziehung:

M-z=3'M,-z, woraus: H=2M¢~*§:—‘=2M¢}’i=2Mﬁqu‘~ (3)

Da sich bei Gasreaktionen die ¢; immer leicht berechnen lassen, so gilt dasselbe von
der Berechnung des mittleren Molekulargewichts.

3. Die drei Hauptformen des Massenwirkungsgesetzes fiir ideale Gase

Die Kombination des I. und II. Hauptsatzes der Thermodynamik liefert fiir das
chemische Gleichgewicht einer Gasmischung, welche nach der Reaktionsgleichung

a-A+b-B>c-C+d-D

im Sinn des angegebenen Pfeils reagiert, die Bedingungsgleichung:

(5 (D = K,(T) MaBeinheit: cm™’, )
wo K (T) die sogenannte Massenwirkungskonstante der Reaktion bei der absoluten
Temperatur 7° Kelvin bedeutet. Ihre Temperaturabhingigkeit wird spiter be-
sprochen.

a+b—c—d=1 heiBt der Reaktionsindex. Er kann positiv oder negativ sein.
a b c d heiBen Reaktionszahlen.
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Diese erste Form des Massenwirkungsgesetzes 148t sich leicht auf Partialdrucke um-
schreiben, da

pa=R-T-[A]:
a b
: ?f i =Ky (T) oder
PC.PD.(R'T)‘
P Ph e m RTV K MaBeinheit: At o
e ph oT)-(RT)*=K,(T) MaBeinheit: Atm?. (1)
c

SchlieBlich ist die dritte Form des Massenwirkungsgesetzes fiir Volumprozente,
Molenbriiche und Bildungsgrade leicht aus (II) mit der Gleichung zu gewinnen:

Pa=qa-P:
a b i
da 98 P
—— ==K”(T). (IIT)
9c 9

Man beachte, daB bei Umkehr des Reaktionspfeils die Konstanten des Massen-
wirkungsgesetzes in ihre reziproken Werte iibergehen. Die Konstanten K, finden

hg K,
8
2
p )
6 K —}——i—sf (Atm~)
Pso, po,
4
gk 2 9330
2
\ T°K

0 500 1000
-2

Fig. 1. Temperaturabhingigkeit der Massenwirkungskonstanten K, .
2803 > 2804+ O,.

sich zum Beispiel in LANDOLT-BORNSTEIN: Physikalisch-chemische Tabellen,
Springer, Berlin 1912, S. 406—409.

Die Temperaturabhingigkeit der Konstanten K,(T) ist von NERNST ndherungs-
weise fiir ideale Gase und kleine Reaktionsindizes ¢+ abgeleitet worden aus dem
I1. Hauptsatz. Aus ihr ergeben sich die Konstanten K (7T) gemaB Glelchung (II).
Die Formel lautet:

g K, (T) = ;;Q + 20175167+ 3%y,

wo Q die Reaktionswirme bei 25° C und 1 Atm (negatrv fiir exotherme, posmv fiir

El. Math, 4
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endotherme Reaktionen), Z”" =1 der Reaktionsindex der Reaktion?), C, die soge-
nannten chemischen Konstanten der Teilnehmer bedeuten.

Diese Formel eignet sich sehr gut zu graphischen Darstellungen, die sehr er-
wiinscht sind, da man aus ihnen die Werte von K, fiir beliebige Temperaturwerte
entnehmen kann. Als Beispiel sei die Darstellung fiir die Synthese respektive Dis-
soziation von SO; wiedergegeben (Fig.1).

4. Die Berechnung des Dissoziationsgrades

Da das Wesentliche dieser Betrachtung besser in Erscheinung tritt bei einem spe-
ziellen Beispiel, so seien die Betrachtungen an einer Reaktion besprochen, die viele
wichtige Fille umfaBt, wo aber die Reaktionszahlen bestimmte numerische Werte
besitzen. Die Reaktionsgleichung laute:

2A>2B+1C; i=-—1
Beispiele: 2H,0 >2H,+ O,

2H,S >2H,+ S, (gasformig)

2C0;>2CO+ O,

250, >2S50,+ O,

Um den Dissoziationsgrad bei der Temperatur 7°K zu berechnen, denke man sich
27 Mole/cm? undissoziiertes Gas A im ReaktionsgefiBl und heize das Gas nunmehr
auf T°K.

Der Dissoziationsgrad a gibt an, welcher Bruchteil der urspriinglich vorhandenen
Molzahl dissoziiert. Es lassen sich daher die molaren Konzentrationen der drei Kom-
ponenten leicht angeben:

[A] =27 (1—a) Mol/cm3,

2na Mol/cm? von A zerfallen und liefern 2#a Mol/cm?® von B und

na Mol/cm? von C, so daB

[B]=2na Mol/cm3,

[C] =na Mol/cm3. Die totale Molzahl betrigt somit im cm? n,=n (24 ) Mol/cm?
und der Totaldruck sowie die Partialdrucke sind angebbar:

P =RT-n(2+a)
pa=RT-2n(1 —0)

PB"—-‘-RT'2"0.
PczRT'”a
Nach Formel (II) folgt:
Pr 4mi(l-o)? _K, (D)
p;.pc " 4m3«3.RT ~ T? '

1) Die Ableitung von NERNST ist nur niherungsweise giiltig. Die Koeffizienten 1,75Zy,, und 2y, -C,
werden daher den empirischen Messungen angepaBt.
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»

Nimmt man #» auf die rechte Seite und driickt es durch p, aus, so ergibt sich nach
dem Ordnen der Gleichung nach «

(1-a)* (24 a)
al o

Kp(T)'pt-

Das ist eine Gleichung dritten Grades in a bei gegebenem p,. Ist aber p, als un-
abhingige Variable gedacht, so stellt obige Gleichung eine Funktion vierten Grades
dar, die sich leicht aufzeichnen 14Bt. Das Schaubild der Funktion ist in Fig. 2 dar-
gestellt fiir den Fall der Dissoziation von SO,. Natiirlich haben nur die Werte von
=0 bis a=1 einen chemischen Sinn.

hy=K, P
(1-a)'(2+0) &
y = Kp' pr‘ d!
K= 3120 Atm* , T=773°K 6
250, — 250,+0, 4
2
\ Asymplote

Fig. 2. Druckabhingigkeit des Dissoziationsgrades einer Keaktion vom Typus 2A > 2B+ C.

AuBerdem ergeben sich die g-Werte und das M leicht aus Gleichung (2) und (3) zu:

2(1-o) __2a = F_ -
W="27q * B 25a’ "7 21a 2=t
— 2M,(l—a)+Myz-2a+M;-a
M= 2+ a )

Auch diese Funktion ist ein hiibsches Beispiel zur graphischen Darstellung von
M in Funktion von a.

Bemerkung: Man beachte, daB die Formulierungen nur so einfach werden, wenn
man nicht die totalen Molzahlen, sondern die Molzahlen pro cm3, also molare Kon-
zentrationen, betrachtet. AuBerdem werden die Verhiltnisse etwas komplizierter,
wenn man mit beliebigen Mischungsverhiltnissen rechnet, statt wie oben im Fall
des Dissoziationsgrades mit dquimolekularen Mischungen der Gase. Die Kurven
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»

y=f(«) sind von erhéhter technischer Bedeutung, da das Produkt y=K,-$, maB-
geblich ist fiir die GroBe des Dissoziationsgrades und anderseits des Bildungsgrades
einer Komponente. Mit Hilfe des NERNSTschen Ansatzes iiber lg K, 148t sich mit
Kurven vom Typus der Fig. 1 auf einfachste Weise ein Ausgleich treffen in der Wahl
von Temperatur und Druck bei vorgeschriebenem Dissoziations- oder Bildungsgrad
[lg K,(T) +1g p, = konst.). Es zeigt sich sofort die auBerordentliche Uberlegenheit
von Temperaturerh6hungen gegeniiber Druckerhéhungen bei vorgeschriebenem «.

5. Anwendungen des Massenwirkungsgesetzes auf konkrete Fille

Betrachtet man die Gleichungen (I), (II) und (I1I), so muB man zunéchst feststellen,
daB in den Gleichungen je drei unbekannte Gr6Ben vorkommen, wenn die K als
bekannt vorausgesetzt werden. Man gelangt aber sofort zu Bestimmungsgleichungen
von verschiedenem Grad, je nach dem Reaktionsindex ¢, wenn man folgende chemi-
sche Tatsache beriicksichtigt:

Es liege die obige Reaktion der Untersuchung zugrunde:

2A>2B+C.
Seien die anfinglichen molaren Konzentrationen gegeben, etwa

2a Mol/cm?® vom Gas A
2b Mol/cm3 vom Gas B | diese Werte sind beliebig wihlbar!
¢ Mol/cm3 vom Gas C

Man denke sich nun die Temperatur von Zimmertemperatur auf den Wert T ge-
hoben und nehme an, daB vom Gas A 2 x Mole/cm3 in Reaktion gehen; dann sagt die
Reaktionsgleichung, daB von B 2 x Mole/cm? und von C x Mole/cm?3 erzeugt werden,
und fiir die Gleichgewichtstemperatur gilt:

4.(a—x)2 .
4O+ 2 (c+x)

Das ist eine Gleichung dritten Grades, die sich rechnerisch oder graphisch 16sen 148t.
Zwei der drei Losungen schlieBen sich aus physikalischen Griinden aus, indem keine
Komponente um mehr abnehmen kann, als urspriinglich von derselben vorhanden
war. Die Rechnung muB meist logarithmisch ausgefiihrt werden, da sonst der Ge-
nauigkeitsgrad zu sehr leidet. Folgendes Beispiel mége die Sachlage illustrieren fiir
einen andern Typus von Reaktion, wo eine quadratische Bestimmungsgleichung auf-
tritt.

K (T).

2H]J->H,+]J,, K.=5040, bei T=717°K.
Es mégen 2 x Mole HJ/m? reagieren.

Anfangswerte: a=[H]J]= 2 Mol/m3,
b=[H,] =10 Mol/m3,
c=[Js] = 3 Mol/m3,

(a—2%)3
O+ %) (c+ #)

= 50,40,

Es darf in Mol/m? gerechnet werden, da K, eine reine Zahl ist
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Die quadratische Gleichung lautet: 46,40 x® + 663,20 x + 1508 = 0.

Lésungen: xy=— 2,837 (das heilt, es bildet sich H]J),
%y = — 11,456 (unmoglich).

Endkonzentrationen: [HJ]=7,674 Mol/m3; [H,] == 7,163 Mol/m?; [ J,] = 0,163 Mol/m3.

Da die Partialdrucke proportional sind zu den molaren Konzentrationen, so kann
man analoge Betrachtungen an der Form (II) des Massenwirkungsgesetzes anstellen
und erhilt sofort die Bestimmungsgleichung:

(Pa—2x)2

ot #ctx ~ o)
Man muB hier aber zunichst die Drucke von der Zimmertemperatur auf die Drucke
bei der Reaktionstemperatur umrechnen, und 2 x ist auch die Abnahme des Partial-
drucks von A bei der Reaktionstemperatur T. Nur fiir den Fall, wo ¢ =0 ist, diirfen
direkt die Werte bei Zimmertemperatur eingesetzt werden.

Diese einfachen Betrachtungen sind nicht mehr durchfiihrbar bei der Form (I11)
fiir die g-Werte. Dies rithrt davon her, daB in dieser Form der Gleichung sich der
Totaldruck p, nur im Fall ¢= 0 heraushebt! Man berechnet daher die g-Werte besser
auf dem Umweg iiber den Dissoziationsgrad.

Uber die chemisch wichtigen Reaktionsformen seien im folgenden Heft 4 Anga-
ben gemacht, da das prinzipielle Geprige gleich bleibt. Hier zeigt sich aber die
ganze Mannigfaltigkeit der algebraischen Studienobjekte. Eine Menge von Kurven-
formen gewinnen fiir den Chemiker prinzipielles Interesse, weil technisch wichtige

Reaktionen von ihnen beherrscht werden. .
P. FRAUENFELDER, Winterthur

Kleine Mitteilungen

I. Eine bemerkenswerte Zahlenveihe. Herr G. SCHUBERT machte auf folgende interes-
sante Tatsache aufmerksam: Bildet man die Reihe

n=1, 2,=3, x3=4, x,=7, allgemein x, ,=x,,,+ %,

(n=1,2,3,..), so ist die Zahl »,—1 durch # teilbar, sofern » eine Primzahl ist. Fiir
erstaunlich viele Nummern # gilt auch die Umkehrung, daB nidmlich x,—1 durch »
nicht teilbar ist, sofern n kesne Primzahl ist. _ . '
Prof. P.FINSLER teilt auf eine diesbeziigliche Anfrage in einer Zuschrift an die Re-
daktion mit, da z. B. die Nummern 7= 705 und n= 4181 eine Ausnahme bilden.
Da manche Leser Interesse daran haben werden, sei hier die betreffende Briefstelle
{(vom 13. Februar 1946) mit giitiger Erlaubnis von Prof. FINSLER veroffentlicht:
«Mit a= }_t;’j , B= 1 ~2V5 wird #,, = a+ f*, und da fiir p = Primzahl und 0 <& <p
(g) durch p teilbar ist, folgt x, =1 (mod. p). Weiter ergibt sich x,,,= ¥, 2y, — (—1)%4¢—p,
speziell #,,= 2 +2 und durch Induktion %ap =Zx@—1)p¥p+ Fe—2p =%, (mod. p).
Ist ¢ Primzahl 4 p, so ist also xp,— 1 durch pgq teilbar, wenn x,—1 durch ¢ und x,—1
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