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y+l/‘*y1“ya
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! |/~9;y+y1

Nun muB gezeigt werden, daB der Zihler des zweiten Faktors groBer ist als des-

-

sen Nenner. Setze zu diesem Zweck — y;=2 und 3;— y=u, woraus z:y=1%,:u (1) folgt.
Ferner ziehe'in Fig. 1 AE|BC und BD| 4 C und verbinde 4’ mit E, dann erweisen

sich AFE als z und BD als #. Nun ist ]/{)— y,=} 2y, und Vs v=Vuy, also we-

gen (1) Vzy,:Vuy =v,:u (2), folglich (3) Vzy, > Vuy, weil y,> u.

Aus CACB= < CAE folgt CE=AB, daher e=a+ . Aus (1) ergibt sich ferner,
daB die Dreiecke ACE und BDC ihnlich sind, daB also E, C, D in einer Geraden liegen,
daher ist im Trapez ACDB <t ACD=¢+ f=2f+a. Zicht man in der Fig. 2, die

/
/ Y2

Fig. 2

dieses Trapez allein wiedergibt, BF | DC, so muB der Winkel A BF unbedingt stumpf
sein, denn X ABF=180°—qa— (2f+a)=180—2(«x+4) und a+ B ist wegen der
vorausgesetzten Beschrinkung auf den ersten Quadranten sicher kleiner als 45°.
Daher AF > AB, also y—u> vy, oder y—¥,> u, das heiBt aber: es ist der in Rede
stehende Zihler y+ ]/:7371 — Yy > V—z:}; +u (4).

Wendet man auf die Proportion (2) den Satz von der korrespondierenden Sub-
traktion an, so folgt ()/zy,—uy):Yuy=(y;—u) : «, also wegen |/yu>u offen-
bar }/zy,—}/uy> y,—u, woraus schlieBlich: Vzy,+u> yi+Yuy (5).

Der Ausdruck rechts vom Ungleichheitszeichen in (5) ist aber der in Rede stehende
Nenner. Die Gegeniiberstellung von (4) und (5) erbringt das Gewiinschte, ndmlich daB
der betreffende Zihler grofer ist als der zugehérige Nenner, und damit ist der ganze
Satz bewiesen. VikTtor KRAKOWSKI, Ziirich

Kleine Mitteilungen

1. Bemerkung zum Rationalmachen von Gleichungen mit Quadyatwurzeln. Irrationale
Gleichungen mit Quadratwurzeln sucht man bekanntlich dadurch rational zu machen,
daB8 man die Wurzeln moglichst auf einer Seite vereinzelt und beide Seiten der Glei-
chung ins Quadrat erhebt. Man hat nachher blo8 zu untersuchen, ob die Ldsungen
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der neuen Gleichung auch die alte befriedigen; denn solche Gleichungen sind im all-
gemeinen nicht dquivalent. Bei den in der Schule gewthnlich verwendeten Beispielen
gelingt das Verfahren leicht. Aber wie steht es um seine Begrenzung ? Gelingt es noch

bei der Form o
a+x+Vb+x=Ve+x+Vd+{x?

s+Vx-ax-b=Vx+Vx-d+ Vxr+d ?

Man bekommt beim Versuch jedenfalls eine groBe Schreibarbeit. Das hat mich veran-
laBt, im Unterricht eine sehr weitgehende Abkiirzung zu erproben, indem ich simtliche
wurzelfreien Ausdriicke nur durch einen (kriaftigen) waagrechten Strich, der also ihre
Summe bedeutet, und die einzelnen Wurzeln nur durch je einen, allenfalls verschieden-
farbigen, senkrechten Strich wiedergab. Dann sieht das erste Beispiel so aus:

—1=11.
Von den Zeichen geniigt das der Gleichheit. Nach dem Quadrieren beider Seiten sieht
die Schrift zunichst so aus:

Oder bei dieser:

Denn links wie rechts liefert nur noch das doppelte Produkt (2ab) eine Quadratwurzel.
Wegen der Vorschrift, daB alle wurzelfreien Ausdriicke durch ein einziges Zeichen
wiedergegeben werden, kommt man sofort zur einfacheren Form:

|=—1

Sie liefert durch Quadrieren nur noch auf der rechten Seite eine Quadratwurzel,
sinnbildlich:

Denn der wurzelfreie Ausdruck rechts wird nach links hiniibergezogen. Durch noch-
maliges Quadrieren wird demnach die Gleichung wurzelfrei, allerdings, da man dreimal
quadriert hat, vom achtfachen Grade der urspriinglich héchsten Potenz.

Beim zweiten Zahlenbeispiel 148t sich vorerst einmal zeigen, daB drei Quadrat-
wurzeln auf einer Seite keine Verminderung ergeben: in (a+b+c)? = a?+b2+c2+2ab
+2bc+2ca bedeuten hier die doppelten Produkte neue, verschiedene Quadratwurzeln.

Aus
| | | wird durch Quadrieren — | | |.

Man miiite demnach eine der drei Quadratwurzeln von rechts nach der linken Seite
schaffen und erst nachher quadrieren:

Weil aber auch links die doppelten Produkte drei neue Quadratwurzeln erzeugen,
bekommt man nur wiederum vier Quadratwurzeln und noch dazu umfangreichere:
man kann eine solche Gleichung nicht durch Quadrieren rational machen.

Mit vier Wurzeln geht es nur dann noch, wenn kein wurzelfreier Ausdruck vor-
handen ist; man ordnet sie zu zweien auf einer Seite an:

quadriert und bekommt

worin man einen waagrechten Strich sofort weglassen kann, d. h. man gelangt auf das
l6sbare Beispiel zuriick.

DaB es mit fiinf Quadratwurzeln bei keiner Anordnung mehr geht, das zu zeigen,
bereitet den Schiilern im allgemeinen Spaf. Das Verfahren hat also seine Beschrinkung
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im allgemeinen bei drei Quadratwurzeln und wurzelfreien Ausdriicken oder vier
Quadratwurzeln ohne weitere Termet).

Eigenartig ist es, zu beobachten, wie die Schiiler reagieren, wenn man sie vor die
Frage stellt, ob das nun Mathematik oder Spielerei bedeute, wenn man mit solchen
zahlenlosen Symbolen hantiert. Nur zdgernd ringen sie sich zur Erkenntnis durch,
daB es wirkliche Mathematik ist, so sehr sind sie an Zahlen und Buchstaben gewothnt.

. ERWIN VoELLMY, Basel

I1. Arithmetisches und geometrisches Mittel. Der Unterschied zwischen dem arith-
metischen Mittel S, :# und dem geometrischen Mittel J/ P, eines Systems von # posi-

tiven Zahlen sinkt bekanntlich nie unter Null. Es besteht also die Ungleichung
A=S,—n-YB,20.

Ohne Einschrinkung der allgemeinen Giiltigkeit des Satzes diirfen wir die » Gré8en
so normieren, daB ihr Produkt den Wert 1 hat, indem wir nétigenfalls simtliche
durch ihr geometrisches Mittel teilen. Unter dieser Voraussetzung 148t sich der Satz
folgendermaBen formulieren: Die Summe von # positiven GréBen, deren Produkt den
Wert 1 hat, betrigt mindestens ». Die Summe ist dann und nur dann gleich », wenn
alle Summanden einander gleich sind.

Die zu beweisende Ungleichung lautet in dieser Annahme

A=S,—n=0.

1
Beweis fiiv n=2. Die Zahlen heiBen » und o Die Differenz
- 2
A=x+ % ~25(Vx — J:«;)

ist stets positiv und verschwindet nur dann, wenn =1, d. h. wenn beide GroBen »
i .
und -, gleich sind.
Beweis fiir n=3. Das Produkt zweier der Grundzahlen sei p2? so daB sich die

drei Zahlen in der Form 2 x, ';t;' und _Pl? darstellen lassen. Wir bilden die Differenz

1 1
A=px+ % + _PEE -3§p(x+—;)+—§§— -3.

Nach dem Falle n=2 ist die Klammer mindestens gleich 2; folglich:

1 _ (p—=1)% (2p+1)
4=22p+ 77T 3= Y .
Im Bereiche positiver p ist die rechte Seite immer positiv mit Ausnahme des Falles

p=1. Das Minimum von 4 wird also dann und nur dann erreicht, wenn erstens p=1
1 . . .
und zweitens » + 71{ =2, also alle drei Zahlen p x, —? und 77 einander gleich sind.

’

Induktionsbeweis fiir n> 3. Die n GréBen a,, a,, as,. . -, a, teilen wir in zwei Gruppen
von 2 und #»—2 Gliedern ein:

1) Die allgemeinete Theorie verlangt, daB man die Gleichung auf die Nullform bringe und weiter alle
jene Gleichungen in derselben Form aufstelle, die sich von der gegebenen nur durch die Variation der
Vorzeichen der Quadratwurzeln unterscheiden. Bei k auftretenden Quadratwurzeln ergeben sich so 2k
Gleichungen. Das Produkt der simtlichen Gleichungspolynome, wiederum gleich null gesetzt, liefert eine
wurzelfreie Gleichung; unter ihren sehr vielen Losungen befinden sich auch die gesuchten. — Dieses
Verfahren wire fiir die Schule ebensogut anwendbar wie das oben beniitzte, wenn sich nicht daraus Glei-

chungen von allzu hohem Grad ergeben wiirden.
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a,, a; und Az, Qg, « .+, Ay

Setzt man
1

2(n-2 y
al‘az"—‘p ( ), also: Az:Q4+Q5 - Ay = ;—m)—,

so werden die geometrischen Mittel der Zahlen dieser Systeme p" % bzw. Ik

Ist nun die Richtigkeit der Ungleichheit 4 =0 fiir 2, 3, ... (n— 2) Zahlen schon
bewiesen, so hat man

a1t o~ st 84t---ta, . o~
'———pn—z 220, WE (n—2)=0.
Also:

ay+ay =2p"% azta,+cota, = 'np—z2 .

Demnach wird:

A=(a;+ag) + (ag+ag+---+a,)—n=2p""2+ ";22 —®
oder
on (pm P2 1 1
><cn(p _ Pt _ L
4= 2(n 2 T2 )
: _p P 11
Die Klammer 1) =~ s to ",

ist nie negativ fiir positive Werte von p; denn aus den Ableitungen f'(p) =p™" 1 —p =
p(@@"2%—1) und f“(p)=(n—1)pn-2—1 folgt, daB f'(p)=0 ist fiir p=0 und p=1.

; 1
Aus f(0)=—1 und f”(1)=n—2 >0 ergibt sich, daB f(0)= o " ein Maximum und

/(1) =0 ein Minimum der Funktion f(p) darstellen. 4 ist also fiir positive p nie negativ.
Das Minimum Null von 4 kann nur dann erreicht werden, wenn erstens die Summen
. -2

a,+ag und ag+a,+- -+ +a, ihre kleinsten Werte 2p"-2 und npz annehmen, und
wenn zweitens p=1 wird, d. h. wenn alle __G_r__ﬁBen a,, ag, ..., a, einander gleich sind.
Es gilt somit die Ungleichheit S,—%-} P, =0 zwischen dem arithmetischen und
dem geometrischen Mittel allgemein fiir jede beliebige Anzahl » von positiven Gré8en.

H. KrEe1s, Winterthur

Bemerkung des Herausgebers: Es mag am Platze sein, hier auch eine Beweismethode
von CaucHy anzufiihren (Algebraische Analysis, deutsche Ausgabe Springer 1885,
S. 309).

Behauptung: a,-ag - -:Zn = (

' 2 _— 2 2
Beweis. Fiir n=2: a,-a,= -al—ti’-) (A% ) < M) .
l 2 2 2
Daraus erhilt man fir =4, 8, 16, ..., A=2m;

al-}2-a, )z. ( “3‘;“& )23 (“1+ “s-‘ias‘i‘ “4)4, usw.

a+ay+---+a, )"
- :

2183030, (

ews k
ala,a3°~-ak§(al+ai+a;+ +ak) , h=2m, (1)

Ist # kein Glied der Reihe 2, 4, 8, 16, ..., so sei 2= 2™ ein Glied dieser Reihe, das
grofer als n ist. Ferner bedeute 4 das arithmetische Mittel der simtlichen Gré8en
a,, a,,..., @,. In (1) nehme man fiir die 2— » letzten Faktoren links die Zahl 4 an:



Kleine Mitteilungen 39

A, Q385+ A, A< (

Daraus folgt a, a5 -+ - a, < A",

Ferner sei auch die Beweismethode erwidhnt, wie man sie z. B. in dem Buche
Triumph der Mathematik (1. Aufl,, Breslau 1933, S. 36) von H. DSRRIE findet: Sind
a; (=1, 2, ...,n) positive, nicht simtlich einander gleiche Zahlen, so ist 4 > G, wobei
A ihr arithmetisches und G ihr geometrisches Mittel bedeutet. Beweis: Da nicht alle
a; gleich sind, ist notwendig eines groBer als 4, z.B. a, > 4. Im Produkt a,a5a;- - - a,
ersetze man a, durch 4 und a; durch a} derart, daB a;+ay= A4 +a;. Es wird also
a, >A, ay <ay; demnach |a,—ay| >|A4 —ay|, woraus a,ay < Aa; folgt. Letzteres
wegen 4a,a,=(a,+ a;)*— (8, a,)® < (4 + ay)?— (4 —ay)?=44a,.

Also ist

a1+astag+ - ta,+(k—n)4 )k_.Ak
k - .

Aayag---a,>G" (1), aber A+aytaz+---+a,=n-4 (2).

Sind in dieser Summe (2) nicht alle Summanden gleich, so ist einer notwendig gré8er
als 4, z. B. ay. Man ersetze im neuen Produkt (1) den Faktor ay durch 4 und @4 durch
ay derart, daB a;+az=A+ ay ist. Aus |ag—as| >|A—ay| folgt wieder ay a, < A aj.
Also ist

A-A-a3-a,---a,>G" aber A+ A+asta,+ .- +a,=n-A.

So kann man weiterschlieBen und erhidlt A% >G?*, d.h. 4 >G.

II1. Zuschrift. Auf den Aufsatz von P. RossiEr in Heft 1 wurde die folgende, be-
sonders fiir die Perspektive schone Konstruktion mitgeteilt:

Soient (fig. 1) a et b deux droites données d’intersection I inaccessible et L le point
donné par lequel doit passer un rayon du faisceau de sommet I. "

Par L, tracer une droite 4 B quelconque et par 4, quelconque sur a, sa paralléle

fig. 1 fig. 2

A’ B’. Mener une des diagonales, 4’ B par exemple, du trapéze A4’'B’B. Par L, tracer
L M paralltle & a, puis ML’ paralléle & b (intervertir l’'ordre des paralléles a a et b,
si ’on choisit la diagonale 4 B’). L L’ appartient au faisceau considéré. On a, en effet:

AL _ A'M _ A’L’

LB MB LB’
La figure 1 donne aussi le tracé par un point L, situé & ’extérieur des droites données.
Le procédé est d’un emploi commode, rapide et précis dans les constructions de

perspective.
La figure 2 montre son application & un cas simple et fréquent: tracé perspectif
d’horizontales situées sur un méme plan vertical.
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Données: la ligne d’horizon b, une des horizontales a dont le point de fuite inac-
cessible I est sur b, etles points L,, Ly, ..., L,, ..., L,, situés sur une méme perpendicu-
laire A B a4 b, par lesquels doivent passer les autres horizontales dont le point de fuite
commun est I.

On saisira du premier coup d’ceil 'extréme simplicité du tracé. A. PascHE, Genéve

Aufgaben

13. Aus dem Gebiet des Werkzeugmaschinenbaues wird uns die folgende Aufgabe
zur moglichst praktischen Lésung auf !/,,, mm genau vorgelegt:
In eine verlingerte Zykloide soll parallel der Abwilzgeraden ein Streifen
konstanter Breite so hineingelegt werden, daB zwei gegeniiberliegende Schnitt-
punkte der gleichen Schleife in einer Senkrechten zum Streifen (d. h. zur Abwilz-
geraden) liegen. E. METTLER

14. P sei ein Punkt einer CassiNischen Kurve mit den Polen F; und F,. Man zeige,
daf die Kurvennormale in P die Symediane des Dreiecks F, F, P ist (d. h. sym-
metrisch zur Mediane mp beziiglich der Winkelhalbierenden wp). W. LUssy

15. Die im Intervall | ¥ — x| < a eindeutige Funktion y = f(x) mit y,= f(»,) bestimme
eine im Intervall |y—y,|<b eindeutige Umkehrfunktion »= ¢(y). Wenn die
Funktion y=f(x) an der Stelle x, differenzierbar ist mit der Ableitung f’'(x,) =1,
ist dann auch die Umkehrfunktion an der Stelle y, differenzierbar ? Mit anderen
Worten: Wenn das Bild der Funktion y=f(x) im Punkte (#,, ¥,) eine unter 45°
geneigte Tangente besitzt, hat dann auch das Bild der Umkehrfunktion x= ¢(y)
im entsprechenden Punkte eine Tangente ? P. FINSLER

1
16. Man zeige, daB » Geraden in allgemeiner Lage die Ebene in—2— (n2—3n+ 2) be-
schrinkte und in 27 unbeschrinkte Gebiete zerlegen. H. HADWIGER

Hinweis. Auf Beginn des Schuljahres 1946/47 wird im Rahmen des Unterrichtswerks
des Vereins Schweizerischer Mathematiklehrer eine Physikalische Aufgabensammlung
erscheinen, die von Dr. A. LAucHL1, Kantonsschule Winterthur und Dr. F. MULLER,
Gymnasium Ziirich, verfat ist. Das Buch enthilt 1000 Aufgaben aus dem Gebiet
der Mittelschulphysik nebst Losungen, die als Anhang beigebunden sind. Es ist in
erster Linie gedacht als Ubungsbuch fiir Hausaufgaben und gehért als solches in die
Hand des Schiilers. Die Auswahl der Aufgaben ist so getroffen, daB fiir alle drei Ma-
turitdtstypen geniigend Stoff zur Verfiigung stehen sollte. Aufgaben, zu deren L&sung
analytische Geometrie oder die Elemente der Differential- und Integralrechnung be-
notigt werden, sind durch Bezeichnung mit einem * hervorgehoben. Bei der Formu-
lierung der Aufgabentexte sind die Verfasser ausgegangen von der Idee, daB neben
dem Durchrechnen vor allem die Fertigkeit im formalen Ansatz physikalischer Pro-
bleme geférdert werden miisse. Deshalb sind die formalen Bezeichnungen der gegebenen
und gesuchten GréBen, wo immer moglich, weggelassen und die Texte so abgefaft, daB
sie einer Problemstellung entsprechen, wie sie das praktische Leben bietet. Auch soll
der Schiiler auf Grund des Aufgabentextes durch eine selbstverfertigte Skizze den
Weg zur Losung suchen, und es sind aus diesem Grunde nur in den ganz wenigen Fillen,
wo die Abfassung des Textes zu umstdndlich geworden wire, erliuternde Figuren hin-
zugefiigt worden. Um auch die Moglichkeit zum Einiiben im Gebrauch von Tabellen
zu geben, sind im Anhang die wichtigsten Material- und Naturkonstanten aufgefiihrt.
Eine Tabelle gibt die in den Ldsungen verwendeten Formelzeichen wieder, ferner
sind die Einheiten der wichtigsten physikalischen Gré8en in den verschiedenen MaG-
systemen und ihre Beziehungen tabellarisch zusammengestellt. Die Losungen ent-
halten, um die Moglichkeit einer Kontrolle zu geben, in knappster Form das formale
und das Zahlenresultat. Nur dort, wo man von bloBen ,,Einsetzungsaufgaben‘‘ sprechen
kann, beschrinken sie sich auf die Angabe des Zahlenwertes, DiE VERFASSER
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