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Ein Satz von Galilel

«Wenn vom untersten Punkte eines Kreises eine Sehne gezogen wird, die weniger
als einen Quadranten spannt, und wenn von den Endpunkten dieser Sehne zwei
Linien nach irgendeinem Punkte des zwischenliegenden Kreisbogens gezogen wer-
den, so durchliuft ein Korper die beiden letztgenannten Strecken in kiirzerer Zeit
als die ganze Sehne und auch in kiirzerer Zeit als die untere der beiden Strecken
allein.»

Dieser heute allerdings nicht mehr merkwiirdige, mit « Theorem XXII. Propos.
XXXVI» iiberschriebene Satz ist den beriihmten «Discorsi» entnommen und hier in
der Ubersetzung von Arthur von Oettingen wiedergegeben (OstwaLDs Klassiker,
Heft 24, pag. 75, 3. Auflage 1913). In einer Anmerkung (pag. 135) des Ubersetzers
steht noch folgendes: «Die Genialitit GALILEIS leuchtet aus der Handhabung des
vorliegenden Theorems in solchem Grade hervor, daB wir den Leser dringend zum
Studium der Aufgabe auffordern moéchten. Man fasse dieselbe analytisch an; man
wird grofe Miihe haben, wihrend unseres Autors Methode bewundernswert dasteht...
Freilich hat GALILEI drei Hilfssdtze vorausgehen lassen, die die Beweisfithrung kiirzer
erscheinen lassen.» Das Vorlegen eines neuen einfachen Beweises bedarf daher keiner
weiteren Rechtfertigung.

Seien A der tiefste, A’ der hochste Punkt des in einer Vertikalebene liegend ge-
dachten Kreises mit Mittelpunkt M und Radius 7, ferner AB und BC zwei aufein-
anderfolgende Sehnen, wobei <t A M C < 90°. Bezieht man sich auf die Fig. 1, so
entnimmt man ihr folgende Fallzeiten:

1) Lings CB: lecp= —:; Vyxi'
1

2) langs des Streckenzuges CBA:
] /2 Y1 Vs
t = |/ = e o e B __.)
cod g (Vxl Va+ a3+ Vx,)”

. 2 vy

) lings BA g Vx,
4) lings CA: tea=1/% -2 —
& =V Vorm

Der Satz von GALILEI behauptet dann:
I) tCBA<tCA und II) tCBA<tBA'

Die beiden Fallzeiten f#;, und fz, erweisen sich aber wegen y?=27x, und
y2=2r(x,+ %,) als gleich; es geniigt daher, nur einen, zum Beispiel den zweiten
Teil des GALILEIschen Satzes zu beweisen. Denkt man sich noch den positiven

El Math. 3



34 Viktor Krakowski: Ein Satz von Galilei
2 . .
Faktor ri weggelassen, so bleibt zu zeigen, daB

4 WY Ya_ < 3
V, Vo, + 2+ Vg Vg

Zu diesem Zweck untersucht man die Differenz

A= s
V—‘ I/x1+ %g+ Vxl

Es muB nun bewiesen werden koénnen, da3 4 > r ist.
%1

A

Vertikale

Horizontale

Fig. 1

Man ziehe in Fig. 1 BB’ [|AA' und CB’ | CB, ferner zeichne man iiber B B’ den
Halbkreisbogen, der C enthilt. Sei ¢ der Radius dieses Kreises, dann gilt yf= 207,

also y,=}/2px,, folglich
4 . daher
Vs V-
3’3(“”1+3’2+V~ V_)_ r N .Px1+x3+l/';:—1-—l/;:;
rrnelm) VT Vaaniln
Wegen y2=2r(x,+ %,), also y=}/27(%,+ %,), erhilt man schlieBlich




Kleine Mitteilungen 35

4
y+l/‘*y1“ya
A= 21, e .
‘/x
! |/~9;y+y1

Nun muB gezeigt werden, daB der Zihler des zweiten Faktors groBer ist als des-

-

sen Nenner. Setze zu diesem Zweck — y;=2 und 3;— y=u, woraus z:y=1%,:u (1) folgt.
Ferner ziehe'in Fig. 1 AE|BC und BD| 4 C und verbinde 4’ mit E, dann erweisen

sich AFE als z und BD als #. Nun ist ]/{)— y,=} 2y, und Vs v=Vuy, also we-

gen (1) Vzy,:Vuy =v,:u (2), folglich (3) Vzy, > Vuy, weil y,> u.

Aus CACB= < CAE folgt CE=AB, daher e=a+ . Aus (1) ergibt sich ferner,
daB die Dreiecke ACE und BDC ihnlich sind, daB also E, C, D in einer Geraden liegen,
daher ist im Trapez ACDB <t ACD=¢+ f=2f+a. Zicht man in der Fig. 2, die

/
/ Y2

Fig. 2

dieses Trapez allein wiedergibt, BF | DC, so muB der Winkel A BF unbedingt stumpf
sein, denn X ABF=180°—qa— (2f+a)=180—2(«x+4) und a+ B ist wegen der
vorausgesetzten Beschrinkung auf den ersten Quadranten sicher kleiner als 45°.
Daher AF > AB, also y—u> vy, oder y—¥,> u, das heiBt aber: es ist der in Rede
stehende Zihler y+ ]/:7371 — Yy > V—z:}; +u (4).

Wendet man auf die Proportion (2) den Satz von der korrespondierenden Sub-
traktion an, so folgt ()/zy,—uy):Yuy=(y;—u) : «, also wegen |/yu>u offen-
bar }/zy,—}/uy> y,—u, woraus schlieBlich: Vzy,+u> yi+Yuy (5).

Der Ausdruck rechts vom Ungleichheitszeichen in (5) ist aber der in Rede stehende
Nenner. Die Gegeniiberstellung von (4) und (5) erbringt das Gewiinschte, ndmlich daB
der betreffende Zihler grofer ist als der zugehérige Nenner, und damit ist der ganze
Satz bewiesen. VikTtor KRAKOWSKI, Ziirich

Kleine Mitteilungen

1. Bemerkung zum Rationalmachen von Gleichungen mit Quadyatwurzeln. Irrationale
Gleichungen mit Quadratwurzeln sucht man bekanntlich dadurch rational zu machen,
daB8 man die Wurzeln moglichst auf einer Seite vereinzelt und beide Seiten der Glei-
chung ins Quadrat erhebt. Man hat nachher blo8 zu untersuchen, ob die Ldsungen
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