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ihre Orthogonaltrajektorien sind die Kreise durch F, und F,. Gleiches Verhalten
zeigen zum Beispiel die Kurven mit der Gleichung

|ur—v*| = p* fiir a<1; a 0.

Die konfokalen Hyperbeln fiir « =1 sind als Grenzfall der Typen 3 und 4 aufzufassen.

WiLLr LiUssy, Winterthur

Relation entre un théoréme de Darboux
et un théoréme de Poncelet

Afin de faciliter au lecteur la compréhension de ce qui suit, rappelons quelques
définitions et propriétés de géométrie projective plane.

Une involution de rayons est dite absolue lorsque & chaque rayon on fait corres-
pondre le rayon perpendiculaire du méme faisceau. Cette transformation ne posséde
pas d’élément double réel, mais bien une paire d’éléments doubles imaginaires,
appelés rayons isotropes du faisceau ou droites isotropes par le sommet de celui-ci.

Les droites isotropes jouissent de propriétés curieuses et méme paradoxales: en
coordonnées rectangulaires, leur coefficient angulaire est égal 4 l'unité imaginaire
positive ou négative; lors d'un changement de coordonnées rectangulaires, I'équation
d’une droite isotrope garde la méme forme. Menons les deux paires de droites iso-
tropes passant par deux points distincts du plan; elles sont paralleéles deux a deux;
il existe donc deux points a l'infini, appelés points cycliques, chacun commun a une
infinité de droites isotropes. L’ensemble de deux droites isotropes passant par un
point réel constitue un cercle de rayon nul ayant ce point pour centre; il en résulte que
deux points distincts d’une droite isotrope sont 4 distance nulle I'un de 1'autre, d’ott
le nom de droites de longueur nulle donné parfois a ces droites. Le cercle de rayon
nul ayant pour centre le centre d’'un cercle constitue la paire d’asymptotes de ce
cercle; celui-ci est tangent 4 ses asymptotes en ses points 4 I'infini, donc aux points
cycliques; autrement dit, tous les cercles passent par les points cycliques. La distance
d’un point du plan non situé sur une droite isotrope a celle-ci est infinie; elle est
indéterminée si le point appartient 4 la droite isotrope considérée.

Par le sommet d’un angle @, menons les deux droites isotropes j et k: avec les
deux cotés a et b de I’angle, elles constituent un groupe de quatre droites appartenant
a un faisceau et qui posséde un rapport anharmonique (ajb%). LAGUERRE?) a démontré
la relation suivante entre I’angle ¢ et le rapport anharmonique (abjk)

e2'9 = (abjk) .

Cette relation est fort importante, car elle permet de ramener toutes les relations
d’égalité ou de rapports d’angles & des relations correspondantes portant sur des

1) L acuerre, EDMOND, 1834-1886, géométre et algébriste frangais. Il découvrit la formule qui porte
son nom a I’dge de 16 ans.



32 PauL Rosstier: Relation entre un théoréme de Darboux et un théoréme de Poncelet

rapports anharmoniques. La géométrie métrique devient ainsi un cas particulier de
la géométrie projective.

Examinons quelques relations entre une conique et les droites isotropes. Les
tangentes a une conique issues de 1'un de ses foyers sont isotropes. De cette remarque,
on tire, comme le fit PLUCKER!), une définition projective générale des foyers des
courbes: les foyers d’'une courbe sont les intersections de ses tangentes isotropes. En
particulier, une conique, courbe de deuxieme classe, posséde deux tangentes passant
par chaque point cyclique; elle a donc quatre foyers: si la courbe est réelle, deux
d’entre eux sont réels (ce sont les foyers de la géométrie élémentaire), et deux sont
imaginaires.

De ces définitions résulte le fait qu'un faisceau homofocal de coniques est un fais-
ceau tangentiel particulier, celui dans lequel les quatre tangentes communes sont
isotropes. Appliquant les définitions projectives des coniques et les propriétés précé-
dentes, on est conduit facilement au théoréme classique de PONCELET?): Si par un
point du plan d’une conique, on méne les deux tangentes a celle-ci et les deux droites
joignant le point donné aux foyers, I’angle de 'une de ces droites et d’une tangente
est égal a celui de la seconde tangente et de la seconde droite. Ce théoréme est un cas
particulier d’'une propriété plus générale: les bissectrices des angles formés par les
tangentes issues d’'un point du plan aux coniques d’un faisceau homofocal sont
invariables.

DarBoux3).a consacré plusieurs travaux a la recherche des propriétés de ce qu'’il
appelle des paires de points associés; les associés A’ et B’ de A et B sont les inter-
sections non cycliques et distinctes de A et B des quatre droites isotropes par 4 et B.
En particulier, DARBOUX démontre le théoréme suivant?) en faisant usage d’un
systeme de coordonnées approprié a la formule de LAGUERRE: Quand deux segments
AB et A'B' sont associés, si I'on joint leurs extrémités a un point quelconque M
du plan, les bissectrices des angles AM B et A’M B’ sont les mémes.

Ce théoréme n’est qu'un cas particulier du théoréme de PONCELET que nous avons
rappele; en effet, les deux paires de foyers d’une conique déterminent deux segments
associés. Parmi les coniques du faisceau homofocal déterminé par les deux foyers
donnés, figure la courbe dégénérée de deuxiéme classe constituée par la paire de
points associés aux foyers donnés. Appliquant a cette conique le théoréme de
PONCELET, on trouve celui de DARBOUX ; celui-ci est donc un cas particulier de celui-la.

PAuL Rossier, Genéve

1) PLUCKER, JULEs, 18011868, géomeétre allemand, s’occupa surtout dz géométrie algébrique.

2) PoNCELET, JEAN-VICTOR, 17881867, géométre et ingénieur frangais, pionnier des méthodes de la
géométrie moderne.

3) DarBoux, GasToN, 1842-1917, mathématicien frangais, s’occupa principalement de géométrie ana-
lytique et infinitésimale, de mécanique et de théorie des fonctions.

4) Principes de géométrie analytique, 1917, p. 151.
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