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Relµevements des algµebres lisses et de leurs morphismes

Alberto Arabia

Abstract Let R be a commutative ring and let I be any ideal of R put R : R I We prove

that for any smooth R-algebra A there exist a smooth R-algebra A such that A is isomorphic
to R­R A We also show that for any morphism of smooth R-algebras a : A B there exist
a morphism of smooth R-algebras a : A B such that 1 ­ a : R­A R­B is isomorphic
to a : A B As a corollary when R is n¾therian we show that for any smooth R-algebra A
there exist a very smooth weakly complete algebra Ay over R such that R ­Ay is isomorphic
to A
R¶esum¶e Soient R un anneau commutatif et I un id¶eal de R notons R : R I Nous prouvons

que pour toute R-algµebre lisse A il existe une R-algµebre lisse A telle que A est isomorphe µa
R­R A Nous prouvons ¶egalement que pour tout morphisme de R-algµebres lisses a : A B
il existe un morphisme de R-algµebres lisses a : A B tel que 1 ­ a : R­ A R ­ B est
isomorphe µa a : A B On en d¶eduit lorsque R est n¾th¶erien que pour toute R-algµebre lisse

A il existe une R-algµebre faiblement complµete trµes lisse Ay telle que R­Ay est isomorphe µa

A

Mathematics Subject Classi¯cation 2000 14A15 13A19 14F30

Keywords Smooth algebra very smooth algebra Monsky{Washnitzer cohomology

Introduction

Tous les anneaux et algµebres dans cet article sont commutatifs et possµedent une

identit¶e pour le produit
Soient R un anneau et I un id¶eal dans R Notons R : R I Par r¶eduction

modulo I on fait correspondre µa une R-algµebre A la R-algµebre A : R ­R A
et µa un morphisme de R-algµebres ® : A1 A2 le morphisme de R-algµebres

® : A1 A2 donn¶e par ® x­a : x­® a Un \relµevement d'une R-algµebre A"
est alors la donn¶ee d'un morphisme surjectif de R-algµebres pA : A A dont la
r¶eduction pA est bijective La notion de relµevement des morphismes de R-algµebres

est analogue

Dans [G SGA1] Grothendieck introduit la notion de morphisme lisse dans la
cat¶egorie des sch¶emas C'est une notion stable par composition et par changement
de base et donne lieu dans le cas a±ne µa la notion d'algµebre lisse La r¶eduction
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modulo I d'une R-algµebre lisse est alors une R-algµebre lisse

En g¶eom¶etrie alg¶ebrique on est emmen¶e µa consid¶erer le problµeme inverse oµu
l'on recherche des relµevements soumis µa certaines contraintes de lissit¶e C'est le
cas notamment dans [G] et dans l'article de Monsky et Washnitzer [MW] oµu les

questions suivantes se posent de maniµere cruciale :

Rel-1 Existe-t-il des relµevements lisses pour une R-algµebre lisse donn¶ee

Rel-2 ¶Etant donn¶ees des R-algµebres A et B oµu A est lisse dans quelle mesure un
morphisme de R-algµebres u : A B admet-il un relµevement u : A B

Rel-3 ¶Etant donn¶ees des R-algµebres A et B oµu A est lisse et des morphismes de

R-algµebres homotopes u1; u2 : A B dans quelle mesure des relµevements

ui : A B des ui sont-ils homotopes

Dans ce travail nous donnons des r¶eponses trµes g¶en¶erales µa ces questions

Pour Rel-1 nous prouvons qu'elle admet une r¶eponse a±rmative sans aucune

restriction sur le couple R; I ; autrement dit :

Th¶eorµeme 1 3 1 Pour tout anneau R tout id¶eal I µ R et toute R-algµebre
lisse A il existe une R-algµebre lisse dont la r¶eduction modulo I est isomorphe

µa A

On g¶en¶eralise ainsi les versions de ce th¶eorµeme pr¶ec¶edemment connues : celle
de Grothendieck [G] et [SGA1] III 6 10 oµu R est n¾th¶erien et I est nilpotent
qui prouve ¶egalement que deux relµevements lisses d'une même R-algµebre lisse sont
toujours isomorphes non canoniquement ; et celle de Ren¶ee Elkik [E] x4 oµu le
couple R; I est n¾th¶erien hens¶elien qui g¶en¶eralise la version de Grothendieck
µa ceci prµes que l'unicit¶e de la classe d'isomorphie des relµevements lisses n'est plus

garantie Au delµa du cas a±ne Grothendieck d¶emontre que toute courbe lisse sur le
corps r¶esiduel R d'un anneau n¾th¶erien local complet R admet un relµevement en
une courbe lisse sur R [G] et J -P Serre donne des exemples de sch¶emas projectifs
lisses sur Fp n'admettant pas de relµevements lisses en caract¶eristique nulle [S]

Pour d¶emontrer notre g¶en¶eralisation nous avons repris l'id¶ee sous-jacente dans

[E] de construire des relµevements lisses pour les R-algµebres lisses µa l'aide de

relµevements projectifs de modules projectifs de type ¯ni Plus pr¶ecis¶ement soit
A une R-algµebre et : Modt:f: A Ã Modt:f: A le foncteur de r¶eduction mo-
dulo I sur les cat¶egories de modules Nous prouvons :

Th¶eorµeme 1 2 3 Pour tout anneau R tout id¶eal I toute R-algµebre de type

¯ni A et toute pr¶esentation libre et ¯nie d'un A- module projectif de type ¯ni M :

Ap L¡ Aq ¦¡ M 0 ; ¦
il existe une A-algµebre A" intersection complµete et voisinage ¶etale de I dans A
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un A"-module projectif de type ¯ni M " et une pr¶esentation libre et ¯nie de M " :

Ap
"

L¡ Aq
" ¦¡ M " 0 ;

de r¶eduction modulo I isomorphe µa ¦
Grâce µa ce th¶eorµeme la preuve de l'existence de relµevements lisses donn¶ee par

Elkik dans [E] s'applique µa tout couple R; I
Concernant les questions Rel-2 3 nous prouvons les deux th¶eorµemes suivants

toujours sans aucune hypothµese suppl¶ementaire sur le couple R; I
Th¶eorµeme 2 1 3 ¶Etant donn¶es un morphisme de R-algµebres h : A B et
des relµevements pA : A A et pB : B B oµu A est lisse il existe une B-
algµebre B" intersection complµete et voisinage ¶etale de I dans B et un morphisme

de R-algµebres h : A B" qui relµeve h En d'autres termes on a un diagramme :

oµu " : B B" d¶esigne l'homomorphisme structural et oµu pB" est l'homomor-
phisme induit par " µa partir de pB

On rappelle que deux morphismes de R-algµebres u0; u1 : A B sont dits

\homotopes" lorsqu'il existe un morphisme de R-algµebres h : A B[T ] tel que

u0 a h a 0 et u1 a h a 1

Th¶eorµeme 2 2 2 Soient A une R-algµebre lisse et u0; u1 : A B deux mor-
phismes de R-algµebres dont les r¶eductions modulo I sont homotopes par exemple
¶egales Il existe alors une B[T ]-algµebre B[T ]" intersection complµete et voisi-
nage ¶etale de I de T et de 1 ¡ T dans B[T ] et un morphisme de R-algµebres

h : A B[T ]" tels que pi;" ± h ui En d'autres termes on a un diagramme :

oµu l'on note " : B[T ] B[T ]" l'homomorphisme structural et p0;"; p1;" : B[T ]"
B les morphismes de B[T ]-algµebres induits par " µa partir de p0 et p1 respective-
ment

Lorsque l'anneau R est n¾th¶erien Monsky et Washnitzer associent µa chaque R-
algµebre A une certaine sous-algµebre Ay du compl¶et¶e s¶epar¶e I-adique

b
A de A qu'ils

appellent la \compl¶etion faible" de A [MW] L'algµebre Ay est un relµevement de A
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qui n'est g¶en¶eralement pas de type ¯ni sur R Le caractµere fonctoriel aussi bien
que la d¶e¯nition de la cohomologie de Monsky{Washnitzer d¶epend alors de ce

que toute R-algµebre lisse A admette des relµevements Ay d'un type particulier que

Monsky et Washnitzer quali¯ent de \trµes lisses" L'existence de tels relµevements

est ¶etablie dans [MW] pour une classe de R-algµebres lisses contenant pour l'es-
sentiel les intersections complµetes mais le problµeme de leur existence pour toute
R-algµebre lisse n'y est pas r¶esolu µA

ce sujet nous d¶emontrons :

Th¶eorµeme 3 3 2 Soient R un anneau n¾th¶erien et A une R-algµebre lisse

Pour tout relµevement A de A lisse sur R l'algµebre Ay est un relµevement trµes

lisse de A

Dans notre travail ce th¶eorµeme est corollaire imm¶ediat du fait que les relµeve-
ments lisses sur R d'une R-algµebre lisse sont \trµes lisses au voisinage ¶etale prµes"
th 2 1 2 r¶esultat valable pour tout couple R;I et dont on d¶eduit les th¶eorµemes

2 1 3 et 2 2 2 ci-dessus

Organisation de l'article Aprµes la section 0 destin¶ee µa ¯xer la terminologie et µa
des rappels nous abordons dans les sections 1 et 2 l'¶etude des questions Rel-1 2 3

La section 3 interprµete les r¶esultats des sections pr¶ec¶edentes aprµes compl¶etion I-
adique faible et donne un aper»cu des simpli¯cations apport¶ees µa l'introduction
de la cohomologie de Monsky{Washnitzer

Remerciements Cette ¶etude a ¶et¶e propos¶ee par Zoghman Mebkhout et s'insµere

dans son programme des recherches autour de la factorisation de la fonction Zêta
d'une vari¶et¶e a±ne non singuliµere sur un corps ¯ni [M] Je lui suis trµes recon-
naissant pour toutes les discussions math¶ematiques que nous avons eues µa ce sujet
de même que pour son appui et enthousiasme constants

0 Rappels

0 1 Notations et terminologie

Les anneaux et algµebres dans cet article sont tacitement suppos¶es commutatifs et
munis d'une identit¶e pour le produit qui sera respect¶ee par les homomorphismes

et inclusions d'anneaux et algµebres

La donn¶ee de base sera un couple R; I oµu R d¶esigne un anneau et I un id¶eal
dans R Ces donn¶ees ne seront astreintes µa v¶eri¯er a priori aucune autre propri¶et¶e
particuliµere

Pour toute R-algµebre A on note :

² 1A : l'identit¶e pour le produit

² AP : localis¶e de A en un id¶eal premier P µ A ; k P : le corps r¶esiduel de AP
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² Alg A : la cat¶egorie des A-algµebres oµu HomomA ; d¶esignera MorAlg A ;

² Mod A resp Modt:f: A : la cat¶egorie des A-modules resp de type ¯ni oµu
HomA ; d¶esignera MorModA ;

² ­A R : le module des di®¶erentielles relatives de A sur R et dA R : A ­A R
la R-d¶erivation canonique

² Pour tout morphisme de R-algµebres ® : A B on note ­ ® : ­A R­B R le morphisme des modules des di®¶erentielles relatives induit par ® ; il est
d¶etermin¶e par les ¶egalit¶es ­ ® dA R a dB R ® a pour tout a 2 A

² Pour tout morphisme surjectif de R-algµebres ® : A B on dispose d'une

suite exacte µa droite canonique de B-modules :

ker ® ker ® 2 @®¡¡¡¡¡¡ B ­A ­A R
idB £­ ®

¡¡¡¡¡¡ ­B R 0 1

oµu ¡ idB £­ ® ¢ b ­ d a : b d ® a et oµu @® not¶ee aussi @ lorsque la sur-
jection ® est sous-entendue est l'application induite par la restriction de la
d¶erivation dA R µa ker ® Cette suite est appel¶ee \la premiµere suite fondamen-
tale associ¶ee µa la surjection ®"
Dans le cas oµu ® : A B n'est pas n¶ecessairement surjectif on dispose d'une

suite exacte µa droite canonique de B-modules :

B ­A ­A R
idB £­ ®

¡¡¡¡¡¡ ­B R¡¡¡¡ ­B A 0 2

oµu le morphisme ­B R ­B A provient de la structure de A-algµebre de B
d¶e¯nie par ® et de ce qu'alors toute A-d¶erivation de B est une R-d¶erivation
Cette suite est appel¶ee \la seconde suite fondamentale associ¶ee µa ®"
Le couple R; I ¶etant sous-entendu la notation R d¶esigne l'anneau quotient

R I Pour toute R-algµebre A la notation A d¶esigne la R-algµebre R­R A
Pour toute R-algµebre A on entend par foncteur de \r¶eduction modulo I" µa

la fois le foncteur : Alg A Ã Alg A qui fait correspondre µa une A-algµebre

B la A-algµebre R­R B et µa un morphisme de A-algµebres ® : B1 B2 l'homo-
morphisme ® : B1 B2 donn¶e par ® x­ b : x ­ ® b ; mais aussi le foncteur

: Mod A Ã Mod A qui fait correspondre µa un A-module M le A-module
M : R ­R M et mutatis mutandis pour les morphismes Dans ce contexte

un \relµevement" d'une A-algµebre B est la donn¶ee d'une A-algµebre B dont la
r¶eduction modulo I est isomorphe µa B ou ce qui revient au même : la donn¶ee

d'un morphisme surjectif de A-algµebres pB : B B dont la r¶eduction modulo
I est bijective La notion de relµevements des A-modules et de leurs morphismes

r¶esulte de consid¶erations semblables

0 2 Lissit¶e

On rappelle la notion de lissit¶e et quelques r¶esultats connus qui seront utilis¶es dans

la suite cf [SGA1 EGA4 BLR]
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0 2 1 D¶e¯nition Un morphisme de sch¶emas f : X S est dit \lisse au point
x 2 X de dimension relative r " s'il existe un voisinage ouvert U 3 x et une

S-immersion | : U An
S de U dans un espace lin¶eaire An

S
sur S tel que les

conditions suivantes sont satisfaites :

L- a Localement en y : | x le faisceau d'id¶eaux de d¶e¯nition du sous-sch¶ema

| U de An
S est engendr¶e par n¡ r sections gr+1; : : : ; gn ; et

L- b fdgr+1; : : : ; dgng est lin¶eairement ind¶ependant dans ­1
A

n
S S ­ k y

Le morphisme f : X S est dit \lisse" lorsqu'il est lisse en chaque point de

X ; il est dit \¶etale" s'il est lisse et de dimension relative nulle en chaque point de

X Une R-algµebre A est dite \lisse resp ¶etale " lorsque le morphisme de sch¶emas

Spec A Spec R induit par l'homomorphisme structural R A r 7 r¢1A
est lisse resp ¶etale

Une R-algµebre lisse admet toujours des pr¶esentions globales ¯nies puisqu'elle
est localement de pr¶esentation ¯nie par d¶e¯nition On rappelle µa continuation
une liste de conditions ¶equivalentes µa la lissit¶e pour une R-algµebre munie d'une

pr¶esentation ¯nie

0 2 2 Proposition Soit 0 J R[X1; : : : ; Xn] ¼

¡¡¡ A 0 une pr¶esentation
¯nie d'une R-algµebre A Les assertions suivantes sont ¶equivalentes :

a A est une R-algµebre lisse

b La premiµere suite fondamentale de A-modules associ¶ee µa la surjection ¼ :

0 ¡ J J2 @¼¡¡ A­R[X] ­R[X] R
idA £­ ¼

¡¡¡¡¡ ­A R 0 3

est exacte et scind¶ee

c Le A-module ­A R est projectif et @¼ est injective

c' Le morphisme @¼ admet des r¶etractions locales

d Soit K un id¶eal de carr¶e nul resp nilpotent d'une R-algµebre B notons ¹ :
B B K la projection canonique Alors l'application entre les ensembles

des morphismes de R-algµebres :

HomomR A; B ¡¡ HomomR A; B K
' 7¡¡ ¹ ± 'est surjective

On utilisera ¶egalement le critµere de lissit¶e plus g¶en¶eral suivant valable pour un
quotient d'une R-algµebre lisse et pas uniquement d'une algµebre de polynômes

0 2 3 Corollaire Soient R un anneau C une R-algµebre lisse et K un id¶eal de

type ¯ni de C Notons A : C K Les assertions suivantes sont ¶equivalentes :
a A est une R-algµebre lisse
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b Le morphisme de A-modules @® : K K2 A­C ­C R de la premiµere suite
fondamentale associ¶ee µa la surjection canonique de R-algµebres ® : C A est
injectif et admet une r¶etraction

D¶emonstration ¶Etant donn¶ee une pr¶esentation ¯nie de C :

0 J ¡¡ R[X ] : R[X1; : : : ; Xq ] ¼C¡¡¡¡¡¡ C 0 ;

on a la pr¶esentation ¯nie induite de A :

0 ¼¡1
C K ¡¡ R[X ] ¼A¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡®±¼C A 0 ;

et le morphisme de pr¶esentations :

0 ¡¡¡ J ¡¡¡¡ R[X ] ¼C¡¡¡¡¡¡ C 0

y

µ

y y

®

0 ¼¡1
C K ¡¡ R[X ] ¼A¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡®±¼C A 0

¤

D'autre part comme C est suppos¶ee lisse sur R la premiµere suite fondamentale
associ¶ee µa ¼C est scind¶ee 0 2 2- b :

0 J J2
@¼C¡¡¡¡Ã ¡½ C ­R[X] ­R[X] R

idC £­ ¼C¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ ­C R 0 ; ¦
½ d¶esigne une r¶etraction de @¼C

Consid¶erons maintenant le morphisme de complexes induit par le morphisme

de pr¶esentations ¤ :

0 A­C J J2
idA­@¼C¡¡¡¡¡Ã ¡idA ­½ A­R[X] ­R[X] R

idA ­ idC £­ ¼C¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡º A­C ­C R 0

'
y y y

y
idA £­ ®

¼¡1
C K ¼¡1

C K 2
@¼A¡¡¡¡ A­R[X] ­R[X] R

idA­­ ¼A¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡idA £­ ® ±º ­A R ¡¡¡ 0

D
oµu :

² la premiµere ligne est la suite ¦ tensoris¶ee par A­C et º d¶esigne de maniµere

abr¶eg¶ee le morphisme idA­ idC £­ ¼C ;

² la deuxiµeme ligne est la premiµere suite fondamentale associ¶ee µa ¼A ;

² ' est le morphisme de A-modules induit par l'inclusion J µ ¼¡1
C K dans

¤ On v¶eri¯e que coker ' ' K K2 et que la compos¶ee º ± @¼A induit sur
coker ' le morphisme @® de l'assertion b dont le noyau est isomorphe µa la
cohomologie du complexe simple associ¶e au bicomplexe D
Lorsque A est lisse sur R la deuxiµeme ligne dans D est exacte et scind¶ee et

une simple chasse au diagramme montre que la suite :

0 coker ® K K2 º±@¼A¡¡¡¡¡@®
A­C ­C R

idA £­ ®

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ ­A R 0 z
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est exacte Comme ­A R est projectif 0 2 2- c le morphisme idA £­ ® admet
une section et @® admet une r¶etraction

R¶eciproquement lorsque @® est injective la suite z est exacte la cohomologie
du complexe simple associ¶e au bicomplexe D est nulle et la deuxiµeme ligne de D
est donc exacte Lorsque @® admet en plus une r¶etraction le A-module ­A R
est projectif puisque facteur direct alors du module projectif A ­C ­C R la
deuxiµeme ligne de D est scind¶ee et A est par cons¶equent lisse sur R 0 2 2- b ¤

1 Relµevements des algµebres lisses

Dans la d¶emarche de Ren¶ee Elkik [E] pour prouver l'existence de relµevements des

algµebres lisses le cas des R-algµebres intersections complµetes lisses et le problµeme

du relµevement des modules projectifs de type ¯ni sur des algµebres de type ¯ni sur
R sont les ingr¶edients fondamentaux La section 1 1 rappelle le cas des intersec-
tions complµetes et ne comporte aucun r¶esultat nouveau ; dans la section 1 2 on
apporte une r¶eponse g¶en¶erale au problµeme du relµevement des modules projectifs de

type ¯ni On applique ensuite ces r¶esultats pour d¶emontrer dans 1 3 le th¶eorµeme

g¶en¶eral d'existence de relµevements lisses 1 3 1

1 1 Relµevements des intersections complµetes lisses

1 1 1 D¶e¯nition Une R-algµebre de pr¶esentation ¯nie A est appel¶ee \intersec-
tion complµete lisse de dimension relative r sur R" si elle admet une pr¶esentation

¯nie de la forme :

0 J gr+1; : : : ; gn R[X1; : : : ; Xn] A 0 ;

telle que l'id¶eal de A engendr¶e par les mineurs d'ordre n¡r de la matrice jaco-
bienne [ @gi @Xj ] est l'id¶eal unit¶e en particulier A est lisse sur R

La même terminologie est utilis¶ee en langage des sch¶emas a±nes : Soient X et
S les sch¶emas a±nes correspondant respectivement µa A et R L'expression \X est
intersection complµete lisse au-dessus de S" est synonyme de \A est une R-algµebre
intersection complµete lisse"

Lorsque l'on se donne un homomorphisme d'anneaux ® : A B on notera
® : A ¡t B le fait que B munie de la structure de A-algµebre d¶e¯nie par ® est
intersection complµete lisse sur A

1 1 2 Lemme Soit A une R-algµebre de pr¶esentation ¯nie
Les conditions suivantes sont ¶equivalentes :
a A est intersection complµete lisse de dimension relative r
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b A admet une pr¶esentation ¯nie 0 J R[X] ¼

¡
A 0 telle que J J2

est un A-module libre de rang n¡r et l'application canonique @¼ : J J2

A­R[X] ­R[X] R
est injective et admet une r¶etraction

1 1 3 Remarque Soit J fr+1; : : : ;fn un id¶eal de R[X ] : R[X1; : : : ; Xn] et
notons ¼ : R[X ] R[X ] J : A la surjection canonique Soit Mn fr+1; : : : ; fn
l'id¶eal de R£X¤ engendr¶e par les mineurs d'ordre n¡r de la matrice jacobienne

[ @fi @Xj ] Pour chaque f 2 Mn fr+1; : : : ;fn tel que ¼ f n'est pas nilpotent
dans A la localisation Af est intersection complµete lisse de dimension relative r
sur R

1 1 4 Fibr¶e conormal µa un plongement ferm¶e Soit A une R-algµebre lisse

Pour toute pr¶esentation ¯nie :

0 J f1; : : : ; fs ¡ R[X ] : R[X1; : : : ; XN ]¡ A 0 ; ¤

le A-module J J2 est projectif de type ¯ni et l'algµebre sym¶etrique S¤A J J2 est
par cons¶equent lisse sur A donc sur R Le sch¶ema a±ne au-dessus de X :
Spec A correspondant µa S¤A J J2 est le \¯br¶e conormal au plongement ferm¶e

X µ AN
R associ¶e µa la pr¶esentation ¤ " ; on le note : T

¤X¡AN
R¢

La proposition suivante est d¶emontr¶ee dans [E] lemme 3 p 562 dans un cadre

n¾th¶erien mais sa d¶emonstration est valable en toute g¶en¶eralit¶e

1 1 5 Proposition [E] Soit 0 J R[X1; : : : ; XN ] A 0 une pr¶esenta-
tion ¯nie d'une R-algµebre lisse A de plongement ferm¶e associ¶e X : Spec A µ
AN

R Alors le ¯br¶e conormal T
¤X

AN
R est intersection complµete lisse sur Spec R

1 1 6 Proposition [E]

a Toute R-algµebre intersection complµete lisse de dimension relative r admet un
relµevement intersection complµete lisse de dimension relative r sur R

b Soit A une R-algµebre lisse Alors le ¯br¶e conormal de tout plongement ferm¶e
Spec A µ AN

R
associ¶e µa une pr¶esentation ¯nie de A admet un relµevement

intersection complµete lisse sur R

D¶emonstration [E] x4

a On considµere une pr¶esentation de A en tant que R-algµebre intersection com-
plµete lisse de dimension relative r :

0 gr+1; : : : ; gn R[X] : R[X1; : : : ; Xn] ¡ A 0 :

L'id¶eal J de R[X ] engendr¶e par fgr+1; : : : ; gng et les mineurs d'ordre n¡r
de la matrice jacobienne [ @gi @Xj ] est alors l'id¶eal unit¶e Pour chaque i
r + 1; : : : ; n notons gi un relµevement arbitraire de gi dans R[X ] et posons

A : R[X ] gr+1; : : : ; gn
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Soit J l'id¶eal de R[X ] engendr¶e par fgr+1; : : : ; gng et les mineurs d'ordre n¡r
de la matrice jacobienne [ @gi @Xj ] L'id¶eal J est l'image de J par la surjection
canonique º : R[X] R[X ] de sorte qu'il existe f 2 J v¶eri¯ant º f 1
On en d¶eduit une surjection Af A induite par º qui fait de A la r¶eduction
modulo I de Af D'autre part la R-algµebre Af est intersection complµete lisse

de dimension relative r rem 1 1 3

b Cons¶equence de a d'aprµes 1 1 5 ¤

1 2 Relµevements projectifs des modules projectifs de type ¯ni

1 2 1 D¶e¯nition Soit A une R-algµebre On appelle \voisinage ¶etale de I dans

A" toute A-algµebre B ¶etale sur A et telle que la r¶eduction modulo I du mor-
phisme structural de A dans B est un isomorphisme

1 2 2 D¶e¯nitions

a Soit A une R-algµebre ; on appellera \relµevement d'une pr¶esentation libre et
¯nie d'un A-module projectif de type ¯ni" :

Ap L¡ Aq M 0 ; ¤

la donn¶ee d'un A-module projectif de type ¯ni M et d'une pr¶esentation :

Ap L¡ Aq M 0 ;

tels que idA­L L Lorsque un tel relµevement existe on dira que \la pr¶esen-
tation de module projectif ¤ se relµeve µa A"

b On dira que le couple R; I \v¶eri¯e la propri¶et¶e de relµevement" lorsque pour
toute R-algµebre de type ¯ni A et pour toute pr¶esentation libre et ¯nie de

A-module projectif de type ¯ni M :

Ap L¡ Aq ¦¡ M 0 ; ¦
il existe un voisinage ¶etale A" de I dans A tel que la pr¶esentation de module
projectif ¦ se relµeve µa A"

1 2 3 Th¶eorµeme Pour tout anneau R et tout id¶eal I dans R le couple R; I
v¶eri¯e la propri¶et¶e de relµevement

D¶emonstration Soit A une R-algµebre de type ¯ni Donnons-nous une pr¶esentation
libre et ¯nie d'un A-module projectif de type ¯ni M :

Ap L¡ Aq ¦¡ M 0 : ¦
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Comme M est un A-module projectif ¦ admet une section ¾ la compos¶ee

Ã : ¾±¦ 2 EndA Aq v¶eri¯e Ã2 Ã et im Ã 'M L'endomorphisme Ã est donc

idempotent et M s'identi¯e au sous-module de Aq des vecteurs propres associ¶es

µa la valeur propre 1 On a ainsi une nouvelle pr¶esentation libre et ¯nie de M :

Aq 1¡Ã

¡¡¡ Aq¡¡ M 0 ; avec Ã2 Ã y

qui est un cas particulier des pr¶esentations consid¶er¶ees dans le th¶eorµeme et que

nous ¶etudierons dans un premier temps

Notons Ã 2 EndA Aq un relµevement quelconque de Ã Comme Ã est idempo-
tent on a det 2Ã¡ 1 §1 et donc det 2Ã¡ 1 §1 + x pour un certain x 2 I
Ainsi quitte µa remplacer A par le localis¶e A§1+x voisinage ouvert de I dans A
on peut supposer que l'endomorphisme 2Ã ¡ 1 2 EndA Aq est inversible

Nous allons montrer maintenant comment d¶eformer l'endomorphisme Ã quitte
µa remplacer A par un voisinage ¶etale de I dans A pour en faire un relµevement
idempotent de Ã

{ Supposons l'id¶eal I principal de g¶en¶erateur not¶e ¼

On a alors Ã2 ¡ Ã ¼® pour un certain ® 2 EndA Aq

Consid¶erons l'algµebre de polynômes µa q2 inconnues A[X ] : A[X1;1; : : : ; Xq;q]
et notons ¯ 2 EndA[X] A[X ]q l'endomorphisme dont la matrice [¯i;j ] par rap-
port µa la base canonique de A[X ]q est donn¶ee par ¯i;j Xi;j Soit :

R : ® + 2Ã ¡ 1 ¯ + ¼¯2
2 EndA[X] A[X ]q ; z

de matrice associ¶ee [ Ri;j ] On pose : A1 : A[X ] Ri;j
Le jacobien f : det[ @Ri;j @Xk;l ] est de la forme f §1+¼P pour un certain

P 2 A[X ] En e®et f modulo ¼ est le jacobien de l'application R : EndA Aq

EndA Aq d¶e¯nie par R [ Xi;j ] : ® + 2Ã ¡ 1 [Xi;j ] qui est une application
a±ne de EndA Aq dont l'application tangente est la multiplication µa gauche par
l'endomorphisme 2Ã ¡ 1 Or comme Ã est idempotent dans EndA Aq on a la
d¶ecomposition en somme directe de sous-A-modules :

EndA Aq Ã¢
EndA Aq

© 1¡ Ã ¢ EndA Aq ;

et la multiplication µa gauche par 2Ã ¡ 1 est bien de d¶eterminant §1
L'algµebre localis¶ee A1;f est par cons¶equent intersection complµete ¶etale sur A

1 1 3 et comme la r¶eduction modulo ¼ de A1;f i e A[X ]± Ri;j est clairement
isomorphe µa A puisque 2Ã¡ 1 est inversible la A-algµebre A1;f est un voisinage

¶etale de ¼ dans A
Nous ¶etudions maintenant le problµeme de la commutation entre Ã et ¼

¢¯
Comme ¼® commute µa Ã puisque ¼® Ã2 ¡ Ã et que R est nul dans

EndA1;f A1;f q l'¶egalit¶e z donne :

[Ã; ¼¯] ¡¼ 2Ã ¡ 1 ¡1¡¯[Ã; ¼¯] + [Ã; ¼¯]¯¢ :
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Notons [ ti;j ] la matrice de l'endomorphisme [Ã; ¼¯] relative µa la base canonique

de A1;f q Le d¶eveloppement de la derniµere ¶egalit¶e donne lieu µa une ¶egalit¶e de la
forme :

2

4

t1;1

tq;q
3
5

¼¢Q 2
4

t1;1

tq;q
3
5

oµu Q est une matrice µa q2 lignes et colonnes et µa coe±cients dans A1;f Comme le
d¶eterminant de 1¡¼¢Q est congruent µa 1 modulo ¼ le vecteur t1;1; : : : ; tq;q et
donc le commutateur [Ã; ¼¯] est nul dans la localisation A" : A1;f det 1¡¼¢Q
qui est bien une intersection complµete ¶etale sur A1;f donc sur A et un voisinage

de ¼ dans A1;f donc dans A
Grâce µa la commutation de Ã et ¼¯ dans EndA" A"

q le d¶eveloppement de la
di®¶erence Ã+¼¯ 2¡ Ã+¼¯ est ¶egal µa ¼R d'aprµes z et Ã+¼¯ est un idempotent
de EndA" Aq

" qui relµeve Ã puisque R 0 dans EndA" Aq
" par construction

{ Lorsque l'id¶eal I est de type ¯ni : I ¼1; : : : ; ¼m avec m > 1

Notons A0 : A ¼1¢A On peut supposer par hypothµese de r¶ecurrence sur m
qu'il existe une intersection complµete ¶etale A0

" sur A0 et un relµevement idempotent
Ã0 2 EndA0 A0

"
q de Ã 2 EndA Aq

Soit A0

" A0[Z1; : : : ; Zn] f 01
; : : : ; f 0n

une pr¶esentation de A0

" telle que l'¶el¶e-
ment de A0

" d¶e¯ni par det[ @f 0i @Zj ] est inversible La surjection canonique A
A0 induit une surjection A[Z1; : : : ; Zn] A0[Z1; : : : ; Zn] et l'on a le diagramme

commutatif :
A ¡¡¡¡¡¡¡¡ A[Z1; : : : ; Zn] f1; : : : ; fn

yy yyA0 ¡¡¡¡t A0

" ´ A0[Z1; : : : ; Zn] f 01
; : : : ; f 0n

oµu fi d¶esigne un relµevement de f 0i dans A[Z1; : : : ; Zn] La A-algµebre A" localisa-
tion de A[Z1; : : : ;Zn] f1; : : : ; fn par det[ @fi @Zj ] est clairement une intersec-
tion complµete lisse voisinage ¶etale de I dans A et le diagramme induit suivant est
commutatif :

A ¡¡¡¡t A"
mod ¼1# # mod ¼1

A0 ¡¡¡¡t A0

"
Il existe alors toujours par hypothµese inductive une A"-algµebre intersection
complµete ¶etale A" " voisinage de ¼1 dans A" donc intersection complµete
¶etale et voisinage de I dans A telle que Ã0 se relµeve en un idempotent Ã 2
End A" " A" "

q

{ Lorsque I est un id¶eal non n¶ecessairement de type ¯ni de R
La relation Ã2 ¡ Ã 2 I ¢ EndA Aq admet des explicitations de la forme Ã2 ¡ Ã

P
k `
k 1 xk 'k avec xk 2 I µ R et 'k 2 EndA Aq Notons I0 l'id¶eal de type
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¯ni de R engendr¶e par l'ensemble fx1; : : : ; x`g On a Ã2 ¡ Ã 2 I0
¢ EndA Aq et

l'existence d'un voisinage ¶etale A" de I0 dans A donc de I dans A de même que

le relµevement idempotent Ã" r¶esulte de l'¶etude pr¶ec¶edente
Ceci ¶etant posons M " : im Ã" Comme Ã" est un endomorphisme idempo-

tent on a Aq
" M "©im 1¡Ã" et M " est un A"-module projectif de type ¯ni La

pr¶esentation Aq
"

1¡Ã"¡¡¡ Aq
" M " 0 est donc un relµevement de la pr¶esentation

de module projectif y ce qui termine la d¶emonstration du th¶eorµeme pour ce type

de pr¶esentations

On reprend maintenant la donn¶ee d'une pr¶esentation de module projectif de la
forme g¶en¶erale ¦ :

Ap L¡ Aq ¦¡ M 0 :

Fixons une section ¾ de ¦ et notons Ã : ¾ ± ¦ D'aprµes l'¶etude pr¶ec¶edente

il existe une A-algµebre A~" intersection complµete ¶etale sur A et voisinage de I
dans A telle que l'idempotent Ã 2 EndA Aq se relµeve en un idempotent Ã~" 2
EndA~" Aq

~" Notons L1 2 HomA~" Ap
~" ; Aq

~" un relµevement quelconque de L et
posons L~" 1 ¡ Ã~" ± L1 de sorte que la r¶eduction modulo I de L~" s'identi¯e

toujours µa L :

Ap
~"

L~"¡¡¡¡¡¡1¡Ã~" ±L1
Aq

~"

# #

Ap L¡¡¡¡¡¡ Aq ¡¡¡¡¡¡ M 0

Mais si L~" relµeve bien L rien n'assure a priori que son conoyau soit projectif ce

pour quoi il su±rait que l'on ait im L~" im 1¡ Ã~" puisque Ã~" est idempotent
Or le conoyau K de l'inclusion im L~" µ im 1 ¡ Ã~" est un A~"-module de type

¯ni dont la r¶eduction modulo I est nulle autrement dit on a I ¢K K Il existe
par cons¶equent un ¶el¶ement g de A~" congruent µa 1 modulo I tel que le foncteur
de localisation A~";g ­A~" annule K Nakayama On pose alors A" : A~";g et
L" : idA" ­L~" On remarquera que la A-algµebre A" est toujours intersection
complµete ¶etale sur A et voisinage de I dans A

L'image de L" s'identi¯e bien maintenant µa l'image de l'idempotent idA" ­ 1¡Ã~" de suppl¶ementaire M " : im idA" ­Ã~" Le A"-module M" est donc projectif
de type ¯ni et nous avons la pr¶esentation :

Ap
"

L"¡¡¡ Aq
" ¡¡¡¡¡¡ M" 0

qui est un relµevement de ¦ ¤

1 2 4 Remarque La preuve de l'existence du relµevement idempotent de Ã se

simpli¯e remarquablement dans le cas oµu l'id¶eal I est nilpotent plus g¶en¶eralement
lorsque chaque ¶el¶ement de I est nilpotent Dans ce cas on peut prendre A" A
En e®et pour tout relµevement Ã de Ã l'endomorphisme 1 ¡ 2Ã est inversible
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puisque de d¶eterminant §1 + x avec x nilpotent D'autre part on a Ã2 ¡ Ã ®
avec ® 2 I 0

¢ EndA Aq pour un certain id¶eal de type ¯ni I 0 µ I L'¶el¶ement ®
commute clairement µa Ã et si ® 2 I 0 r

¢ EndA Aq on pose :

Ã0 : Ã + 1 ¡ 2Ã ¡1® ;

de sorte que Ã0 relµeve toujours Ã et v¶eri¯e :

Ã02 ¡ Ã0 1 ¡ 2Ã ¡2®2 : ®0

2 I 0 2r
¢ EndA Aq :

L'it¶eration de cette id¶ee permet grâce µa la nilpotence de I 0 de construire un
relµevement idempotent Ã" 2 EndA Aq de Ã

1 3 Relµevements lisses des algµebres lisses

La d¶emonstration du th¶eorµeme suivant est une transcription presque litt¶erale de

celle de Ren¶ee Elkik cf [E] x4 p 580 qui prouvait l'existence de relµevements

lisses lorsque le couple R; I ¶etait suppos¶e hens¶elien n¾th¶erien

1 3 1 Th¶eorµeme Toute R-algµebre lisse se relµeve en une R-algµebre lisse

D¶emonstration Soit B une R-algµebre lisse et ¯xons une pr¶esentation ¯nie de

R-algµebre : B R[X1; : : : ; XN ] J Le B-module J J 2 est alors projectif de type

¯ni Notons C : S¤
B J J2 la B-algµebre sym¶etrique de J J2 Le sch¶ema a±ne

associ¶e µa C not¶e Spec C est le ¯br¶e conormal µa Spec B dans le plongement
Spec B µ AN

R
d¶etermin¶e par la pr¶esentation ci-dessus 1 1 4 Le morphisme de

B-algµebres ¾0 : C B nul sur J J 2 donne le morphisme de sch¶emas \sec-
tion nulle" Spec ¾0 : Spec B Spec C Notons f : Spec C Spec B le
morphisme structural ; on a f ± Spec ¾0 idSpec B

Ces donn¶ees ¶etant conformes aux hypothµeses

de la proposition 1 1 6- b on peut ¯xer pour la
suite une R-algµebre intersection complµete lisse

C qui relµeve C d'oµu le diagramme des mor-
phismes canoniques D ci-aprµes D'autre part
le C-module M : C ­B ¡J J2

¢ est projectif
de type ¯ni et quitte µa remplacer C par un voi-
sinage ¶etale de I dans C il existe un C-module projectif de type ¯ni M dont la
r¶eduction modulo I est isomorphe µa M propri¶et¶e de relµevement du couple R; I
1 2 3 L'algµebre D : S¤C M est lisse sur C et donc sur R puisque M est

projectif de type ¯ni
Compl¶etons le diagramme D par les morphismes canoniques indiqu¶es ci-
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dessous :

D0

oµu ¢ d¶esigne la \section diagonale" du morphisme structural de Spec C ­B C
vers Spec C Il s'agit du morphisme de sch¶emas associ¶e au momorphisme de

C-algµebres ± : S¤
C M C d¶e¯ni par la forme C-lin¶eaire :

± M : M C ­B ¡J J 2
¢¡ C S¤B ¡J J 2

¢

c ­ v
7¡ c¢v

z

Comme D est l'algµebre sym¶etrique de M l'homomorphisme

± admet un relµevement en un morphisme de C-algµebres ± : D
C si et seulement si la forme C-lin¶eaire ± M : M C se

relµeve en une forme C-lin¶eaire ± M : M C L'existence du
relµevement ± M est cons¶equence du fait que M est un C-module projectif cf
diagramme ci-aprµes oµu les lignes correspondent µa la r¶eduction modulo I On note

¢ : Spec C Spec D la section du morphisme structural Spec D Spec C
correspondante µa ± Le morphisme de sch¶emas ¢ prolonge section diagonale ¢ :

Spec C ¢¡¡¡¡Spec ±
Spec¡C ­B C¢ Spec ¡ S¤

C M ¢

yµ yµ
Spec C ¢¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡Spec ±

Spec ¡S¤
C M ¢

Nous avons donc le diagramme commutatif suivant :

oµu les morphismes horizontaux correspondent µa la r¶eduction modulo I et oµu
l'¶equivalence B ´ C ±M r¶esulte de la d¶e¯nition de ± z Spec B apparâ³t
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heuristiquement parlant comme l'intersection de la section nulle et de la sec-
tion diagonale de la ¯bration Spec S¤

C M Spec C En¯n la R-algµebre

B : C ±M est un relµevement de B par construction Nous prouvons dans la
suite que B est lisse sur R

Consid¶erons la suite d'applications :

M ±

¡¡¡¡ C
dC R¡¡¡¡ ­C R

º¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ ­C B M ; ¤

oµu º est la surjection donn¶ee par la seconde suite fondamentale associ¶ee µa l'ho-
momorphisme structural de R-algµebres de B dans C Les applications ± et º
sont C-lin¶eaires et lorsque l'on tensorise chaque terme de ¤ par C ±M B
l'application idB­ dC B ± ± le devient ¶egalement ; le morphisme de C-modules

idB ­ º ± dC B ± ± : B­C M B­C M est alors l'identit¶e d'aprµes la d¶e¯nition

même de ± dans z
Ceci ¶etant le C-module ­C R est projectif car C est lisse sur R et le mor-

phisme º se relµeve en un morphisme de C-modules º On a :

­C R
º¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ M

yy yy­C R
º¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ ­C B M

oµu les morphismes verticaux correspondent µa la r¶eduction modulo I
La suite ¤ tensoris¶ee par B se relµeve donc en une suite de morphismes de

C-modules :

B ­C M idB ­ dC R±±

¡¡¡¡¡¡¡¡¡ B ­C ­C R
idB ­º¡¡¡¡ B ­C M

»

x

¤¤

dont la compos¶ee not¶ee » est l'identit¶e modulo I Le conoyau de » est donc annul¶e
par la r¶eduction modulo I autrement dit on a I ¢

coker » coker » Comme M
est de type ¯ni l'annulateur dans C de coker » contient un ¶el¶ement de la forme

g 1 + x¢c avec x 2 I Nakayama de sorte que quitte µa remplacer C par le
localis¶e Cg voisinage ouvert de I dans C on peut supposer » surjectif Mais
alors ker » est facteur direct de B ­C M puisque B ­C M est un B-module
projectif Il s'ensuit que ker » est un B-module donc un C-module de type ¯ni
qui est ¶egalement annul¶e par la r¶eduction modulo I En rempla»cant si besoin
une fois de plus C par un nouveau voisinage de I dans C on peut supposer le
morphisme » bijectif

D'autre part on a la factorisation de idB ­ dC R ± ± en :

B ­C M ±¡¡¡¡¡¡ ±M
±M 2

@

¡¡ B ­C ­C R

idB ­ dC R±±

x
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oµu @ est le morphisme de la premiµere suite fondamentale associ¶ee µa la surjection
canonique C B C ±M La bijectivit¶e de » implique que le morphisme @

admet une r¶etraction et la R-algµebre B est lisse d'aprµes le corollaire 0 2 3 ¤

1 4 µA propos de l'unicit¶e des relµevements d'une algµebre lisse

Le dernier th¶eorµeme montre que pour tout couple R;I les R-algµebres lisses

admettent des relµevements lisses Une question naturelle alors est de savoir µa quelle
condition deux relµevements d'une même algµebre lisse sont isomorphes

Lorsque l'id¶eal I n'est pas nilpotent on construit facilement des exemples de

relµevements non isomorphes Il su±t par contre que l'id¶eal I soit nilpotent pour
que tout relµevement soit unique µa isomorphisme non canonique prµes Le r¶esultat
suivant est dû µa Grothendieck

1 4 1 Proposition [SGA1] Soient R un anneau arbitraire et I un id¶eal nil-
potent de R Soient A1 et A2 deux R-algµebres lisses dont les r¶eductions A1 et A2
sont des R-algµebres isomorphes Alors les R-algµebres A1 et A2 sont isomorphes

1 4 2 Remarque sur les relµevements formellement lisses Pour tout couple
R; I et chaque m 1; 2; : : : notons ºm : R Im+1 R Im la surjection ca-

nonique Le compl¶et¶e s¶epar¶e I-adique de R est la limite du systµeme projectif
d¶e¯ni par les ºm i e

b
R : lim

Ã¡ m R Im Le noyau de ºm est l'id¶eal de carr¶e
nul Im Im+1

µ R Im+1 et un argument inductif sur m 1; 2; : : : permet de

construire de proche en proche un relµevement Am lisse sur Rm : R Im d'une R-
algµebre lisse donn¶ee A et ceci pour chaque entier positif m Le th¶eorµeme pr¶ec¶edent
a±rme que ces relµevements sont toujours deux µa deux isomorphes pour chaque

m ¯x¶e Pour toute suite Am m 1;2::: de tels relµevements la limite projective

A1 est une
b
R-algµebre complµete et s¶epar¶ee isomorphe µa toute autre algµebre A01

ainsi construite Lorsque l'anneau R est en plus n¾th¶erien ou que I I2 est de

type ¯ni les r¶eductions modulo Im de A1 sont des Rm-algµebres isomorphes aux
algµebres lisses Am pour tout m ; on dit que A1 est un relµevement \I-formellement
lisse" de A Dans le cas n¾th¶erien on montre toujours µa l'aide de 1 4 1 que deux
relµevements I-formellement lisses complets et s¶epar¶es d'une même R-algµebre lisse

sont isomorphes [SGA1] En particulier lorsque A est un relµevement lisse sur R
de A les relµevements formellement lisses complets et s¶epar¶es de A sont isomorphes

µa
b
A : lim

Ã¡ m A Im
¢A On a donc :

1 4 3 Proposition Soient R un anneau n¾th¶erien et A1 et A2 deux R-algµebres

lisses dont les r¶eductions A1 et A2 sont des R-algµebres isomorphes Alors les

algµebres
b
A1 et

b
A2 sont isomorphes
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2 Relµevements des morphismes

2 0 1 D¶e¯nition Soit h : A B un morphisme de R-algµebres on appelle
\relµevement de h" la donn¶ee des relµevements d'algµebres pA : A A et pB : B
B et d'un morphisme de R-algµebres h : A B tels que pB ± h h ± pA Soit en
termes de diagramme commutatif :

A
h

¡¡¡¡¡¡ B
pA

yy yy

pB

A h¡¡¡¡¡ B

2 1 Relµevements de morphismes µa source lisse

Dans cette section nous allons ¶etudier les questions des relµevements de morphismes

Rel-3 4 Les th¶eorµemes concernant ces questions d¶ecoulent du r¶esultat technique

2 1 2 dont la preuve utilise µa plusieurs reprises la remarque suivante

2 1 1 Scolie sur les algµebres ¶etales Soient B un anneau et B" une B-algµebre

d'homomorphisme structural not¶e " : B B" Soit K un
id¶eal dans B et notons le foncteur de r¶eduction modulo
K Lorsque " est ¶etale " l'est ¶egalement propri¶et¶e stable par
changement de base Le lemme suivant donne une condition
simple permettant de relever une algµebre ¶etale sur B

B "¡¡¡¡¡¶etale B"
pA

yy yy

pB

B "¡¡¡¡¡¡¶etale B"

Lemme Soit " : B B" un homomorphisme d'anneaux
et supposons B" intersection complµete ¶etale sur B Il existe
alors une B-algµebre B" intersection complµete ¶etale sur B et
un homomorphisme surjectif pB" : B" B" de r¶eduction
modulo K bijective tels que le diagramme ci-aprµes est com-
mutatif

D¶emonstration Soit B" : B[X1; : : : ; Xn] f1; : : : ; fn une pr¶esentation de B"
telle que l'¶el¶ement de B" d¶e¯ni par det[@f i @Xj ] est inversible Posons B0 :
B[X1; : : : ; Xn] f1; : : : ; fn oµu fi est un relµevement de f i dans B[X1; : : : ;Xn] Le

localis¶e B" : B0
det[@fi @Xj ] v¶eri¯e alors les conditions requises cf 1 1 3 ¤

La propri¶et¶e ¶enonc¶ee dans la proposition suivante est l'analogue alg¶ebrique

de la propri¶et¶e de Monsky{Washnitzer qui d¶e¯nit les algµebres trµes lisses ; nous y
reviendrons dans 3 3
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2 1 2 Th¶eorµeme Soit A une R-algµebre lisse et donnons-nous :

8
>
>>
<
>
>>:

² Une paire d'homomorphismes de R-algµebres

A '¡ C
p

Ã¡ B oµu p est surjectif de noyau
not¶e K K B compris

² Un homomorphisme de R-algµebres h : A B
v¶eri¯ant ' p ± h

Alors :

a Pour chaque entier strictement positif n il existe une application ´n : A B
telle que :

8
><
>:

i pB ± ´n h ± pA ;
ii p ± ´n ' ;
iii ºn ± ´n est un morphisme de R-algµebres

A 9 ´n¡¡¡¡¡¡ B
pA

yy yy

pB

A h¡¡¡¡ B
oµu ºn : B B I ¢B \K n d¶esigne la surjection canonique

L'homomorphisme pn est celui induit par p

b Il existe un voisinage ¶etale B" de I¢K dans B intersection complµete sur B
dont on note " : B B" l'homomorphisme structural et p" : B" C l'homo-
morphisme induit par p et il existe un morphisme de R-algµebres h" : A B"
tels que h" " ± h et ' p" ± h" En d'autres termes on a un diagramme :

D¶emonstration

² Cas oµu A est intersection complµete lisse
Soit A R[X1; : : : ; Xm] fr+1; : : : ; fm une pr¶esentation de A en tant qu'inter-

section complµete lisse sur R et notons º : R[X1; : : : ; Xm] A la surjection
canonique

a L'existence des applications ´n de l'assertion a v¶eri¯ant i et ii ¶equivaut
µa l'existence de morphismes de R-algµebres ®n : R[X1; : : : ;Xm] B rendant
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commutatifs diagrammes :

D

la condition iii s'exprime alors par l'inclusion :

®n¡ fr+1; : : : ;fm ¢ µ ¡ I¢B \ K¢
n

: ¤

Nous allons d¶emontrer l'existence de ®n par induction sur l'entier n
Lorsque n 1 la condition ¤ est automatiquement v¶eri¯¶ee par tout homo-
morphisme ®1 rendant les diagrammes D commutatifs il su±t donc de prou-
ver son existence Comme ®1 est alors uniquement d¶etermin¶e par l'¶egalit¶e
®1 h ± º nous sommes encore r¶eduits µa prouver seulement l'existence d'un
relµevement ®1 Xi 2 p¡1¡' º Xi ¢ de ®1 Xi pour chaque i 1; : : : ;m
L'assertion r¶esulte donc de prouver que pour tout c 2 C la r¶eduction modulo
I de la ¯bre p¡1 c se surjecte sur la ¯bre p¡1 c Soit b 2 p¡1 c Pour chaque

relµevement b 2 B de b on a c¡p b Pj xj ¢cj avec xj 2 I et cj 2 C Comme

p est surjective il existe bj 2 B tel que p bj cj et alors b0 : b + Pj xj¢bj
est bien un relµevement de b v¶eri¯ant p b0 c

Supposons avoir d¶e¯ni ®` pour ` ¸ 1 et soit ®`+1 : R[X1; : : : ; Xm] B un
morphisme de R-algµebres donn¶e par :

®`+1 Xj ®` Xj + bj ; avec bj 2 ¡ I¢B \ K¢
`

pour j 1; : : : ; m Les conditions i et ii de l'assertion a pour n ` + 1
sont alors clairement satisfaites et l'¶etude de la condition iii nous amµene µa
consid¶erer pour chaque k r+1; : : : ; m le d¶ebut d'un d¶eveloppement en s¶erie
de puissances par rapport aux variables bj :

®`+1 fk fk¡®` ~X +~b ¢

®` fk + · @fk
@X1

;
¢ ¢ ¢

;
@fk

@Xm
¸ ¡®` ~X ¢ 2

4

b1

bm
3
5

+ ¢ ¢ ¢
;

oµu ~X
et ~b d¶esignent respectivement les m-uplets X1; : : : ; Xm et b1; : : : ; bm

®` ~X d¶esigne ¡®` X1 ; : : : ; ®` Xm ¢ et @fi
@Xj ¡®` ~X ¢ est l'¶el¶ement de B obtenu

µa partir de @fi
@Xj X1; : : : ; Xm en rempla»cant Xi par ®` Xi ; en¯n les points

de suspension rassemblent des termes appartenant µa l'id¶eal ¡ I ¢B \ K¢
2`

Le regroupement de ces d¶eveloppements pour k r + 1; : : : ; m donne alors
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l'¶egalit¶e de vecteurs de Bm¡r modulo ¡ I¢B \ K¢
2` :

2

4

®`+1 fr+1

®`+1 fm
3

5
' 2

4

®` fr+1

®` fm
3

5

+ 2

66664

@fr+1

@X1
¢ ¢ ¢

@fr+1

@Xm

@fm
@X1

¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
77775

¡®` ~X ¢ 2
4

b1

bm
3
5

: z

C'est maintenant que le fait que A est intersection complµete lisse intervient
de maniµere cruciale En e®et dans ce cas nous savons d'aprµes le lemme 1 1 2
b que les classes des di®¶erentielles dfr+1; : : : ; dfm dans A ­ ­R[X1;:::;Xm] R

sont lin¶eairement ind¶ependantes et que le sous-A-module qu'elles engendrent :
A¢dfr+1 © ¢ ¢ ¢ © A¢dfm ´ Am¡r est un facteur direct dans A­­R[X1;:::;Xm] R

´ Am Il existe alors une matrice [ aj;k ] 2 Mm£ m¡r A qui inverse µa droite
la matrice de M m¡r £m A d¶e¯nie par [ @fk @Xj ] ~X Pour chaque couple
j; k soit Pj;k un relµevement dans R[X1; : : : ; Xm] de aj;k ; on a alors l'¶egalit¶e

modulo l'id¶eal fr+1; : : : ;fm :

2
66664

@fr+1

@X1
¢ ¢ ¢

@fr+1

@Xm

@fm
@X1

¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
77775

~X 2
4

P1;r+1 ¢ ¢ ¢ P1;m

Pm;r+1 ¢ ¢ ¢ Pm;m
3

5
' 1m¡r£m¡r ; zz

µa laquelle on applique ®` pour obtenir l'¶egalit¶e modulo ¡ I¢B \K¢
` :

2
66664

@fr+1

@X1
¢ ¢ ¢

@fr+1

@Xm

@fm
@X1

¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
77775

¡®` ~X ¢ 2
4

Q1;r+1 ¢ ¢ ¢ Q1;m

Qm;r+1 ¢ ¢ ¢ Qm;m
3

5
' 1m¡r£m¡r ; ¦

oµu l'on a not¶e Qj;k : ®` Pj;k 2 B On pose alors :

2

4

b1

bm
3

5

: ¡2

4

Q1;r+1 ¢ ¢ ¢ Q1;m

Qm;r+1 ¢ ¢ ¢ Qm;m
3

5

2

4

®` fr+1

®` fm
3

5

;

de sorte que les ¶el¶ements bj appartiennent bien µa ¡ I ¢B \ K¢
` conform¶ement

µa notre choix initial Il s'ensuit que l'on a pour tout k r + 1; : : : ; m :

®`+1 fk 2 ¡ I ¢B \ K¢
2` ;

grâce aux ¶egalit¶es z et ¦ ce qui termine la d¶emonstration de l'assertion a
lorsque A est intersection complµete lisse

b I R¶eduction au cas oµu l'id¶eal K est principal
On commence par observer qu'un homomorphisme ®n de la question a in-
duit un homomorphisme hn : A B lorsque ®n fk 0 pour tout k
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r + 1; : : : ; m Lorsque c'est le cas on peut prendre B" : B et h" : hn et
l'assertion b est v¶eri¯¶ee Dans le cas contraire on applique a pour n 1 et
l'on considµere l'id¶eal K0 : b1; : : : ; bm¡r µ K de B engendr¶e par les ¶el¶ements

bi : ®1 fr+i Pour chaque ` 1; : : : ; m¡ r notons B` : B b1; : : : ; b` On
a la suite ¯nie de surjections canoniques de B-algµebres :

B : B0
º0;1¡¡¡¡¡¡ B1

º1;2¡¡¡¡¡¡ B2
º2;3¡¡¡¡¡¡ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

ºm¡r¡1;m¡r¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡ Bm¡r ;

oµu B` B`¡1 b` Notons aussi pour chaque ` :

² º` : B B` la surjection canonique on a º`;`+1 ± º` º`+1

² p` : B` C la surjection induite par p de noyau K` : º` K on a
p` ± º` p

² h` : A B` l'homomorphisme º` ± h

On remarquera que pour chaque ` 0; 1; : : : ; m¡ r la paire de morphismes de

R-algµebres A '¡ C
p`
Ã¡B` et le morphisme de R-algµebres h` : A B` sont

des donn¶ees conformes aux hypothµeses du th¶eorµeme

Lorsque ` m¡ r l'homomorphisme ºm¡r ± ®1 s'annule sur fr+1; : : : ; fm et
induit par cons¶equent un morphisme de R-algµebres hm¡r;" : A Bm¡r :
Bm¡r;" v¶eri¯ant b par construction Supposons maintenant que pour un cer-
tain \niveau" ` 2 f1; : : : ; m ¡ rg l'assertion b est v¶eri¯¶ee ; autrement dit
supposons qu'il existe un voisinage ¶etale "` : B` B`;" de I¢K intersection
complµete sur B` et un morphisme de R-algµebres h`;" : A B`;" v¶eri¯ant
h`;" "` ± h` tels que le diagramme suivant est commutatif :

oµu "0
`¡1 : B`¡1 B`¡1;"0 est un voisinage ¶etale de I ¢K intersection complµete

sur B`¡1 qui relµeve "` et oµu º
0`¡1;` est la surjection induite 2 1 1

La paire de morphismes de R-algµebres A
h`;"¡¡¡ B`;"

º0̀¡1;`Ã¡¡¡¡ B`¡1;"0 et le mor-
phisme de R-algµebres "0

`¡1 ± h`¡1 : A B`¡1;"0 sont µa nouveau conformes aux
hypothµeses du th¶eorµeme mais cette fois le noyau de º

0`¡1;` est l'id¶eal princi-
pal de B`¡1;"0 engendr¶e par b` 2 1 1 Il s'ensuit que si b est v¶eri¯¶ee pour
toute R-algµebre B et tout id¶eal K µ B principal il existe un morphisme de

B-algµebres "00

`¡1 : B`¡1;"0 B`¡1;" tel que B`¡1;" est intersection complµete
sur B`¡1;"0 et voisinage ¶etale de I ¢b` donc de I ¢K et un morphisme de R-
algµebres h`¡1;" : A B`¡1;" tels que le diagramme pr¶ec¶edent se complµete en
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un nouveau diagramme commutatif :

oµu º00
`¡1;` est induite par "00

`¡1 µa partir de º0`¡1;` et oµu "00

`¡1 ±"0

`¡1 ±h`¡1 h`¡1;"
La compos¶ee "`¡1 : "00

`¡1 ± "0`¡1 : B`¡1 B`¡1;" est alors un voisinage ¶etale
de I ¢K intersection complµete sur B`¡1 et b est v¶eri¯¶ee au niveau `¡ 1

Un argument par induction montre alors que b est v¶eri¯¶ee pour ` 0

II Cas oµu l'id¶eal K est principal
Nous v¶eri¯ons dans cette partie l'assertion b lorsque K est un id¶eal principal
de B de g¶en¶erateur not¶e bK
{ Cas oµu l'id¶eal I µ R est principal de g¶en¶erateur ¼

Il existe d'aprµes a un morphisme ®2 : R[X1; : : : ; Xm] B de R-algµebres

tel que les diagrammes D sont commutatifs et tel que l'on a pour tout k
r + 1; : : : ;m :

®2 fk 2 ¡ I¢B \ K¢
2

µ ¼¢bK ;

autrement dit ®2 fk ¼
¢bK ¢Sk pour un certain Sk 2 B

Nous proc¶edons maintenant de maniµere analogue µa la d¶emonstration de a

dont nous reprenons la notation vectorielle en particulier ~X : X1; : : : ; Xm
Pour chaque k r+1; : : : ; m soit ~Pk : P1;k; : : : ; Pm;k le m-uplet d'¶el¶ements

de R[X1; : : : ; Xm] de l'¶egalit¶e zz de la preuve de a Posons Qj;k : ®2 Pj;k
~Qk : Q1;k ; : : : ; Qm;k et consid¶erons le morphisme de R-algµebres :

R[X1; : : : ; Xm] ¯¡¡¡¡ B[Zr+1; : : : ; Zm]

d¶etermin¶e par l'¶egalit¶e ¯ ~X ®2 ~X + P
m
k r+1 ¼¢bK¢ ~Qk Zk

On a le d¶eveloppement en s¶erie de puissances par rapport aux variables Zk :

¯¡fk ~X ¢ fk³®2 ~X + P
m
k r+1 ¼¢bK ¢ ~Qk Zk´

¼
¢bK ¢Sk + ¼

¢bK · @fk
@X1

; : : : ;
@fk

@Xm
¸ ¡®2 ~X ¢ 2

4

Q1;r+1 ¢ ¢ ¢ Q1;m

Qm;r+1 ¢ ¢ ¢ Qm;m
3

5

2

4

Zr+1

Zm
3

5

+

+ ¼2
¢b

2
K ¢ ¢ ¢
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et l'on introduit les ¶el¶ements :

Rk : ¯¡fk ~X ¢
¼¢bK 2 B[Zr+1; : : : ; Zm]

on diminue d'une unit¶e les exposants de ¼¢bK dans les d¶eveloppements en
s¶erie pr¶ec¶edents Nous avons ainsi l'¶egalit¶e dans ¡B[Zr+1; : : : ; Zm]¢

m¡r mo-
dulo ¼¢bK :

2

4

Rr+1

Rm
3

5
'2

4

Sr+1

Sm
3

5

+2
66664

@fr+1

@X1
¢ ¢ ¢

@fr+1

@Xm

@fm
@X1

¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
77775

¡®2 ~X ¢2
4

Q1;r+1 ¢ ¢ ¢ Q1;m

Qm;r+1 ¢ ¢ ¢ Qm;m
3

5

2

4

Zr+1

Zm
3

5

¦¦et la composition de ¯ avec la surjection canonique ºB :

s'annule par construction sur l'id¶eal fr+1; : : : ; fm et induit un morphisme

de R-algµebres not¶e ° : A B0

On remarque alors que le d¶eterminant de la matrice jacobienne [@Rk @Zj ]
modulo ¼¢bK est ¶egal µa :

det ·@Rk
@Zj

¸ ' det0
B
@

2

64

@fr+1
@X1 ¢ ¢ ¢

@fr+1
@Xm

@fm
@X1 ¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
75

¡®2 ~X ¢ 2
4

Q1;r+1 ¢ ¢ ¢ Q1;m

Qm;r+1 ¢ ¢ ¢ Qm;m
3

5

1
CA

' ®2 0
B
@

det0
B
@

2

64

@fr+1
@X1 ¢ ¢ ¢

@fr+1
@Xm

@fm
@X1 ¢ ¢ ¢

@fm
@Xm

3
75

~X 2
4

P1;r+1 ¢ ¢ ¢ P1;m

Pm;r+1 ¢ ¢ ¢ Pm;m
3

5

1
CA

1
CA

1

d'aprµes l'¶egalit¶e zz de la preuve de a La localisation B" : B0
det[@Rk @Zj]est par cons¶equent une B-algµebre intersection complµete ¶etale

Notons h : A B" la compos¶ee de ° et du morphisme structural B0 B"
La r¶eduction modulo ¼¢bK identi¯e B0 et B" Notons

e
B : B ¼¢bK La

e
B-algµebre

e
B ­B B0 apparâ³t alors d'aprµes ¦¦ comme le quotient :

e
B[Zr+1; : : : ; Zm]

Zr+1 +
e
Sr+1; : : : ; Zm +

e
Sm

;

qui est clairement isomorphe µa
e
B Par cons¶equent B" est bien un voisinage

¶etale de ¼¢bK dans B et la r¶eduction modulo I de h s'identi¯e µa h
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L'assertion b est ainsi v¶eri¯¶ee µa chaque fois que A est intersection complµete
lisse et que I est principal et ceci quel que soit l'id¶eal K µ B d'aprµes la partie
I de cette preuve

{ Cas oµu l'id¶eal I µ R est quelconque

Nous montrons que le cas g¶en¶eral se ramµene au cas oµu I est principal essen-
tiellement de la même maniµere que dans la partie I
Soit ®2 : R[X1; : : : ; Xm] B un morphisme de R-algµebres tel que les dia-
grammes D sont commutatifs et tel que pour chaque k r + 1; : : : ; m on
ait ®2 fk 2 I ¢bK ¢B i e ®2 fk Pi ¼k;i¢bK ¢bk;i avec ¼k;i 2 I et bk;i 2 B
L'ensemble de ces ¶egalit¶es fait apparâ³tre l'ensemble ¯ni f¼k;ig f¼1; : : : ; ¼tg
d'¶el¶ements de I dont on note I 0 ¼1; : : : ; ¼t l'id¶eal dans R qu'il engendre

Notons pour ` 2 f1; : : : ; tg : R` A` B` C` '` p` les r¶eductions modulo
l'id¶eal ¼1; : : : ; ¼` des objets correspondants ; on appellera le nombre ` le \degr¶e
de r¶eduction" L'id¶eal I0 rend compte de l'obstruction au relµevement de h
v¶eri¯ant b avec B" B en particulier b est v¶eri¯¶ee avec B" B au degr¶e
de r¶eduction t Notons ht un tel relµevement ; on a les diagrammes analogues µa

D :

Dt

oµu celui de droite correspond µa la r¶eduction modulo l'id¶eal ¼1; : : : ; ¼t µ R
L'assertion b peut être v¶eri¯¶ee maintenant par r¶ecurrence sur le nombre t ; le
cas t 0 est trivial et le cas t 1 a d¶ejµa ¶et¶e trait¶e Dans le cas g¶en¶eral l'asser-
tion b est v¶eri¯¶ee par hypothµese inductive pour les donn¶ees A1 B1 C1 etc ;
il existe donc une intersection complµete lisse "1 : B1 B1;" voisinage ¶etale de

I ¢K et un morphisme de R1-algµebres h1;" : A1 B1;" tel que "1 ± h h1;"
et tels que le diagramme suivant est commutatif :

oµu º1 est la surjection canonique "0 : B B"0 est un voisinage ¶etale de I ¢K
intersection complµete qui relµeve "1 et º01

est la surjection induite par "0 µa par-
tir de º1 2 1 1 En particulier B1;"0

s'identi¯e µa la r¶eduction modulo ¼1 de

B"0 Notons p"0 : B"0 C la surjection induite par "0 µa partir de p ; on a
p p"0 ± "0 et p1 s'identi¯e µa la r¶eduction modulo ¼1 de p"0 On a ainsi les
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donn¶ees suivantes :

et comme le passage de R µa R1 se fait par r¶eduction modulo l'id¶eal principal
¼1 l'assertion b est v¶eri¯¶ee pour ces donn¶ees On a donc une B"0 -algµebre

intersection complµete lisse "00 : B"0 B" voisinage ¶etale de I¢K et un mor-
phisme de R-algµebres h" : A B" tel que p"0 ±h" ' et tel que par r¶eduction
modulo ¼1 h" coÄ³ncide avec h1;" ± "00 En¯n la compos¶ee " : "00

±"0 : B B"
fait de B" une B-algµebre intersection complµete voisinage ¶etale de I ¢K et l'as-
sertion b est v¶eri¯¶ee pour les donn¶ees d'origine : A B C ' p h
Le th¶eorµeme est donc prouv¶e lorsque A est intersection complµete lisse sur R

² Cas oµu A est lisse mais pas n¶ecessairement intersection complµete

Par la proposition 1 1 6- b il existe un A-module projectif N tel que l'algµebre

sym¶etrique S¤A N est une intersection complµete lisse sur R Notons { : A
S¤A N le morphisme structural et ¼ : S¤A N A le morphisme de A-algµebres

nul sur N Tout morphisme de R-algµebres Á : A A0 se factorise alors canoni-
quement en :

A {¡¡¡¡ S¤A N
Á±¼

¡¡¡¡ A0

Á

xEn particulier on a pour les donn¶ees ' p et h du th¶eorµeme les factorisations :

oµu p± h±¼ ' ± ¼ Les ¶enonc¶es a et b pour A r¶esultent alors imm¶ediatement
des mêmes ¶enonc¶es pour S¤A N ¤

2 1 3 Corollaire ¶Etant donn¶es un morphisme de R-algµebres h : A B et des

relµevements pA : A A et pB : B B oµu A est lisse il existe une B-algµebre
B" intersection complµete et voisinage ¶etale de I dans B et un morphisme de

R-algµebres h : A B" qui relµeve h Soit en termes de diagramme commutatif :

oµu " : B B" d¶esigne l'homomorphisme structural et oµu pB" est l'homomor-
phisme induit par " µa partir de pB
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D¶emonstration Cas particulier du th¶eorµeme 2 1 2 avec K B ¤

2 2 Homotopies des relµevements µa source lisse de morphismes homo-
topes

Dans cette partie qui est un compl¶ement naturel au th¶eorµeme 2 1 3 nous allons

¶etudier le lien qui relie deux relµevements d'un même homomorphisme modulo I
Nous montrerons que deux tels relµevements sont toujours \homotopes au voisinage

¶etale de I prµes"

2 2 1 D¶e¯nition Soit I un id¶eal dans R Deux morphismes de R-algµebres

u0; u1 : A B seront dits \homotopes au voisinage ¶etale de I prµes" lorsqu'il
existe :

² un voisinage ¶etale B[T ]" de I de T et de 1 ¡ T dans B[T ] dont on note

" : B[T ] B[T ]" l'homomorphisme structural et p0;"; p1;" : B[T ]" B les

morphismes de B[T ]-algµebres induits par " µa partir de p0 et p1 respectivement

² un morphisme de R-algµebres h : A B[T ]" v¶eri¯ant pi;" ± h ui

En d'autres termes on a un diagramme :

Lorsque en plus B[T ]" est intersection complµete sur B[T ] on dira que u0 et
u1 sont \homotopes au voisinage ¶etale de I intersection complµete prµes"

Dans le cas oµu l'homomorphisme " est un isomorphisme ce qui se produit
par exemple lorsque B 2 Alg R on parlera simplement d'\homotopie" Plus

g¶en¶eralement : deux morphismes de R-algµebres u0; u1 : A B sont dits \ho-
motopes" lorsqu'il existe un morphisme de R-algµebres h : A B[T ] tel que

pi ± h ui oµu pi : B[T ] B est la surjection de B-algµebres qui fait correspondre

pi : T
7 i En d'autres termes on a un diagramme commutatif :

2 2 2 Th¶eorµeme Soit A une R-algµebre lisse Deux morphismes de R-algµebres

u0; u1 : A B dont les r¶eductions modulo I sont homotopes par exemple
¶egales sont homotopes au voisinage ¶etale de I intersection complµete prµes
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D¶emonstration Consid¶erons les morphismes de R-algµebres p : B[T ] B © B et' : A B © B d¶e¯nis respectivement par p P T : P 0 ; P 1 et ' a :
u0 a ; u1 a L'homomorphisme p est surjectif de noyau K T 1¡T et l'on a

p±h ' pour toute homotopie h : A B[T ] entre u0 et u1 Le th¶eorµeme apparâ³t
alors comme cas particulier du th¶eorµeme 2 1 2 appliqu¶e µa A '¡ B © B p

Ã¡B[T ]
et µa h : A B[T ] ¤

3 Relµevements et compl¶etion I-adique

Dans cette derniµere section l'anneau R est suppos¶e n¾th¶erien

3 1 Compl¶etion I-adique

On munit R de la topologie I-adique et l'on note
b
R le compl¶et¶e s¶epar¶e I-adique

de R Une R-algµebre A est consid¶er¶ee munie de la topologie I-adique et
b
A d¶esigne

le compl¶et¶e s¶epar¶e de A pour cette topologie Notons pour chaque m 2 N Am :
A Im

¢A L'algµebre
b
A est isomorphe µa la limite du systµeme projectif d¶e¯ni par

les surjections canoniques ºm+1 A : Am+1 Am On a A : A I ¢A ´Am I¢Am ´ b
A I¢

b
A Pour tout morphisme de R-algµebres ® : A1 A2 on

note

b
® :

b
A1

b
A2 le morphisme induit

Les correspondances A Ã
b
A et ® Ã

b
® d¶e¯nissent un foncteur de \compl¶etion"

de Alg R vers la sous-cat¶egorie pleine Algcs R des R-algµebres I-adiquement
complµetes et s¶epar¶ees

3 2 Compl¶etion I-adique faible

Pour toute R-algµebre A Monsky et Washnitzer d¶e¯nissent dans [MW] l'algµebre

Ay des ¶el¶ements z 2 b
A admettant une repr¶esentation comme somme in¯nie :

z Xj¸0
pj x1; : : : ; xn ¤

l'entier n et les ¶el¶ements x1; : : : ; xn sont ¯xes et ind¶ependants de j ils d¶ependent
uniquement de z dans laquelle :

8
><
>:

² x1; : : : ; xn 2 A ;

² pj 2 Ij ¢R[X1; : : : ;Xn] pour tout j 2 N ;

² l'ensemble f
deg pjj+1 gj2N est born¶e

3 2 1 D¶e¯nition [MW] Une R-algµebre A est dite \faiblement complµete"
lorsque l'application canonique A Ay est bijective Une R-algµebre faiblement
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complµete A est dite de \type ¯ni" lorsqu'il existe un sous-ensemble ¯ni S µ A tel
que A est l'unique sous-algµebre faiblement complµete de A qui contient S

On notera Algfc R resp Algfctf R la sous-cat¶egorie pleine de Alg R dont
les objets sont les algµebres faiblement complµetes resp de type ¯ni

3 2 2 Th¶eorµeme [MW] Pour toute R-algµebre de type ¯ni A l'algµebre Ay

est faiblement complµete de type ¯ni

3 2 3 Th¶eorµeme [MW] Pour toute R-algµebre A et tout entier positif m
l'application canonique A Im

¢A Ay Im
¢Ay est un isomorphisme

3 2 4 Th¶eorµeme [MW] Pour tout morphisme de R-algµebres ® : A B il
existe un et un unique morphisme ®y : Ay By compatible µa ® Le morphisme

®y est la restriction de

b
® :

b
A

b
B

Les correspondances A Ã Ay et ® Ã ®y d¶eterminent donc un foncteur de

\compl¶etion faible" qui factorise le foncteur de r¶eduction modulo I et même Im

pour tout m et qui factorise ¶egalement le foncteur de compl¶etion

Les problµemes de relµevements que nous avons ¶etudi¶es dans les sections pr¶ec¶e-
dentes se posent maintenant pour la r¶eduction modulo I de Algcs R resp de

Algfc R vers Alg R
Rappelons que pour toute R-algµebre lisse A la cat¶egorie Algcs R contient les

relµevements formels A1 de [SGA1] cf rem 1 4 2 Lorsque en plus A est une

R-algµebre lisse qui relµeve A sa compl¶etion
b
A resp Ay appartient µa Algcs R

resp Algfctf R et relµeve ¶egalement A 3 2 3 Tous ces relµevements sont I-
formellement lisses

3 2 5 Proposition L'anneau R ¶etant n¾th¶erien soit : ' : A B un mor-
phisme plat par exemple lisse de R-algµebres dont la r¶eduction ' : A B est
un isomorphisme Alors :

a Le morphisme

b' :
b
A

b
B est bijectif

b Si By est faiblement complµete de type ¯ni 'y : Ay By est bijectif

D¶emonstration Les applications induites par ' :

ImA
Im+1A

'¡¡¡¡́ ImB
Im+1B
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sont des isomorphismes pour tout m puisque l'on a :

ImA
Im+1A ´ ImA

Im+1A ­A B ´ ImA
Im+1A ­A B ´ ImB

Im+1B
grâce µa la platitude de B sur A On en d¶eduit par un argument inductif sur m
que les applications :

'm : A
ImA¡¡¡¡́

B
ImB

sont bijectives pour tout m et a est d¶emontr¶ee

Dans b l'injectivit¶e de 'y r¶esulte de celle de

b' 3 2 4 et sa surjectivit¶e est
cons¶equence du th¶eorµeme 3 1 de [MW] qui a±rme que sur une algµebre faiblement
complµete de type ¯ni un systµeme de g¶en¶erateurs modulo I est g¶en¶erateur ¤

3 3 Relµevements trµes lisses

La propri¶et¶e d'algµebres suivante a ¶et¶e introduite par Monsky et Washnitzer dans

[MW] Notons Alg
¤ R l'une des cat¶egories Algcs R Algfc R Algfctf R

3 3 1 D¶e¯nition Une algµebre A 2 Alg
¤ R est dite \trµes lisse dans Alg

¤ R "
lorsque les deux conditions suivantes sont v¶eri¯¶ees :

² L'algµebre A est lisse sur R

² Pour toute paire de morphismes de R-algµebres B p¡¡¡ C 'Ã¡ A oµu B;C 2
Alg

¤ R et p est surjectif de noyau arbitraire et pour chaque morphisme de

R-algµebres h : A B v¶eri¯ant ' p ± h il existe un relµevement h : A B
de h tel que ' p ± h

Le th¶eorµeme 2 1 2- b a±rme que toute R-algµebre lisse v¶eri¯e l'analogue

alg¶ebrique modulo des voisinages ¶etales de la propri¶et¶e ci-dessus Ce th¶eorµeme

permet de r¶epondre µa la question de Monsky et Washnitzer qui demandaient dans

[MW] si une R-algµebre lisse admettait des relµevements trµes lisses dans Algfc R

3 3 2 Th¶eorµeme Soit R un anneau n¾th¶erien

a Toute algµebre dans Algcs R qui est I-formellement lisse est trµes lisse dans

Algcs R Une R-algµebre lisse admet des relµevements trµes lisses dans Algcs R
Deux relµevements trµes lisses dans Algcs R d'une même R-algµebre lisse sont
isomorphes



Vol 76 2001 Relµevements des algµebres lisses 637

b Soit A une R-algµebre lisse Pour tout relµevement A de A lisse sur R l'algµebre
Ay est un relµevement trµes lisse de A dans Algfc R Pour tout autre relµevement
A0 de A lisse sur R les algµebres Ay et A0y sont isomorphes

D¶emonstration

a Soit A un relµevement R-lisse de A Par compl¶etion du th¶eorµeme 2 1 2- b
appliqu¶e µa A et µa B; C 2 Algcs R l'algµebre

b
A est trµes lisse moyennant le fait

que la compl¶etion du voisinage ¶etale " : B B" est un isomorphisme 3 2 5
Deux tels relµevements sont isomorphes puisque I-formellement lisses complets

et s¶epar¶es 1 4 2

b En raisonnant comme dans a on montre par compl¶etion faible de 2 1 2- b que

Ay est trµes lisse dans Algfctf R donc dans Algfc R Le reste de l'assertion
est le th 3 3 de [MW] ¤

Nous ¶enon»cons pour terminer les analogues des th¶eorµemes 2 1 3 et 2 2 2 pour
les relµevements trµes lisses les d¶emonstrations en sont identiques On note Alg

¤ R
l'une des cat¶egories Algcs R Algfc R

3 3 3 D¶e¯nition Soit B 2 Alg
¤ R Notons BhT i la compl¶etion de l'algµebre

des polynômes B[T ] dans la cat¶egorie Alg
¤ R et soient p0; p1 : BhT i B les

morphismes de B-algµebres d¶etermin¶es respectivement par les ¶egalit¶es p0 T 0 et
p1 T 1 Soit A 2 Alg

¤ R et u0; u1 : A B deux morphismes de R-algµebres

On appelle \homotopie de u vers v dans Alg
¤ R " la donn¶ee d'un morphisme de

R-algµebres h : A BhTi tel que u p0 ± h et v p1 ± h

3 3 4 Th¶eorµeme Soit R un anneau n¾th¶erien et soient A; B 2 Alg
¤ R oµu A

est trµes lisse Alors :

a Tout morphisme u : A B admet un relµevement u : A B
b Pour toute paire de morphismes de R-algµebres u0; u1 : A B dont les

r¶eductions modulo I u0; u1 : A B sont homotopes les morphismes u0
et u1 sont homotopes dans Alg

¤ R

3 4 La cohomologie de Monsky{Washnitzer

Dans cette partie le couple R; I est constitu¶e d'un anneau de valuation discrµete
de caract¶eristique nulle R et de son id¶eal maximal I : ¼ On note k : R I le
corps r¶esiduel et K le corps de fractions de

b
R

En 1968 dans l'article [MW] Monsky et Washnitzer posent les fondements

pour une th¶eorie cohomologique µa la de Rham µa coe±cients dans le corps K pour
les sch¶emas lisses sur k L'une des premiµeres di±cult¶es que rencontre la th¶eorie est
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celle du relµevement plat sur R d'une algµebre lisse sur k Inspir¶es par les travaux de

Grothendieck de [G] 1959 les auteurs sont emmen¶es µa consid¶erer les relµevements

formels A1 d'une k-algµebre lisse A donn¶ee Ce sont des R-algµebres complµetes et
s¶epar¶ees qui relµevent A et qui sont deux µa deux isomorphes 1 4 2

Lorsque A est un relµevement lisse sur R de A le compl¶et¶e s¶epar¶e
b
A :

lim
Ã¡ m A ¼m est ¼-formellement lisse et l'on a A1 ' b

A Monsky et Washnitzer
considµerent alors la sous-algµebre Ay µ b

A 3 1 posent :

b­ Ay; K : ­Ay
b
R

0 ­ b
R K

oµu 0 d¶esigne l'adh¶erence de 0 pour la topologie ¼-adique et introduisent le \com-
plexe de de Rham" :

b­
¤ Ay;K : V¤

K b­ Ay;K ¤

de di®¶erentielle induite par celle du complexe de de Rham ­¤
b
A;

b
R et dont l'ho-

mologie est le candidat propos¶e par les auteurs pour la \cohomologie de de Rham

I-adique de A"
Mais pour que cette d¶e¯nition ait un sens intrinsµeque par rapport µa la donn¶ee

de A on est amen¶e µa v¶eri¯er que les morphismes entre deux R-algµebres lisses A
et B se relµevent en des morphismes entre Ay et By et que deux tels relµevements

d¶e¯nissent un même morphisme entre les homologies des complexes ¤ associ¶es

Monsky et Washnitzer avaient remarqu¶e que ces propri¶et¶es d¶ecoulaient de \l'exis-
tence des relµevements trµes lisses dans la cat¶egorie Algfc R " cf 3 3 4 C'est un
point que l'article [MW] n'avait pas r¶egl¶e en dehors du cas pour l'essentiel oµu A
est une k-algµebre intersection complµete lisse ce qui su±sait pour les applications

que les auteurs avaient en vue

Dans l'article [E] paru en 1973 et qui concerne les algµebres sur un couple
R; I n¾th¶erien hens¶elien Elkik prouve qu'il existe des relµevements lisses sur R

pour toute R-algµebre lisse mais n'aborde pas le problµeme des relµevements des

morphismes et de leurs homotopies dont l'existence sera ¶etablie ult¶erieurement
µa l'aide du th¶eorµeme d'approximation d'Artin [A B] cf [vdP] En e®et bien
que pour tout morphisme de R-algµebres h : A B et tous relµevements A et
B lisses sur R de A et B respectivement la restriction d'un relµevement formel
h1 :

b
A

b
B µa la sous-algµebre Ay ne soit pas n¶ecessairement µa valeurs dans By

le th¶eorµeme d'Artin a±rme qu'il existe une approximation hy : Ay By de h1
modulo I Dans cette approche qui est l'approche habituelle aujourd'hui les pro-
pri¶et¶es des relµevements trµes lisses dans Algfc R sont ¶etablies par approximation
des relµevements formels Une des motivations de ce travail a ¶et¶e de supprimer µa la
fois ce type de relµevement et l'utilisation du th¶eorµeme d'Artin

Rappelons pour terminer que même si l'on sait que le relµevement Ay est trµes

lisse pour qu'une correspondance de la forme :

A Ã H¤DR A;K : h¤³0
b­

0
Ay;K

b­
1

Ay;K ¢ ¢ ¢ ´ ¦
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constitue un foncteur d¶e¯ni sur la cat¶egorie des k-algµebres lisses il est encore

n¶ecessaire de prouver que deux morphismes homotopes entre deux algµebres trµes

lisses dans la cat¶egorie Algfctf R induisent un même et unique morphisme entre

les homologies des complexes ¦ associ¶es C'est ce qu'a±rme le th¶eorµeme d'homo-
topie de Monsky{Washnitzer th 5 5 [MW] sous l'hypothµese que le couple R; I
est un anneau de valuation discrµete de caract¶eristique nulle
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