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Surfaces à points doubles isolés

Jean d'Almeida

Abstract. We give a characterization of the generic projection on P2 of an algebraic surface of
P3 with a finite number of nodes The construction of an algebraic surface of P3 with a given
number of nodes is thus equivalent to the construction of a plane curve with nodes and cusps in
some special position
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Introduction

La détermination du nombre maximum de points doubles d'une surface algébrique

de degré fixé de P3 est un problème classique de géométrie algébrique Si

n est le degré de la surface, on note /x(n) le nombre recherché On a /x(3) 4,

/x(4) 16, /x(5) 31 [3], /x(6) 65 [6] Pour montrer que /x(n) S', il faut montrer
que /x(n) < S' puis construire une surface ayant S' points doubles Chacune de

ces étapes est non triviale Des majorations du nombre de points doubles sont
obtenues dans [2], [7] et [8] Diverses méthodes sont utilisées pour construire des

surfaces ayant un nombre élevé de points doubles [1], [3]

On donne ici une caractérisation de la courbe de ramification d'une projection
générique sur P2 d'une surface algébrique de P3 ayant pour singularités un nombre
fini de points doubles ordinaires On obtient une méthode uniforme permettant
de construire une surface de degré n avec ô' points doubles isolés, ô' < /x(n), en

partant d'une courbe plane ayant certaines propriétés
Si p est un point double ordinaire de la surface S, on peut choisir des

coordonnées locales x, y, z dans un voisinage de p dans P3 de façon à ce que l'équation
de S dans ce voisinage soit de la forme f(x, y, z) x2 + y2 + z2 + g(x, y, z) où la

multiplicité de g à l'origine est supérieure ou égale à trois La désmgulansation
S d'une surface S de P3 avec un point double ordinaire isolé est la transformée

propre de S dans l'éclaté de P3 en p L'image réciproque de p dans S est une
courbe lisse rationnelle de self-intersection —2 On notera h%(T) la dimension du
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groupe de cohomologie Hl(T) et Pr l'espace projectif de dimension r sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle.

Théorème 1. Soit F une courbe plane intègre de degré n(n — 1), n > 3, ayant
k n(n — l)(n — 2) points de rehaussements ordinaires et ö + S1 points doubles
ordinaires où ô n(n — l)(n — 2)(n — 3)/2 et ô' > 0. On suppose qu'il existe deux
courbes /jo et Ml de degrés (n — l)(n — 2) et (n — l)(n — 2) + 1 sans composante
commune contenant les k points de rebroussement et S points doubles ordinaires.
On suppose que (n — l)(n — 2) est le degré minimal d'une courbe contenant les

k -\- ö points. Alors il existe une surface de degré n de P ayant 51 points doubles
ordinaires et un point 0 de P tels que F soit la courbe de ramification de la

projection de S sur P de centre 0.

Démonstration. On note P3 Proj k[XQ,X\,X2,X^\ où k est le corps de base,
0 (0,0,0,1) et P2 Proj k[Xo,X\,X<2\. La courbe F est définie par le polynôme
homogène F de degré n(n — 1) en Xq,X\ et X%- Considérons l'intersection du
cône de sommet 0 et de base F et de la surface irréductible d'équation \i\ — X^q.
Cette intersection se compose de ô+k génératrices doubles du cône et d'une courbe
C de degré n(n - l)(n2 - 3n + 3) - 25 - 2k n(n - 1) degF. La projection
de sommet 0 est birationnelle de C sur F. En effet, si (00,01,02) est telle que
F(oq, a\, a<2) 0 et j-io(aO, al, a2) 7^ 0, alors (oo, ai, a,i1 03) est l'unique antécédent
de (oo, ai, a<i) où 03 /xi(ao, ai, a2)/Vo(aO> ai, a<i).

Notons p C —s- F la projection. Le conducteur de p est luc <8> P*^p où luc et

iv-p désignent les faisceaux dualisants. On awp 0r(3 — n(n — 1)). La dualité de

Serre donne H^(öc(i)) H°(ujc(— i))v. Il en résulte que le degré minimal d'une
courbe plane contenant les S + k points est

deg/xo n(n - 1) - 3 - e(C) où e(C) maj,{i/hl(Oc{i) + 0}.

On en déduit donc que e(C) 2n — 5.

Si C n'est pas tracée sur une surface de degré n — 2, alors le théorème de

spécialité de [5] montre que C est intersection complète de deux surfaces de degrés

n et n — 1. Le genre arithmétique tt de C vérifie 2tt — 2 n(n — l)(2n — 5). Son

genre géométrique égal à celui de F est :

[n(n - 1) - l][n(n - 1) - 2]/2 -ô-k-ô'=TT-ô'.
La courbe C a alors ô' points doubles situés au-dessus de ô! points doubles de

F.
On rappelle que la polaire d'une surface S d'équation G par rapport au point

de coordonnées (Ao, Ai, A2, A3) est Ti\tdG/dX% [4], p. 170. On note S0 la polaire
de S relativement à 0.

Un point lisse Q de S appartient S0 si et seulement si le plan tangent en Q
à S passe par 0. Remarquons que les k points de rebroussement de F sont les



24 Surfaces à points doubles isolés CMH

images par p de k points de G où la tangente à G passe par 0. Si une surface T
de degré n — 2 contenait G alors la polaire T° contiendrait les k points ci-dessus.
Or n{n — l)(n — 2) > (n — 3)n(n — 1). Donc, d'après Bezout, T° contiendrait G.
Ceci est absurde car degré(C) > degTdegT0.

La courbe G est donc intersection complète d'une surface A de degré n et d'une
surface B de degré n — 1. Montrons qu'on peut remplacer A par G avec G0 B.
On en déduira que F est la courbe de ramification de la projection de G sur P2
de centre 0. Il faut montrer que G a S' points doubles ordinaires se projetant sur
les S' points doubles de F non situés sur la courbe Co¬

line surface de degré n contenant C a une équation sécrivant

G A + (aX0 + bXt + cX2 + dX3)B

où a, b, c, d sont des constantes. On a

G0 =A° + dB + (aX0 + bXi + cX2 + dX3)B°.

La condition G0 o.B où a G A; (corps de base) s'écrit A0 + (d — a)B +
(o + bX\ + cXi + dX3)B° 0. Elle est réalisée si et seulement si la surface
A0 contient la courbe B n B° (Noether). Mais A0 et B n B° ont en commun les

k points de C qui ont pour images par p les points de rebroussement de F. Mais
k > (n - l)(n - l)(n - 2) et donc A0 contient B n B°. On a donc trouvé G
telle que la projection de centre 0 de G sur P2 ait F pour courbe de ramification.
L'équation de la polaire est dG/dX3. Un point singulier de S appartient à la
polaire G0 et donc à G G n G0. Les singularités de S ne peuvent être situés

qu'aux points singuliers de G. Soit Q un point singulier de G. Montrons que Q
est aussi singulier sur S. Si Q n'était pas singulier sur S, S et S0 seraient tangents
en Q c'est-à-dire que la matrice

dG
dx0
d2G

dG
dX-t
d2G

dG
dX2
d2G

dG -
dX3
d2G

dX0dX3 ÖX1ÖX3 dX2dX3 3

aurait un rang inférieur ou égal à un en Q. Or, dG/dX3{Q) 0 et donc l'un des

nombres dG/dXl{Q) (i 0,1,2) est non nul. Il en résulte que 82G/dX$(Q) 0

donc Q appartient à la polaire de G0 par rapport à 0. L'image de Q sur F ne serait
dans ces conditions pas un point double ordinaire. Un raisonnement analogue
montre que Q est un point double ordinaire de la surface G.

Proposition 2. Sott S une surface de degré n de P3 ayant pour singularités S'

points doubles ordinaires.
Soit 0 un point générique de P On note F la courbe de ramification de la

projection de S sur un plan à partir de 0. Alors degF n(n — 1) et F a k points
de rebroussement ordinaires et S -\- S' points doubles ordinaires avec

S n(n- l)(n - 2)(n - 3)/2 et k n(n - l)(n - 2).
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II existe deux courbes de degrés (n —l)(n —2) et (n — l)(n — 2) + 1 saws composante
commune passant par les points de rehroussement et 5 points doubles ordinaires
de T.

Démonstration. La courbe F est l'image de la courbe S Ci S0 où S*0 est la

polaire par rapport à 0. Le nombre de points de rebroussement de F est obtenu

en considérant S* n S*0 n (S*0)

Le genre géométrique de F est égal à tt — S' où tt est le genre arithmétique de
S C\ S0. Le nombre de points doubles ordinaires de F en résulte immédiatement.
On effectue la construction monoidale de Cayley [5]. On note (ho) la sous-variété
dont l'idéal est le conducteur de la restriction de la projection de centre 0 à SC\S°.
On note / le plus grand idéal gradué de A;[Xo,Xi,X2] définissant (ho) et /jq un
élément homogène de degré minimum de /. Si F est l'équation de F, I/(F) est

muni d'une structure de A;[Xo,Xi,X2,X3]-inodule. On peut donc choisir pour
tout entier i > 1, un élément \i% homogène de / de degré égal à deg(/xo) + i dont
la classe modulo / est le produit de la classe de no par X%. En particulier, le

monoïde d'équation \i\ — X^no contient C S n S*0. Il reste à montrer que ^o et

Hl n'ont pas de composante commune. Si c'était le cas, on aurait \i\ — X%no

D(v\ — X^vo). Or, la courbe C ne peut être contenue dans le cône d'équation
D 0 car deg_D < degF. La courbe C est donc tracée sur la surface d'équation
v\ — X%vo- On vérifie que ceci implique que la courbe plane d'équation vo 0

contient les k + S points singuliers. Ceci contredit le caractère minimal de /jq-

Remarques. On a ainsi ramené la construction d'une surface de degré n avec ô'

points doubles ordinaires à la construction d'une courbe plane de degré n(n — 1)

ayant certaines propriétés.
Ceci permet une approche du problème de la détermination du nombre y«(n)

représentant le maximum de points doubles d'une surface normale de degré n de
P3. En considérant le nombre de points d'inflexion et le nombre de bitangentes
de la courbe de ramification, on obtient la borne de Stagnaro-Basset

n(n) < - \n(n - f )2 - 5 - ^/n(n - \)(?>n - 14) + 25~| n > 6.

En considérant les points de rebroussement, on peut établir que /x(4) < f6,
< 3f, /x(6) < 66.

La borne de Basset n'est pas optimale. Celle de Miyaoka est meilleure. En
fait, pour avoir la majoration de Basset-Stagnaro, on utilise seulement le fait que
la courbe de ramification a un degré donné et des points doubles ordinaires et
de rebroussement en nombre donné. Il faut, pour avoir la majoration exacte,
déterminer les contraintes dues au fait que les points de rebroussement et un
certain nombre de points doubles ordinaires sont situés sur deux courbes de degrés
anormalement bas.
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