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Théorèmes d'annulation sur certaines variétés projectives

Laurent Manivel

1. Introduction

Les conjectures de Hartshorne relatives aux sous-variétés de petite codimension
des espaces projectifs ont suscité de nombreux travaux sur leurs voisinages infinitésimaux,

et les complétions formelles des espaces projectifs ambiants le long de ces

sous-variétés. Relier la géométrie d'une sous-variété à celle de l'espace projectif
requiert, dans ce contexte, des théorèmes d'annulation pour les puissances

symétriques du fibre normal.
Cependant, la cohomologie des puissances symétriques d'un fibre ample de rang

plus grand que un ne s'annule en général que sous des conditions beaucoup moins
favorables qu'on aurait pu l'espérer (voir comment [14] et [15] corrigent [5] sur ce

point). Plus précisément, l'annulation

H\X, Qpx®SkE) 0 si p + q > n + k(r - 1),

où n est la dimension de X et r le rang du fibre vectoriel ample E [4, 11], est

optimale, comme des exemples construits à partir de simples grassmanniennes

permettent de le vérifier [11].

L'objet de cet article est de montrer que sur certaines variétés projectives, la

cohomologie des fibres associés à un fibre ample s'annule sous des conditions

exceptionnellement favorables, meilleures même que celles que proposaient les

conjectures "optimistes", aujourd'hui invalidées, de Le Potier et de Sommese [17].
En contrepartie, ces résultats ne seront valides que sur une classe assez restreinte de

variétés, dont l'archétype est l'espace projectif. Donnons l'énoncé suivant:

THÉORÈME. Soit E un fibre vectoriel ample de rang r sur Pn. Alors
(1) H«(P\ Qppn®SkE) =0siq>r,
(2) Hq(Pn, Qppn® AJE)=Q si q>r -j9
(3) H%P\ Q%n®E®m) =0siq>r(r -
Nous espérons qu'un tel théorème d'annulation ait des conséquences intéressantes

quant à la géométrie des sous-variétés de Pn. Nous montrerons comment en
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faire usage dans le cas de sous-variétés définies comme lieux des zéros d'une section
d'un fibre ample, pour déterminer leur groupe de Picard, ou retrouver des énoncés

de type Barth-Lefschetz.
Pour ce qui est d'étendre notre résultat principal à d'autres variétés que les

espaces projectifs, nous avons proposé la notion de fibre uniformément nef. Est

uniformément nef, dit informellement, un fibre que l'on peut construire au moyen
d'extensions ou de quotients par des fibres en droites numériquement effectifs: nous
montrons que ceci assure un comportement très agréable pour ce qui concerne
l'annulation de la cohomologie de Dolbeault. Notre théorème d'annulation est alors
valable sur toute variété dont le fibre tangent est uniformément nef: donc, en dehors
des espaces projectifs, sur les variétés abéliennes, et toutes les variétés qu'il est

possible de construire à partir de celles-ci par produits, revêtements étales ou
fibrations en espaces projectifs de fibres vectoriels numériquement plats. Nous
montrerons également comment étendre notre résultat principal à l'ensemble des

variétés toriques.
Dans une autre direction, nous nous intéresserons aux sous-variétés d'un espace

projectif, dont le fibre normal se décompose en somme directe de fibres de petit
rang. Nous obtenons dans ce contexte un théorème d'annulation pour les

puissances symétriques d'un fibre ample qui généralise le théorème précédent, avec un
facteur correctif dépendant du rang maximal nx des fibres dont le fibre normal est

la somme.

THÉORÈME. Soit E un fibre vectoriel ample de rang r sur X. Alors pour tout
entier k strictement positif

H%Xy Qfy® SkE) 0 siq > (nx + l)(r - 1) -h nx(n -/>).

On notera que l'entier nx est nul pour un espace projectif, de sorte que l'on retrouve
la première partie du théorème précédent, et que nx vaut un pour une intersection

complète. De plus, on a toujours la majoration nx < codim X: le théorème précédent

donne donc des résultats sur les variétés projectives de petite codimension.

2. Théorèmes d'annulation sur les variétés dont le fibre tangent est uniformément nef

2.1. Cohomologie de Dolbeault sur Pn

Sur un espace projectif, on obtiendra des théorèmes d'annulation pour la

cohomologie des fibres amples beaucoup plus forts qu'en toute généralité, du fait de

la structure bien particulière du fibre tangent. Notre outil essentiel sera une
observation élémentaire:
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PRINCIPE. Soit F un fibre vectoriel sur Pn, et supposons qu'il existe un entier
q(F) tel que pour tout entier naturel m,

H\P\ Kpn ® F(m)) 0 si q > q{F\

où Von note F(m) le produit tensoriel de F par le fibre en droites (9pn(m). Alors il en

est de même pour toute la cohomologie de Dolbeault: pour tout entier p,

H*( P\ Qppn ® F(m)) 0 siq> q(F).

Démonstration. C'est une conséquences des suites exactes de cohomologie
dérivées de la suite exacte d'Euler

0 -> Opn -> V ® Opn( 1) -? TPn -» 0,

où V F(P", ®pn(\)) est de dimension n + 1. En effet, on en déduit des résolutions
des puissances extérieures du fibre tangent par des sommes de fibres en droites

p(n-p)^ An~pTPn->0.

Si l'on tensorise ce complexe par le fibre KPn (g) F(m), on obtient une résolution de

Op«(g)F(m), qui se dévisse en des suites exactes courtes:

0-*KpH®F(m) -+ V®Kpn®F(l -h 1) ->£, ^0.

Les suites exactes longues de cohomologie correspondantes donnent alors si

q>q(F):

n, Qppn ® F{m)) Hq +J( F1, En_p_j)=Hq+n ~p{ Pn, Kpn ® F(m)) 0,

et notre principe est donc établi.

2.2. Fibres uniformément nefs

Comme nous l'a suggéré J. P. Demailly, le phénomène qui permet, sur l'espace

projectif, de démontrer le principe précédent, peut se formaliser de la façon
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suivante. Si & est la catégorie des fibres vectoriels définis sur les variétés algébriques
(ou analytiques) lisses complexes, désignons par ^ la plus petite sous-catégorie de

!F vérifiant les propriétés suivantes:

(1) si O-»S'-»is-»ô-*0 est une suite exacte de fibres vectoriels; alors

S et S,Q

(2) si E S 0 Q e % alors S,Qe<£;
(3) si/: Y->X est un morphisme fini, et E est un fibre sur X, alors E e <$ si et

seulement si f*E e <£;

(4) ^ contient tous les fibres de la forme E (g) L, où L est un fibre en droites
numériquement effectif, et E un fibre vectoriel hermitien plat de rang
quelconque.

Rappelons qu'un fibre E sur X est dit hermitien plat s'il provient d'une représentation

unitaire du groupe fondamental nx(X). Un fibre élément de # sera dit
uniformément nef, dans la mesure où il est nécessairement nef, et où sa "positivité"
est contrôlée par celle de fibres en droites numériquement effectifs.

PROPRIÉTÉS

• La catégorie ^ est stable par produit tensoriel.
En effet, les éléments de <€ sont les fibres que l'on peut construire à partir des

"blocs fondamentaux" E®L, E hermitien plat et L nef de rang un, en
utilisant un nombre fini de fois les trois premières propriétés qui définissent #.
L'ensemble de ces blocs fondamentaux étant évidemment stable par produit
tensoriel, il suffit de vérifier que pour tout Fe^, si E se construit en

appliquant ces propriétés à des objets de # dont le produit tensoriel par F est

encore dans #, alors E®Fecé>: ce qui est une évidence.

• Si E e<g, alors pour tout entier naturel k, SkE e<£ et AkEec€.
En effet, ce qui vient d'être dit assure que E%kecê. Il suffit alors pour
conclure d'appliquer la propriété 2 à ses facteurs directs SkE et AkE. Plus

généralement, il en sera de même pour tout fibre associé à E et à une

représentation de dimension finie de son groupe structural.

• Si E g ^, et si n: Z -* X est un morphisme surjectif lisse, alors n*E e^.
C'est clair si E est produit d'un fibre hermitien plat par un fibre en droites
numériquement effectif, ou s'il en est ainsi de son image réciproque par un
morphisme fini/: Y-+X, puisqu'alors la seconde projection YxxZ-+Z est

également finie. Il en est donc de même pour tout objet de #.
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• Si E admet une filtration telle que le fibre quotient gradué associé soit dans #,
alors E e <€.

En effet, chacun des quotients des termes consécutifs de la filtration est aussi

dans # d'après 2, puis par récurrence, il en est de même de chacun des termes
de la filtration d'après la seconde partie de 1. En particulier, ^ contient les

fibres numériquement plats, c'est-à-dire, d'après [3], ceux qu'il est possible de

filtrer de telle façon que les quotients successifs soient hermitiens plats.

Nous nous intéresserons particulièrement aux propriétés cohomologiques des

fibres uniformément nefs.

PROPOSITION. Considérons un fibre ample F de rang r sur une variété X de

dimension n, et supposons qu'un fibre G, défini sur X, soit un objet de %>. Alors

Hq(X,Qpx®G®F) 0 sip+q>n+r,
Hq(X, KX®G® AkF)=0 siq>r-k.
Démonstration. En effet, il en est bien ainsi lorsque G est de la forme E ® L, où

E est hermitien plat et L nef de rang un. Le premier de ces énoncés, par exemple,
se déduit de l'isomorphisme

^ Hq( P(F% OÇ(F>) ® n*E ® (9F( 1) ® n*L),

où n:P(F*)-+X est la projection naturelle. Le théorème de Kodaira-Nakano
s'applique alors directement au membre de droite de cet isomorphisme, puisque le

fibre en droites 0F(l) ®n*L est ample sur P(F*), alors que n*E est hermitien plat.
Pour passer à l'ensemble des objets de la catégorie #, reste à vérifier que les

propriétés 1, 2 et 3 permettent d'étendre ces résultats aux fibres qui se construisent
à partir des précédents: c'est évident pour 2, et pour 1, cela s'ensuit directement des

suites exactes longues de cohomologie associées à une suite exacte courte. Pour ce

qui est de 3, il suffit de remarquer que pour tout fibre H sur X, le morphisme

>Hq(Y9QpY®f*H)

est injectif lorsque / est fini.

2.3. Variétés à tangent uniformément nef

Nous nous intéresserons particulièrement à la classe ^l des variétés projectives
lisses complexes dont le fibre tangent est uniformément nef. Celles-ci se comportent
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de manière très favorable quant à l'annulation de la cohomologie de Dolbeault des

fibres vectoriels. En effet, les puissances extérieures An~pTX sont également
uniformément nefs, et l'on obtient en raisonnant comme dans la section précédente
le "principe" suivant.

PRINCIPE. Soit F un fibre vectoriel sur X, et q(F) un entier tel que pour tout
fibre G sur X appartenant à ^,

Kx®F®G)=0 si q> q{F).

Alors il en est de même en cohomologie de Dolbeault: pour tout entier p,

H«(X, Qpx<8)F®G)=0 siq>q(F).

La classe °U des variétés à fibre uniformément nef est évidemment restreinte. Elle
contient cependant les exemples importants que sont les espaces projectifs et les

variétés abéliennes. Elle est stable, de surcroît, par un certain nombre d'opérations
naturelles.

PROPOSITION
(1) La classe fy contient les espaces projectifs et les variétés abéliennes.

(2) Si X et Y sont dans %, X x Y aussi
(3) Sif: Y-+X est un revêtement étale fini, et si Xe%, alors Ye<%.

(4) Si X etfl, et si El9..., Em sont des fibres vectoriels numériquement plats sur
X, alors Y P(Ef) xx- xx P(E%) est encore dans %.

Démonstration. La première assertion est une conséquence de la suite exacte
d'Euler pour les espaces projectifs; les deux suivantes sont des évidences. Pour ce

qui est de la dernière, supposons pour simplifier les notations que Y P(2s *), où E
est numériquement plat sur Xetft. On dispose alors des suites exactes

0 _> Tv Y -> TY -> n*TX -> 0,

où TVY est le fibre tangent vertical relativement à n. Comme E est numériquement
plat, il en est de même de E*, et le fibre en droites &E(l) est nef sur Y. Donc
n *E* ®6E{\)e^9 donc Tv Y également et TY g <€ a fortiori.

Nous allons maintenant montrer que la cohomologie des fibres vectoriels amples

sur les variétés dont le tangent est uniformément nef, s'annule sous des conditions
particulièrement favorables.
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2.4. La suite spectrale de Borel et Le Potier

Rappelons brièvement de quelle manière sont démontrés la plupart des théorèmes
d'annulation pour les fibres vectoriels amples. H s'agit essentiellement de faire usage
du théorème d'annulation de Kodaira-Nakano pour les fibres en droites naturellement

définis sur les variétés de drapeaux du fibre considéré, disons E. La cohomolo-
gie de ces fibres en droites doit d'autre part être reliée à celle, sur la base, de fibres
associés à E pour certaines représentations de son groupe structural G7(r, C).

C'est la suite spectrale de Borel et Le Potier qui établit ce lien. Il s'agit, pour
construire cette suite spectrale, de remarquer que si /: Y -> Z est un morphisme
surjectif de variétés projectives lisses, le fibre QPY des p -formes régulières sur F peut
être filtré selon le degré sur la base Z, autrement dit par les sous-fibrés

^QPy-* Af*Q'z.

Les quotients successifs de cette filtration sont les fibres

QUP

où QJY/z désigne le fibre des y-formes relatives aux fibres de/. Pour tout faisceau 3F

sur Y, on obtient ainsi une filtration du complexe de Dolbeault, qui calcule les

groupes de cohomologie H*(Y, QPY®3F). Ceux-ci sont donc l'aboutissement d'une
suite spectrale, dont le terme d'ordre un s'écrit

Gtp

A leur tour, ces groupes de cohomologie sont susceptibles d'être déterminés via la
suite spectrale de Leray, dont le terme d'ordre deux est en l'occurence

**E¥ H>(Z, Q'Z®H'(YIZ, Qpyï1®3F%

où les groupes de cohomologie relative HJ(Y/Z, fiy/z®«f), désignent, avec un
léger abus de notations, les images directes supérieures par/du faisceau QsYlz®3F
sur Y.

Si l'on est capable de comprendre de manière suffisamment précise ces groupes
de cohomologie relative, lorsque Y est par exemple une variété de drapeaux de E et
3F un fibre en droites, on pourra obtenir ainsi, dans un premier temps, des

théorèmes d'annulation pour la cohomologie du produit tensoriel Kz par certains
fibres associés à E: par exemple ses puissances extérieures (théorèmes de Le Potier
[9]), ou le produit de ses puissances symétriques par son fibre déterminant (théo-
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rème de Griffiths [6]). Si l'on veut atteindre dans de bonnes conditions d'autres
fibres associés, par exemple les puissances symétriques de E, il est alors indispensable

de pouvoir annuler la cohomologie de Dolbeault des fibres dont on contrôle
la cohomologie du produit par le canonique. C'est ce qui fait l'intérêt du principe
que nous venons d'énoncer.

2.5. Puissances symétriques et extérieures

Soit F un espace vectoriel complexe de dimension d. Nous noterons

noyau de l'opérateur de contraction

Ç§)ldy

SkV® AJV >SkV®V®V*® AJV-*Sk+xV® aj~1V,

composé du produit tensoriel par l'identité idve V®V* — End F, et des contractions

naturelles SkV® V->Sk + lVet F*® ajV-+ a'~1V.
Cet espace vectoriel Sik^V définit une représentation irréductible du groupe

linéaire Gl(V), et le produit tensoriel d'une puissance symétrique par une puissance
extérieure de F se décompose en

SkV® AJV S(k^+l)V®S(k+1^V.

Notons de plus que Sik^V SkVet S^v ajV, alors que 5<*1>>F 0 si; ou k est

nul, ou si j > dim F. Ces espaces vectoriels sont des groupes de cohomologie de

Dolbeault de puissances du fibre en droites quotient sur l'espace projectif des

hyperplans de F ([10]; c'est aussi une conséquence du théorème de Borel-Weil-

Bott):

LEMME. On a Visomorphisme de Gl(V)-modules, si k ^ 0,

On désigne ici par ôtJ le symbole de Kronecker. Nous en déduirons le théorème

d'annulation suivant:

THÉORÈME. Soit X une variété dont le fibre tangent soit uniformément nef.

Soient El9... ,Em des fibres vectoriels amples, de rangs respectifs rx,... 9rm,et Lun
fibre en droites numériquement effectif sur X. Alors

Q si q > £ (r,-/,).

De même si les fibres Ex,..., Em sont nefsy et si le fibre en droites L est ample.
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COROLLAIRE. Si E est ample (resp. numériquement effectif) de rang r, et si L
est un fibre en droites nef {resp. ample) sur X à tangent uniformément nef alors

Qpx® aj'E®L) 0 si q > r -j,
Qpx®SkE®L) 0 siq>r,

les entiers j et k étant supposés strictement positifs. Plus généralement, pour m > 0,

H«(X, Kx®TX®m®SkE®L) 0 si q > r.

REMARQUES. En particulier, on obtient sur l'espace projectif les deux
premiers tiers du premier théorème de notre introduction. J'ignore dans quelle mesure
le théorème précédent peut être considéré comme optimal. On notera que le tangent
du projectif est ample, et que

Hn-l*-\Pn)=Hn-\P", Kpn® TPn) # 0.

Les résultats précédents, obtenus, insistons sur ce fait, pour des variétés bien

particulières, sont respectivement plus forts que la conjecture de Sommese [17],

Hq(Y, QPY® AJE®L) =0 si p + q >n H- r -j,
et le théorème, malheureusement inexact, énoncé par Faltings [5],

Y, QpY®SkE®L) =0 si p+q>n+r.

Rappelons que des contre-exemples à la première ont été donnés par Schneider et

Demailly [2], et que le second a dû baisser pavillon devant l'analyse de [14]. Il n'est

pas même vrai, en général, que la cohomologie des puissances symétriques doive
s'annuler sous une hypothèse du type suivant:

Qpx®SkE®L) =0 si/?+?>«+ q>(r\

et des exemples construits à partir du fibre quotient sur des grassmanniennes,
montrent qu'on ne peut espérer mieux, en général, que

y, Qpx® SkE®L) =0 si p + q > n +k(r - 1).

Ce résultat est un cas particulier des théorèmes démontrés dans [11].
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Démonstration du théorème. Les entiers j\,.. ,jm étant supposés strictement
positifs, on procédera par récurrence descendante sur la somme j =j\ + • • • +jm —

m. Soit Y le produit fibre des variétés des hyperplans de Eu..., Em, et n sa

projection sur X:

Définissons sur Y le fibre en droites

où /, est la projection sur le i-ème facteur de Y. Ce fibre en droites est ample sous
l'une ou l'autre hypothèse du théorème.

Considérons les termes d'ordre deux de la suite spectrale de Leray associée aux
termes d'ordre un de la suite spectrale de Borel et Le Potier de 5£\

p,p - tEtj

La fibration n étant localement triviale, les groupes HJ(Y/X, Q^x®^) de coho-

mologie relative se calculent fibre à fibre. Chacune de ces fibres est un produit
d'espaces projectifs, son fibre cotangent et ses puissances extérieures se décomposent

donc en conséquence. Utilisant la formule de Kûnneth et le lemme 2.1, on
obtient aisément la dégénérescence de la suite spectrale de Leray, et l'expression
suivante du terme d'ordre un de la suite spectrale de Borel et Le Potier:

11 + + tm t + m

Posons maintenant p n +j, et considérons les morphismes cobords

Pcjn-h,q-n+h-l. pgn-h,q-n + h-\ -+P£"><!~n,

L'hypothèse de récurrence implique que pour tout h > 1, le terme d'ordre un de la
suite spectrale PE\-h^-n+h~l est nul pour q — 1 > E^Li (r, —j,) —h: il en est donc
de même de PEnh~Kq-n^h~x. Les morphismes cobords considérés sont donc tous
nuls si q > l/^ml (rt —jt), ce qui implique l'isomorphisme

Mais ce dernier terme est un quotient d'une filtration de Hq(Y, QnY+J ® J&f), qui
s'annule, en vertu du théorème de Kodaira-Nakano et de l'amplitude de if, dès que
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n+q +j>dim Y n -fZ^L 1 (r, — 1). On en déduit l'annulation

0 si # > £ (r, -y,),

ce groupe de cohomologie étant un facteur direct de pE^g~n. Enfin, il en est de

même pour toute la cohomologie de Dolbeault selon le principe énoncé en 2.1.

REMARQUE. Il faut noter que les idées de cette section peuvent s'adapter à

des situations plus générales que celles que nous avons examinées. Il suffit en effet

que le fibre tangent, sans être forcément uniformément nef, puisse se construire à

partir de fibres en droites numériquement effectifs, et de suites exactes courtes, pour
que l'on puisse obtenir des théorèmes d'annulation. Plus précisément, imaginons
que l'on dispose de suites exactes de fibres vectoriels

dans lesquelles deux de ces fibres sont sommes directes de fibres en droites
numériquement effectifs, et de fibres AJ9 B} ou Cj pour y < /. Notons Et le troisième
de ces fibres, et disons que la suite exacte ci-dessus est de type a si Et=At. Si

Es TX, et si, parmi les suites exactes qui permettent de le construire, t sont de type
a (TX est uniformément nef lorsque t 0), on obtient sur X l'annulation

H%X, Qpx ® SkE) 0 si q > t(n -p) + (t + l)(r - 1),

pour tout fibre ample E de rang r.
Par exemple, notons ân la quadrique des droites isotropes de V ~ Cw + 2 relativement

à une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Si L est le fibre en droites
tautologique sur ân, son dual est le générateur ample, que l'on notera donc aussi

0(1), du groupe de Picard de la quadrique. De plus son orthogonal L1 est de rang
« -h 1, et l'on a un isomorphisme T£n ~Z//L(g)0(l), Ceci permet d'obtenir une
description adéquate du fibre tangent de la quadrique, sous la forme des deux suites

exactes

V®(9(\)

dont la première est de type a. On verra (Section 4.1) que le théorème d'annulation
qui s'ensuit s'étend à toutes les intersections complètes de l'espace projectif.
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3. Sur certaines sous-variétés de l'espace projectif

3 1 La cohomologie du fibre normal

On désignera désormais par X une sous-vanété de codimension r de Pn, définie

comme lieu des zéros d'une section d'un fibre ample E de rang r sur Pn, transverse
à la section nulle Le fibre normal à X s'identifie alors à la restriction de E Nos
théorèmes d'annulation pour la cohomologie de E sur Pn ont pour conséquence sur
X le résultat suivant

THÉORÈME H\Xy SkE* ® 0x(m)) 0 si k > 0, q < dim X et m < 0

Démonstration Supposons pour alléger un peu les notations que m 0 La
section globale de E sur Pn dont X est le heu des zéros définit un complex de Koszul

Tensonsons ce complexe par SkE* Comme le produit tensonel SkE*® ajE* se

décompose en somme directe de S(k^+l)E* et S(k + 1^E*, le théorème 1 2 appliqué
au seul fibre E permet d'obtenir, après dualité de Serre,

Ht+XP", SkE* ® AJE*) =0, si q < n - r, 0 <j < r

Les suites exactes de cohomologie associées à la résolution précédente de

SkE*®Gx impliquent alors bien que Hq(X9 SkE*) 0 si q <n -r =dimX

Un tel théorème d'annulation admet, selon Hartshorne [7], des conséquences,

entre autres de nature topologique, que nous allons maintenant examiner.

3 2 Le groupe de Picard

PROPOSITION Si dim X > codim X, et si X n'est pas une surface dans P3,

Pic{X)=Z<9x{\)

Démonstration Sous cette hypothèse, on sait que tout fibre en droites sur la

complétion formelle Pnx de Pn le long de X, provient d'un fibre en droites sur Pn II
s'agit donc de démontrer que l'homomorphisme de restriction

Pic(Pnx)-+Pic{X)
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est un isomorphisme. Si Jx est le faisceau d'idéaux de X, et Xk son voisinage
infinitésimal d'ordre k9 il suffit donc de vérifier que chaque homomorphisme de

restriction

Pic(Xk)^Pic(Xk_x)

est un isomorphisme. Considérons pour cela les suites exactes

La suite exacte longue de cohomologie correspondante montre que l'isomorphisme
désiré est conséquence de l'annulation de Hq(Pn9 J^xl^x*1) P°ur q 1 et 2. Mais
^a7^a-+1 ~ SkE*®(9x, de sorte que cette annulation résulte du théorème 3.1 pour
dim X>3.

REMARQUE. La restriction imposant à X de n'être pas une surface de P3, est

indispensable, puisqu'une quadrique de P3 possède un groupe de Picard de rang
deux.

3.3. La dimension cohomologique du complémentaire

LEMME. La variété X est connexe, et Hl(X, (9X) 0 pour 0 < i < dim X.

Démonstration. L'argument est le même que dans la démonstration du théorème

ci-dessus, où l'on fait k 0.

La résultat suivant est connu pour les intersections complètes, et généralise la

propriété qu'a le complémentaire d'une hypersurface de Pn d'être un ouvert affine:
soit de manière équivalente, d'après un théorème de Serre, d'avoir une dimension

cohomologique nulle.

THÉORÈME. La dimension cohomologique de U=Pn — X est strictement
inférieure à la codimension de X.

Démonstration. D'après [8, Proposition 2.9], il suffit de vérifier que les applications

sont des isomorphismes en degré i < dim X, Px désignant la complétion formelle de

Pn le long de X.
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Soit Xk le voisinage infinitésimal de X d'ordre k, 0Xfc (9^n\Jkx^l son faisceau

structural, où Jx e&t le faisceau d'idéaux de X. On a des suites exactes

et ^xl^x+1 SkE* ® (9X n'a pas de cohomologie en degré inférieur à la dimension
de X, de sorte que les applications naturelles

sont des isomorphismes en degré i <dimX— 1, et demeurent injectives en degré
/ dim X — 1. Après passage à la limite, il en est donc de même des applications
naturelles

Le lemme précédent permet d'en déduire que

Hl(Pnx, <%) 0 si 0 < / < dim X.

Il en est bien de même pour l'espace projectif lui-même, et le théorème s'ensuit.

Cet énoncé, comme l'a également observé Hartshorne, permet d'obtenir des

énoncés de type "Barth-Lefschetz" pour la cohomologie à coefficients complexes.

COROLLAIRE. Le morphisme de restriction Hl(Pn9 C) ->Hl(X, C) est un iso-

morphisme en degré i < dim X, et reste injectif en degré i — dim X.

On aurait pu retrouver ce résultat par la méthode de Schneider et Zintl [16].

4. Fibre normal et théorèmes d'annulation

L'objet de cette section est d'établir un lien entre les conditions d'annulation de

la cohomologie de Dolbeault des fibres vectoriels amples sur une variété projective,
et les propriétés de décomposition de son fibre normal.

Commençons par une définition. Si X est une sous-variété lisse de dimension n
de P^, soit nx le plus petit entier tel que le fibre normal de X se décompose en
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somme directe de fibres de rang inférieur ou égal à nx. Bien entendu, nx < codim X,
et cet entier vaut zéro pour un espace projectif. Il est d'autre part égal à un pour
une intersection complète, cas que nous allons commencer par examiner en détail.

4.1. Cas des intersections complètes

On a remarqué que le principe 2.1 pouvait s'étendre, avec quelques modifications,

dès que le fibre tangent de la variété peut se dévisser par des sommes de fibres
en droites numériquement effectifs. Si X est une intersection complète dans Pn, on
en obtiendra la variante suivante:

PRINCIPE. Soit F un fibre vectoriel sur Vintersection complète X, et supposons
qu'il existe un entier q(F) tel que pour tout fibre en droites L nef sur X,

O si q>q(F).

Alors, pour la cohomologie de Dolbeault:

H%X, QPX®F®L) 0 sip+q>dimX + q(F).

Démonstration. La suite exacte normale s'écrit

où le fibre normal N est somme directe de fibres en droites très amples. On en
déduit l'existence de complexes

Tensorisons ces complexes par KX®F®L. Pour montrer que la cohomologie de

Dolbeault de F® L s'annule en degrép +q> dim X -h q(F), il suffit de vérifier que

pour tout entier j compris entre zéro et dim X —p, et tout fibre en droites nef M,

sous la même condition de degré. Pour y dim X —p, c'est une conséquence directe
de l'hypothèse. Supposons donc que j <dimX—p. Tenant compte de la suite
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exacte d'Euler et de ses puissances extérieures, comme on l'a fait pour établir le

principe 2.1, il suffit de vérifier que

Hq-J'(X, KX®F®M) 0

sous la même condition, pour / =j où y —1. Mais sous cette condition,
q —/ > q(F), et l'annulation précédente fait partie de nos hypothèses.

En procédant de même que sur l'espace projectif, on obtiendra par exemple le

théorème d'annulation suivant:

THÉORÈME. Si E est un fibre vectoriel ample de rang r, et L un fibre en droites

numériquement effectif sur une intersection complète X dans Pn9 alors

ajE®L)=0 sip+q>dim X + 2(r -j).
Plus généralement, pour tout entier m > 0,

y Kx® TX*m® SkE® aŒ®L) 0 si q>m+ 2(r -y).

REMARQUE. Il en va de même si X est une sous-variété d'une variété Y dont
le fibre tangent est uniformément nef, sous l'hypothèse où son fibre normal est

somme directe de fibres qui sont des objets de <€. Par exemple, si X est une

hypersurface d'un tore.

Nous démontrerons en fait un énoncé plus général, qui s'applique à d'autres
variétés projectives que les intersections complètes, et en particulier à celles qui sont
de petite codimension.

4.2. Sous-variétés dont le fibre normal est très décomposé

On entend par là, essentiellement, des variétés X telles que l'entier nx que nous
leur avons associé soit petit devant leur dimension. C'est sous cette condition que
l'énoncé qui suit n'est pas vide de sens:

THÉORÈME. Soient Ex,..., Em des fibres vectoriels amples, de rangs

r,,..., rm, et L un fibre en droites numériquement effectif sur la variété projective X,
de dimension n. Alors

0
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sous Vhypothèse suivante:

r< "h) + nx\n ~P\ 1=1

De même si El9. 9Em sont nefs et si L est ample.

REMARQUE. Sous cette dernière hypothèse, ce résultat s'étend aux sous-
variétés X de variétés complexes dont le fibre tangent est uniformément nef, sous

l'hypothèse où le fibre normal se décompose en somme de fibres de rang inférieur
où égal à nx. Ces facteurs directs sont en effet automatiquement nefs, et la
démonstration qui va suivre fonctionne sans changement.

Démonstration du théorème. On procédera par récurrence sur ô ZfL {(kt — 1),

le nombre de fibres impliqués étant arbitraire, et pour ô fixé par récurrence
descendante sur p.

PREMIÈRE ÉTAPE. Pour ô 0 et p w, il s'agit de vérifier que

m

Hq(X9 Kx® aj>Ex ® • • • ® AJ™Em®L) 0 si q > £ (rt -jt).

Ce résultat est une extension presque immédiate du théorème de Le Potier [9, 4],

que l'on obtiendra par exemple en appliquant ce théorème au fibre ample F9 somme
directe des fibres Eu 9Em. En effet, il vient

m

Hg(X, Kx® AJF®L) 0 si q > £ rt -j9

et pour j =jx -f • • • -\-jm9 AJlEx ® • • • ® AJmEm est un facteur direct de ajF.

DEUXIÈME ÉTAPE. Montrons que si le théorème est vrai en degré p =n9 ô

étant fixé, il l'est aussi en degré p quelconque. On considérera pour cela la suite

exacte normale

Par hypothèse, le fibre normal N se décompose en une somme directe
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où les fibres Nl9... 9NS sont amples, comme quotients de la restriction à Xdu fibre

tangent à l'espace projectif ambiant, et sont de rang inférieur ou égal à nx.
Considérant les puissances extérieures de la suite exacte normale, et de la suite

exacte d'Euler restreinte à X, comme on l'a déjà fait à plusieurs reprises, on constate

qu'il suffit de vérifier que pout tout y compris entre zéro et n — /?,

Hq~J(X, Kx®Sikl^î)El®- • -®Sikm^m)Em®SJN®L) 0.

Mais la puissance symétrique SJN est un facteur direct de la puissance tensorielle
N®J, qui se décompose en somme directes de produits tensoriels des facteurs de N.
Il suffit donc de vérifier que pour tout suite d'indice il9... 9iJ9

0.

Appliquons notre hypothèse aux fibres El9... 9Em9 N,l9... 9Ntj9 pour km+hetjm+h
égaux à un: la valeur de ô en est inchangée, ce qui nous permet d'annuler les

groupes de cohomologie précédents sous l'hypothèse

m m

q —j > Yj (ri —ji) +jinx ~ 1) + nx Z m^n(ri ~jn K — 1),
1=1 I s= 1

donc a fortiori, puisque j <n —/?, sous la condition du théorème.

TROISIÈME ÉTAPE. Reste à montrer que si le théorème est vrai pour ô' < <5,

et pour tout py il l'est encore pour ô en degré p =n. Considérons pour cela, une fois

encore, la fibration

et sur Y le fibre en droites ample

où /, est la projection sur le /-ème facteur de Y. On a vérifié en démontrant le

théorème 2.1 que les termes d'ordre un de la suite spectrale de Borel et Le Potier

correspondante, d'ordre p n +j — m, admettaient les expressions suivantes:
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où 7 =j\ + • • • +jm. Lorsque h est strictement positif, on peut appliquer l'hypothèse
de récurrence aux différents termes de cette somme: il vient

pj?n-h,q-n + h _ Q

si q > I/p=, (rt —jt) — h + /^(A + 171 (min(r, —/, A:, - 1) — h). Les morphismes
cobords

»,/n — h,q — n + h — \.p T7n — h,q — n + h — 1 _.p J7n,q — n
ah ' ^h ""* ^h

sont donc nuls pour q > £?L x (rt —y,) -h nx Z^L 1 min^ —jn kt — 1), ce qui implique
l'isomorphisme

Mais ce dernier terme s'annule, d'après le théorème de Kodaira-Nakano, dès que
q > EfLi (r, -y,), et notre théorème est démontré. D

COROLLAIRE. Si E est un fibre vectoriel ample de rang r sur X,

Kx ® SkE) =0 si q > (nx + l)(r - 1).

Plus généralement, on peut déduire de ce qui précède des théorèmes d'annulation

pour la cohomologie des fibres associés à E pour n'importe quelle représentation

polynômiale du groupe structural Gl(r, C). Rappelons que les représentations
polynômiales irréductibles de Gl(r, C) sont indexées par des suites d'entiers naturels

Pi ;> • • • > pr > 0. Le diagramme de Young de la partition correspondante peut
alors être décomposée en équerres de la façon suivante:

*1

J-1

Notons ku km les longueurs de ces équerres, et jl9... Jm leurs hauteurs.

Alors
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p=(ku...,km \ju...Jm)

en notation de Frobenius, et Sikl^l)E coïncide avec le fibre associé à E pour la
représentation de Gl(r, C) définie par l'équerre de longueur kx et de hauteur jx. De

plus, il est facile de vérifier que le fibre associé à E pour la représentation de Gl(r, C)
définie par p, fibre que l'on notera SPE9 est un facteur direct du produit tensoriel

On associera à la partition p un entier q(p) de la façon suivante: considérons la

partie de la demi-droite de pente — 1 issue du coin supérieur gauche du diagramme
de Young de p, qui se trouve à l'intérieur de ce diagramme; q{p) est le nombre de

cases situées soit strictement au-dessus de cette ligne, soit au-dessous et en dehors
du diagramme de p.

v s

p
y
/y
_y-J

Dans l'exemple ci-dessus, q{p) est le nombre de cases hachurées. Sur la /-ème

colonne, ce nombre de cases hachurées est exactement r—y,. D'où le corollaire
suivant:

COROLLAIRE. Si E est un fibre vectoriel ample de rang r sur JST, et p une

partition,

® SŒ) =0 siq> (nx + l)q(p) + nx{n -p).

Si m équerres suffisent à reconstituer la partition p, q{p) <m(m — l)/2 +
m(r — m). Chaque puissances tensorielle de E se décomposant en somme directes de

fibres associés à des représentations irréductibles, on en déduira aisément le résultat
suivant:

COROLLAIRE. Si E est un fibre vectoriel ample de rang r sur X9 alors pour tout
entier k strictement positif,

H\X, =0 siq> {nx
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En particulier, sur l'espace projectif, on obtient la troisième partie du premier
théorème de notre introduction.

Insistons sur le fait que de tels théorèmes d'annulation, pour des produits
tensoriels du fibre canonique par des fibres associés à un fibre vectoriel ample, ne
s'obtiennent en général qu'au moyen d'énoncés analogues, pour certains autres
fibres associés, en cohomologie de Dolbeault. Même si cela n'est pas apparent dans
les énoncés de tous nos résultats, le passage à la cohomologie de Dolbeault est

absolument indispensable.

REMARQUE. Signalons enfin que l'ensemble de nos résultats s'étend directement

au cas de fibres A:-amples, c'est-à-dire tels que le fibre en droites quotient
&E(1) soit k-ample au sens de [17], sur la variété P(E*) des hyperplans de E. Il
suffit pour cela d'utiliser l'extension du théorème de Kodaira-Nakano établie par
Sommese pour les fibres en droites k-amples, et d'ajouter en conséquence k à toutes

nos conditions d'annulation.

5. Théorèmes d'annulation sur les variétés toriques

5.1. Introduction

Une variété torique X est une variété algébrique normale, contenant un tore
algébrique T ~(C*)n comme ouvert dense, et telle que l'action naturelle de T sur
lui-même se prolonge en une action de T sur X (se reporter à [13] pour plus de

détails, référence dont nous reprendrons autant que possible les notations).
Une telle variété peut être construite via un éventail, c'est-à-dire, une collection

A de cônes rationnels polyédraux fortement convexes d'un réseau N ~ Z", telle que
chacune des faces d'un élément de A soit encore dans A, et que l'intersection de

deux cônes de A soit une face de chacun d'eux.
A chaque cône a de A correspond une orbite du tore T dans X, dont on note

V(g) l'adhérence: c'est encore une variété torique, lisse de surcroît dès que c'est le

cas de X. Sa codimension dans X est égale à la dimension de a.

5.2. Complexes d'Ishida

Soit X une variété torique projective et lisse. Notons D le diviseur effectif, qui
n'est autre que le diviseur anticanonique,

où A(j) désigne l'ensemble des cônes de A de dimension j.
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Si M Homz(N, Z) est le réseau dual de N, le fibre trivial M®z ®x s'identifie
au fibre des formes différentielles à pôles logarithmiques le long de Z), ce dont on
déduit l'existence d'une suite exacte de faisceaux

peà(l)

Plus généralement, on peut démontrer l'existence, pour chaque entier p, d'un
complexe d'Ishida, de longueur/? ([13], p. 121),

dont le f-ème terme est la somme directe

5.3. Théorèmes d'annulation

Le théorème suivant étend aux variétés toriques les résultats que nous avons
obtenus sur le projectif:

THÉORÈME. Soit X une variété torique projective lisse, de dimension «, et E un

fibre vectoriel ample de rang r sur cette variété. Alors

Qpx ® SkE) =0 si q > r,

Hq(X, Qpx (g) AJE) 0 si q > r -j.
Démonstration. Plus généralement, on démontrera, par récurrence sur la dimension

de X, et par récurrence descendante sur j, que

H™(X9 S{k^E) =0 si q > r -j.
Dans un premier temps, on démontre que si cette annulation est vérifiée en degré p
quelconque pour les fibres S^+h)E9 avec h > 0, elle l'est encore en degré maximal
n pour S^E. L'argument, qui repose bien évidemment sur l'existence de la suite

spectrale de Borel-Le Potier, est exactement le même que sur l'espace projectif, on
ne le redonnera donc pas.

Dans un second temps, il s'agit d'établir que l'annulation pour S(k^yE en degré

maximal, implique l'annulation en degré quelconque. Sur l'espace projectif, c'est la
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suite exacte d'Euler qui le permettait - sur les variétés toriques, ce sont les

complexes d'Ishida qui joueront ce rôle.
Par commodité, on partira de l'énoncé qui se déduit de notre hypothèse par

dualité de Serre:

H«{X, S^>E*) 0 si q < n - r +/
Tensorisons par S^E* le complexe d'Ishida de X de degré p:

Les groupes de cohomologie HP\X, Sik^E*) s'annuleront pour q <n —r +j dès

que les groupes de cohomologie

H9"(X9 Jfri(X9p) ® S^E*) 0

sous la même hypothèse. Mais le terme d'ordre i du complexe d'Ishida de degré p
étant une somme directe de fibres triviaux sur les sous-variétés F(<x) de codimension

/, il s'agit de vérifier que pour chaque cône a de A de dimension /,

Hq~\V{a\ S^>E*) =0 ûq-i<n-i-r+j dim V{a) - r +j.

Mais ceci n'est rien d'autre que le dual de Serre de notre théorème d'annulation, en

degré maximal, sur la variété V(a). Il est donc bien vérifié, d'après notre hypothèse
de récurrence sur la dimension: V(a) est en effet elle aussi, comme nous l'avons
signalé, une variété torique lisse, sur laquelle la restriction du fibre E est bien
entendu toujours ample.
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