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Die Parametrisierung des Teichmûllerraumes durch geodâtische
Lângenfunktionen

Paul Schmutz*

§0 Einleitung

Sei Tg der Teichmûllerraum der markierten geschlossenen Riemannschen Flâchen

vom Geschlecht g &gt; 2, versehen mit der Metrik der konstanten Krûmmung — 1.7^
ist homôomorph zum U6g ~ 6 und kann durch eine Anzahl geodâtischer Lângenfunktionen

global parametrisiert werden. Es ist wohlbekannt, dass dièse Anzahl echt

grôsser als 6g — 6 ist. Was aber ist die kleinstmôgliche Anzahl? Seit langem wurde

vermutet, dass dièse kleinste Anzahl 6g — 5 ist. Jedoch wurden zunâchst nur
schwâchere Resultate bewiesen. Verschiedene Autoren haben gezeigt, dass 9g — 9 gut
gewâhlte geodâtische Lângengfunktionen Tg jedenfalls parametrisieren kônnen.

Seppàlâ/Sorvali [4], [5], [6] haben dann die Anzahl auf 6g — 4 hinunterdrûcken
kônnen. Das Hauptresultat dièses Artikels ist die optimale Lôsung dièses Problems.

THEOREM 1. Fur jedes g ^ 2 kann Tg durch 6g — 5 geodâtische Lângenfunktionen

parametrisiert werden.

Entscheidend fur den Beweis von Theorem 1 ist die folgende Tatsache. Sei Tgn
der Teichmûllerraum der markierten Riemannschen Flâchen der Signatur (g, «),
d.h. vom Geschlecht g und mit n disjunkten Randkomponenten, welche einfach

geschlossene Geodâtische sind. Tgn ist homôomorph zum uôg~~6 + 3n. im Gegensatz

zur obigen Situation mit geschlossenen Flâchen kann Tgn hier durch 6g — 6 + 3n

geodâtische Lângenfunktionen global parametrisiert werden.

THEOREM 2. Fur jedes g und jedes n &gt; 1 (mit 2g + n &gt; 3) kann Tgn durch

6g — 6 + 3n geodâtische Lângenfunktionen parametrisiert werden.

Theorem 2 ist nicht neu. Es wurde erstmals von Sorvali in [7] (implizit)
bewiesen. Jedoch sind die dortigen Methoden vôllig verschieden von den meinigen.

* Unterstutzt vom Schweizenschen Nationalfonds
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Fur den Beweis von Theorem 1 brauche ich Theorem 2 nur fur den Fall g 1 In §1

wird dièse schwachere Version von Theorem 2 sowie Theorem 1 bewiesen In §2 wird
der Beweis von Theorem 2 mit meinen Methoden durchgefuhrt, jedoch einige (wenige)
Détails dem Léser und der Leserm uberlassen einerseits weil das Theorem nicht neu ist,
anderseits weil keine gegenuber §1 neuen Methoden zur Anwendung kommen

Im ubngen ist Theorem 2 ein Beispiel dafur, dass Flachen mit Rand oft ein
grundsatzhch anderes Verhalten aufweisen als geschlossene Flachen Weitere Beispiele
dafur sind

(a) In Flachen mit Rand konnen aile einfach geschlossenen Geodatischen

gleichzeitig verlangert (oder verkurzt) werden, was in geschlossenen Flachen
nicht moghch ist

(b) Sei s &gt; 0 In Tgn gibt es Flachen mit 4g — 4 + 2« Eigenwerten des Laplace-
Operators, die kleiner sind als e, siehe [2] Wird e genugend klein gewahlt,
so gibt es in geschlossenen Flachen hochstens 2g — 2 Eigenwerte klemer als

e, siehe [3]

Werden hingegen die Langen der Randgeodatischen bei Flachen mit Rand von
Anfang an fixiert, so weisen solche Flachen in ail diesen Beispielen das genau
gleiche Verhalten auf wie geschlossene Flachen Insbesondere gilt dies auch, wenn
die Lange der Randgeodatischen degenenert, das heisst verschwindet und es sich

somit um Spitzen (cusps) handelt
Anderseits haben naturlich Flachen mit Rand einen &quot;Defekt&quot; Ihre Teichmuller-

raume lassen wohl eine reell-analytische Struktur zu, nicht aber eine komplex-
analytische

§1. Der Beweis von Theorem 1

Komentionen Eine Riemannsche Flache (oder einfach Flache genannt) ist hier

immer mit der Metnk der konstanten Krummung — 1 versehen Sie ist onentiert
Unter einer Geodatischen verstehen wir im folgenden immer eine einfach

geschlossene Geodatische Dabei kann dies sowohl eine Geodatische in einer
bestimmten Riemannschen Flache sein als auch die Homotopieklasse dieser
Geodatischen im betreffenden Teichmullerraum Wenn wir von einer Geodatischen in
einer Flache mit Rand sprechen und ausschhessen wollen, dass es sich dabei um
eine Randgeodatische handelt, dann sprechen wir von einer Geodatischen im
Innern oder von einer inneren Geodatischen

Sei a eine Geodatische in M Dann bezeichnet L(a) die Lange dieser Geodatischen

Sind M und M zwei Flachen aus dem gleichen Teichmullerraum, dann
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bezeichnen LM(b) beziehungsweise LM (b) die Lange derjenigen Geodatischen m M
beziehungsweise in M\ welche jeweils in der Homotopieklasse von b ist

DEFINITION 1 Sei M eine Riemannsche Flache der Signatur (1,1) und seien

a, b und c drei Geodatische îm Innern von M mit i(a, b) i(a, c) i(b, c) 1, wo
i(x, y) die Anzahl der Schmttpunkte der Geodatischen x und y bedeutet Dann
heisst {a, b, c} Dreieck von M (Dieser Name wird îm Beweis des folgenden
Lemmas seine Erklarung finden

Wir bezeichen A, B, C als Ecken dièses Dreiecks, wo {A} b ne, {B} anc,

LEMMA 1 Sei M eine Riemannsche Flache und a, b zwei Geodatische im Innern

von M mit i(a, b) 1 Dann gibt es eine Tedflache M&apos; von M der Signatur (1,1) und

eine Geodatische c so, dass {a, b, c} ein Dreieck von M&apos; ist

Beweis Da dies eine rein topologische Frage ist, konnen wir M im entsprechen-
den Teichmullerraum frei wahlen Dann ist die Existenz einer Teilflache M&apos; der

Signatur (1, 1), welche a und b als mnere Geodatische enthalt, évident (fur einen
detailherten Beweis dieser Tatsache siehe zB [1]) Bleibt die Existenz von c zu

zeigen
Flachen der Signatur (1,1) haben eine hyperelhptische Involution mit drei

Fixpunkten A, B, C Auf jeder inneren Geodatischen hegen genau zwei dieser

Fixpunkte, welche die Geodatische in zwei isometrische Halften zerlegen Die
Halften von a und von b bilden zwei Seiten emes geodatischen Dreiecks mit Ecken

A, B, C Die Geodatischen c kann (und muss) so gewahlt werden, dass einer îhrer
Halften die dntte Seite in diesem geodatischen Dreieck bildet

Bemerkung In Lemma 1 ist die Teilflache M&apos; durch a und b eindeutig be-

stimmt Fur die Wahl von c haben wir genau zwei Moglichkeiten, die sich durch die

Onentierung des Dreieckes ABC unterscheiden lassen

LEMMA 2 Sei {a, b, c} ein Dreieck in einer Flache M e Tx x Dann sind die

geodatischen Langenfunktionen L(a), L(b) und L(c) globale Koordinaten fur T{ x

Beweis Seien M, M&apos; eTxx und sei LM(a) LM (a), LM(b) LM (h),

LM(c) LM (c) Zu zeigen ist, dass dann M M&apos;

Die hyperbolische Trigonométrie zeigt, dass die Langen von a, b und c die

Lange der Randgeodatischen d von M bestimmen Es folgt, dass LM(d) LM (d)
gilt Der Teichmullerraum Tx kann durch die Langen von a und von d und durch
den Twist entlang von a parametnsiert werden, das sind die Fenchel-Nielsen
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Figur 1 Die entlang von a aufgeschnittene Flache M

Parameter von Tl j Der Twist entlang von a kann hier als der genchtete Winkel
(mit C als Scheitelpunkt) von b nach a îm Uhrzeigersinn definiert werden (ver-
gleiche Figur 1)

Da ein geodatisches Dreieck durch die Langen der drei Seiten eindeutig be-

stimmt ist, ist dieser Winkel und somit der Twist entlang von a durch das geoda-
tische Dreieck, gebildet durch die Halften von a, b und c, wohlbestimmt Somit
folgt M M D

DEFINITION 2 Ein Standardsystem von Geodatischen fur eine Flache M der

Signatur (1, n), n &gt; 1, besteht aus folgenden 3n + 1 Geodatischen

(î) den Randgeodatischen du ,dn,
(n) einer nichttrennenden Geodatischen c îm Innern,
(ni) paarweise disjunkten Geodatischen a{, an, welche c jeweils genau

einmal schneiden,

(îv) Geodatischen bx, ,bn, welche c jeweils genau einmal schneiden so, dass

{an bn ct} ein Dreieck bildet fur aile i 1, n

Ferner soll die Numenerung der Geodatischen a, folgender Konvention folgen
Die Geodatischen ara;+l und d} sind jeweils Randgeodatische eines 7-Stuckes

(Flache der Signatur (0, 3)), das mit Y} bezeichnet wird, und wenn man die Flache

entlang allen Geodatischen at aufschneidet, dann smd dièse in fortlaufender Reihen-

folge numenert (vergleiche Figur 2)

Wir bezeichnen mit X, (i 1, n) die Teilflache von M, welche aus der

Vereinigung der beiden F-Stucke Yt und Yl+ j besteht, ferner mit z, (i 1, n)
die (fur n &gt; 2 eindeutig bestimmte) Geodatische in Xn welche al+, genau zweimal
schneidet und c n X, nicht schneidet

Die Existenz eines Standardsystems auf einer Flache der Signatur (1, n) folgt mit
Lemma 1

Es sei noch darauf hingewiesen, dass aus topologischen Grunden jede Geodatische

bt aile Geodatischen a, schneidet, i,j 1, n
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Figur 2 Die Flàche M fur n 5.

PROPOSITION 1. Sei n &gt; 1 fixiert und sei CS ein Standardsystem fur eine

Flàche M der Signatur (1, n). Sei K CS\{df}, dj irgend eine der Randgeodàtischen

von M. Dann sind die Làngenfunktionen der 3n Geodàtischen von K globale Koordi-
naten fur TXn.

Beweis. Seien M, M&apos; e Tx n mit LM(x) — LM (x) fur aile Geodàtischen x g K. Sei

(ohne Beschrânkung der Allgemeinheit) dx nicht in der Menge K. TXn sei durch
Fenchel-Nielsen Parameter wie folgt parametrisiert: Als Parameter dienen die

Lângen der Geodàtischen */,, d2,. dn, al9a2, ,an sowie die Twiste entland
den Geodàtischen ax, a2,. an. Wir zeigen anhand dieser Parameter, dass

M M&apos; sein muss.

(i) Wir zeigen zunàchst, dass die Lange von dx eindeutig bestimmt ist. Sei t{ das

gemeinsame Lot zwischen ax und a2 im F-Stùck F,. Die Lange von dx lâsst sich aus
den Lângen von al9 a2 und tx ausrechnen. Also ist zu zeigen, dass die Lange von tx

wohlbestimmt ist.
Sei ct das Teilstûck der Geodàtischen c, welches in Yt liegt, / 1, ...,«. Die

gerichteten Winkel von c% mit at beziehungsweise mit at + x sind durch die Dreiecke

{anbnc} beziehungsweise {al+,, bl+,, c} eindeutig bestimmt. Fur /#1 sind die

Lângen von c, damit mit Hilfe der hyperbolischen Trigonométrie eindeutig
bestimmt, da die Lângen der Randgeodàtischen der F-Stûcke Yt (/ # 1) vorgegeben
sind. Damit ist aber auch die Lângen von cx bestimmt, da wir die Gesamtlânge von
c kennen. Aus der Lange von cx und den Winkeln von cx mit ax beziehungsweise mit
a2 kann die Lange von tx nun bestimmt werden.

(ii) Sei tn i 1,...,«, das gemeinsame Lot zwischen at und al+, im F-Stûck
F,. Wie soeben gezeigt, sind die Lângen von tt eindeutig bestimmt. Die gleiche
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Konstruktion zeigt aber noch mehr. Wir fixieren ein Urbild von c in der universel-
len Ueberlagerung. Da die gerichteten Winkel von c mit den Geodâtischen a, sowie
die Lângen von ct (/= 1,...,«) bekannt sind, ist dadurch die Position der

gemeinsamen Lote /, in der Ueberlagerung eindeutig bestimmt. Die gerichtete
Distanz von t, nach /, +, gemessen auf der Geodâtischen a, + x ist in dieser
Ueberlagerung wohlbestimmt. Dièse Distanz defîniert aber den Twist entlang von al+x.
Es folgt, dass aile dièse Twiste wohlbestimmt sind.

Somit ist M M&apos; und die Behauptung ist bewiesen.

Beweis von Theorem 1. (i) Sei g &gt; 2 fîxiert. Sei M g Tg. Seien du dg_
paarweise disjunkte Geodâtische von M so, dass die Flâche M*, die man erhâlt,
wenn man M an allen Geodâtischen dx, dg _, aufschneidet, immer noch

zusammenhàngend ist, das heisst M* g Tlt2g_2. Wir parametrisieren diesen Teich-
mùllerraum mit einer Menge K von Geodâtischen wie in Proposition 1. Nun haben

jeweils zwei der Randgeodàtischen von M* gleiche Lange. Wir wàhlen auf M* ein

Standardsystem (vergleiche Définition 2) mit Geodâtischen anbn c, d* so, dass die

Randgeodàtischen d\*t_ x und rfj von M* von der gleichen Geodâtischen d, von M
herkommen. Wir behaupten, dass M* durch die Lângen der folgenden 5g — 5

Geodâtischen wohlbestimmt ist: ax,. alg-2i *i&gt; • • • -&gt; ^ig-i^ c&gt; d*, d*,
d*,. rf*g-3- Wenn wir analog zum Beweis von Proposition 1 (und mit der

entsprechenden Notation) vorgehen, bleibt zu zeigen, dass die Lângen der gemeinsamen

Lote tx und t2 wohlbestimmt sind. Dies zeigen wir wie folgt. Die Summe der

Lângen von cx und c2 ist jedenfalls bestimmt. Somit wâchst c, genau dann, wenn c2

fàllt, wenn wir ihre Lange variieren. Weiter gilt, dass tt genau dann wâchst, wenn ct

wâchst, / 1, 2. Anderseits wâchst df genau dann, wenn tx wâchst. Das gleiche gilt
fur t2 und d\. Da die Lângen von df und d\* gleich sind, folgt die Behauptung.

(ii) Da wir nun wissen, dass die Lângen der obigen 5g — 5 Geodâtischen den

entsprechenden Teichmûllerraum (dessen Flàchen immer g — 1 Paare von Rand-
Geodâtischen gleicher Lange haben mùssen) global parametrisieren, sind auch
andere Fenchel-Nielsen Parameter als die, die oben analog zum Beweis von
Proposition 1 gewâhlten wurden, wohlbestimmt. Wir wâhlen nun folgende
Fenchel-Nielsen Parameter auf M*: Die Lângen der Geodâtischen df,df,
&lt;/*&gt;..., d*g-3&gt; Z2, Za, *6, • • • » zig-i, &quot;i, &quot;a, «6, • • •, &quot;2g~2 sowie die Twiste entlang
ail diesen Geodâtischen, sofern sie nicht Randgeodâtische sind.

(iii) Wir kehren auf M zurûck. Wir nennen ebenfalls a,, bn c, zt die von M*
induzierten entsprechenden Geodâtischen auf M. Wir schneiden M entlang den

Geodâtischen z2, z4, z6,. z2g_2 auf. Wir erhalten zwei Flàchen N und N\ die

beide die Signatur (1, g — 1) haben. Die Geodâtische c von M liège dabei in N. Wir
wâhlen ein Standardsystem auf N&apos; wie folgt: die Randgeodàtischen nennen wir z2l

beziehungsweise z&apos;2t-\, wobei z2t und z&apos;2l_x von der Geodâtischen z2l von M
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herkommen; c&apos; wâhlen wir so, dass c&apos; jede Geodâtischen dt (gleicher Name wie in
M) genau einmal schneidet (/ 1,... ,g — 1). Schliesslich wâhlen wir die Geodâtischen

b\ so, dass {c\ dn b\} ein Dreieck bildet, / 1,. g — 1.

Wir behaupten, dass der Teichmûllerraum Tg durch die Lângen der folgenden
6g — 5 Geodâtischen global parametrisiert wird:

ax,a2, ,a2g-2&gt; bl9 b2,. ,b2g_29 c, d2,d3, ,dg_u b\, b2,.. bg_l9 c&apos;.

Um dies zu beweisen, wâhlen wir die folgenden Fenchel-Nielsen Parameter auf M:
die Lângen der Geodâtischen z2, z4, z6,. z2g_ 2, a2,a4,a6,..., a2g_ 2,

rfj, d2, dg_ x sowie die Twiste entlang diesen Geodâtischen. Nach (ii) sind aile

Lângenparameter sowie die Twiste entlang den Geodâtischen z2, z4, z6,. z2g_2,
a2, a4, a6,. a2g_2 wohlbestimmt. Fur die Twiste entlang den Geodâtischen
dx, d2, dg_ j betrachten wir N\ Die Lângen aller Geodâtischen des oben

gewâhlten Standardsystems fur N&apos; sind bekannt. Nach Proposition 1 folgt dann,
dass die Twiste entlang den Geodâtischen dl9 d2, dg_, wohlbestimmt sind.

Dies beendet den Beweis von Theorem 1.

§2. Der Beweis von Theorem 2

DEFINITION 3. X sei eine Flâche der Signatur (0, 4) mit Randgeodâtischen
m, v, w, jc. a, b, c seien drei innere Geodâtische von X mit folgenden Eigenschaften:

(i) i(a, b) i(a9 c) i(6, c) 2.

(ii) a trennt u/v von w/x. b trennt u/x von v/w. c trennt u/w von v/x.
Dann heisst {a, b, c} kanonisches Tripel von X.

LEMMA 3. Sei X eine Flâche in T04 mit Randgeodâtischen u, v, w, x. Sei

{a, b,c) ein kanonisches Tripel von X. Dann sind die geodâtischen Làngenfunktionen
L{u\ L(v), L(w), L(a\ L(b\ L(c) globale Koordinaten fur T04.

Beweis. (Im folgenden ist &apos;beziehungsweise&apos; durch &apos;bzw.&apos; abgekûrzt.) Sei r (bzw.
s, bzw. /) gemeinsame Senkrechte zwischen u und v (bzw. zwischen v und w, bzw.
zwischen u und w) im F-Stûck mit den Randgeodâtischen a, w, v (bzw. b, v, w, bzw.

c, w, w). Durch die Vorgabe der Lângen von m, v, w, a, b, c sind die Lângen von r,
s, t bestimmt. Sei S das geodâtische Sechseck mit lauter rechten Winkeln mit den

Seiten r, s, t sowie Teilen u\v\w&apos; von w, v, w. Die Lângen von iï, v\ w&apos; sind durch
die Lângen von r, s, t bestimmt. Die Ecken von S seien A, B, C, Z), E, F so, dass

{A} u&apos;nr, {B} rnv\ {C} v&apos;ns, {F} tnu\ Sei der Punkt C ev (bzw.
F&apos; g u) so, dass d(C\ C) =jL(v) (bzw. d(F, F) 5£(«)). Sei d (bzw. é?) gemeinsame
Senkrechte zwischen v und 6 (bzw. zwischen u und 6) im F-Stûck mit den
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Figur 3 Die Flache X

Randgeodâtischen b, v, w (bzw. b, w, x). Die Lange von d ist durch die Lângen von
b, v, w bestimmt. Die Endpunkte von d (bzw. é) nennen wir C&quot; und C&quot; (resp F&apos; und
F&quot;). Sei {T} b nr. Sei V (bzw. F&apos;) das geodâtische Viereck mit den Ecken B, C&quot;,

C&quot;, T (bzw. A, F\ F&quot;, T). Die vier Winkel dieser beiden Vierecke sind gleich: je drei
sind rechte Winkel, der vierte, bei der Ecke T, sei jeweils a genannt. Die Lange der
Seite BC&apos; \\L{v)-L(v&apos;)\ (bzw. die Lange der Seite AF \\L(u) - L(u&apos;)\) ist
bestimmt. Das Viereck V ist durch L(BC&apos;) und L(d) bestimmt. Insbesondere ist
damit der Winkel a wohlbestimmt. Durch a und L(AF&apos;) ist nun auch V bestimmt.
Somit ist L(e) bekannt. Es folgt, dass L(x) durch die Lângen von e, w, b wohlbestimmt

ist.

Seien nun die Lângen von w, v, w, x, b sowie der Twist entlang von b die
Fenchel-Nielsen Parameter von T0A. Wir haben bereits gesehen, dass die Lângen
von w, v, w, a, b, c die Lange von x bestimmen. Die obige Konstruktion zeigt, dass

dièse Lângen auch den Twist entlang von b bestimmen, denn dieser kann als

gerichtete Distanz von C&quot; nach F&quot; in der universellen Ueberlagerung mit einem

fixierten Urbild von r defîniert werden. Dies beendet den Beweis des Lemmas.

PROPOSITION 2. Sei g 0. Fur jedes n&gt;4 kann T0,n durch 3n - 6 geodâtische

Làngenfunktionen global paramestrisiert werden.

Beweis. Sei n &gt; 4 flxiert. Sei M e TOn. Seien x, aï9a2,. ,an_l9 bu b2,.
bn_3 wie in Figur 4. Seien nun ct und d, so gewâhlt, dass {bn cl,dl) ein kanonisches

Tripel von Xt ist, / 1,...,« — 3, wobei Xt die Flâche der Signatur (0, 4) mit den
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Figur 4. Die Flâche M fur n 6.

Randgeodâtischen a,

dâtischen al5 02, #3&gt;

x, at + 2, b, _ x, bt + x ist, / 2,. n — 4. Xj hat die Randgeo-

2, Xn__3 hat die Randgeodâtischen bn_4, an_2, an_l9 x.

BEHAUPTUNG. Die Làngenfunktionen der folgenden 3n — 6 Geodàtischen

bilden eine globale Parametrisierung von TOn: a{, a2,.. an_x\ bx\ cl9 c2,. cn_3;
dl9d2,... ,dn_3.

Beweis der Behauptung. Wir wâhlen fur TQn die folgenden Fenchel-Nielsen
Parameter: die Lângen der Geodàtischen x, ax, a2, ,an_ bx,b2,. ,bn__3

sowie die Twiste entlang der Geodàtischen bu b2, ,bn_3.
Nach Lemma 3 ist in ^ die Lange von Z?2 sowie der Twist entlang von bx durch

die Làngen von au a2, a3, bx, cl9 dx wohlbestimmt. Nun sind in X2 die Lange von
b3 sowie der Twist entlang von b2 durch die Lângen von a3, a4, bx, b2, c2, d2

wohlbestimmt. Und so weiter.

PROPOSITION 3. Sei n 1. Fùrjedes g &gt; 1 kann TgA durch 6g - 3 geodâtische

Làngenfunktionen global parametrisiert werden.

Beweis. Sei g &gt; 2 fixiert. Sei M e TgA. Die Randgeodâtische von M heisse x.
Seien ax, a2,.. ag, b2, b3,. bg, c2, c39. cg paarweise disjunkte innere
Geodâtische von M, welche eine Zerlegung von M in 2g — 1 7-Stùcke bestimmen, siehe

Figur 5. bn cn bl+,, cl+, sind Randgeodâtische einer Flàche X, der Signatur (0, 4)

mit innerer Geodàtischen al+u i 2,. g - 1. dl+l und el+ seien innere
Geodâtische von X, so, dass {al+udt+uet+l} ein kanonisches Tripel von X, bildet,
/ 2,.. ,g — 1. Sei M an û, aufgeschnitten, wodurch ax in zwei Geodâtische a&apos;

und a&quot; aufgeteilt wird. Dann sind a\ a&quot;, b2, c2 Randgeodâtische einer Flâche Xx der
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Figur 5 Die Flache M fur g 4

Signatur (0, 4) mit innerer Geodatischen a2 Seien d2 und e2 innere Geodatische von
Xx so, dass {a2, d2,e2) ein kanonisches Tnpel von Xx bildet Die gleichen Bezeich-

nungen verwenden wir auch fur die unaufgeschmttene Flache M f sei innere
Geodatische von M, welche die folgenden Geodatischen jeweils genau einmal
schneidet al9 b2, b3, ,bg, c2,c3, cg Ferner seien rl9 s29s3, sg9

t29 t3, tg Geodatische so, dass {al9 rl5/}, {bn snf), {cf, tt,f} jeweils ein Dreieck
bildet, i 2, g

BEHAUPTUNG Z)?e Langenfunktwnen der folgenden 6g — 3 Geodatischen

bilden eine globale Parametrisierung von TgX ax, a2, ag, b2, bg, d2, dg,

e2, l9 s2, ,tt
Beneis der Behauptung Wir wahlen fur Tg{ die folgenden Fenchel-Nielsen

Parameter die Langen der Geodatischen x9 a]9a29 ,ag,b2, ,bg,c2, cg

sowie die Twiste entlang dieser Geodatischen, ausser entlang von x naturhch Fur
den Rest vergleiche mit dem Beweis von Proposition 2 (fur die Bestimmung der

Langen von c, und von x) sowie mit dem Beweis von Proposition 1 (fur die

Bestimmung der Twiste)

Beweis von Theorem 2 Fur g 0 sowie fur n 1 ist das Theorem schon

bewiesen Seien g ^ 1, n &gt; 2 flxiert Sei Me Tgn Sei y eine Geodatische von M,
welche M in zwei Teilflachen M&apos; und N&apos; trennt so, dass M die Signatur (g, 1), hat
und TV die Signatur (0, « -f 1) Fur M&apos; wahlen wir die analogen Fenchel-Nielsen
Parameter wie îm Beweis von Proposition 3, nur dass wir das dortige x jetzt y



288 paulschmutz

nennen. Sei Y das F-Stûck in M&apos; mit den Randgeodâtischen y, bg, cg (in der
Notation wie im Beweis von Proposition 3). Ist g 1, so denken wir uns M an ax

aufgeschnitten und die beiden Kopien von ax sowie y sind dann die Randgeodâtischen

von Y. Sei N N&apos;kjY. N hat die Signatur (0, n + 2). Fur TV wâhlen wir die

analogen Fenehel-Nielsen Parameter wie im Beweis von Proposition 2, wobei die

jetzigen Bezeichnungen y, bg, cg den dortigen Bezeichnung al9 a2, bx entsprechen.
Die Fenehel-Nielsen Parameter fur M&apos; und fur TV induzieren nun Fenchel-Nielsen
Parameter fur ganz M. Nach den Propositionen 2 und 3 brauchen wir 6g — 3

Lângenfunktionen, um aile Fenchel-Nielsen Parameter von M&apos; zu bestimmen, und
3(« + 2) — 6 3«, um die Fenchel-Nielsen Parameter von N zu bestimmen. Aber
bezùglich N waren y, bg, cg schon durch M&apos; bestimmt. Somit brauchen wir fur N
nur 3« — 3 zusâtzliche Lângenfunktionen. Also kann M durch (6g — 3) + (3/2 — 3)

Lângenfunktionen parametrisiert werden.
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