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Die Parametrisierung des Teichmiillerraumes durch geoditische
Lingenfunktionen

PAuL ScumMmuTtz*

§0 Einleitung

Sei T, der Teichmiillerraum der markierten geschlossenen Riemannschen Flachen
vom Geschlecht g > 2, versehen mit der Metrik der konstanten Krimmung —1. T,
ist homGomorph zum R® ~ ¢ und kann durch eine Anzahl geoditischer Langenfunk-
tionen global parametrisiert werden. Es ist wohlbekannt, dass diese Anzahl echt
grosser als 6g — 6 ist. Was aber ist die kleinstmogliche Anzahl? Seit langem wurde
vermutet, dass diese kleinste Anzahl 6g — 5 ist. Jedoch wurden zunichst nur
schwichere Resultate bewiesen. Verschiedene Autoren haben gezeigt, dass 9¢g — 9 gut
gewihlte geoditische Langengfunktionen T, jedenfalls parametrisieren konnen.
Seppédld/Sorvali [4], [5], [6] haben dann die Anzahl auf 6g —4 hinunterdriicken
konnen. Das Hauptresultat dieses Artikels ist die optimale Losung dieses Problems.

THEOREM 1. Fiir jedes g > 2 kann T, durch 6g — 5 geodiitische Lingenfunk-
tionen parametrisiert werden.

Entscheidend fiir den Beweis von Theorem 1 ist die folgende Tatsache. Sei T,
der Teichmiillerraum der markierten Riemannschen Fliachen der Signatur (g, n),
d.h. vom Geschlecht g und mit » disjunkten Randkomponenten, welche einfach
geschlossene Geodatische sind. T, ist homéomorph zum R% ~°**. Im Gegensatz
zur obigen Situation mit geschlossenen Fliachen kann T, , hier durch 6g — 6 + 3n
geoditische Langenfunktionen global parametrisiert werden.

THEOREM 2. Fiir jedes g und jedes n 2 1 (mit 2g +n 2 3) kann T,, durch
6g — 6 + 3n geoditische Ldngenfunktionen parametrisiert werden.

Theorem 2 ist nicht neu. Es wurde erstmals von Sorvali in [7] (implizit)
bewiesen. Jedoch sind die dortigen Methoden vollig verschieden von den meinigen.

* Unterstiitzt vom Schweizerischen Nationalfonds.
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Fiir den Beweis von Theorem 1 brauche ich Theorem 2 nur fiir den Fall g = 1. In §1
wird diese schwadchere Version von Theorem 2 sowie Theorem 1 bewiesen. In §2 wird
der Beweis von Theorem 2 mit meinen Methoden durchgefiihrt, jedoch einige (wenige)
Details dem Leser und der Leserin tiberlassen einerseits weil das Theorem nicht neu ist,
anderseits weil keine gegeniiber §1 neuen Methoden zur Anwendung kommen.

Im tbrigen ist Theorem 2 ein Beispiel dafiir, dass Flichen mit Rand oft ein
grundsatzlich anderes Verhalten aufweisen als geschlossene Flachen. Weitere Beispiele
dafiir sind:

(a) In Flichen mit Rand koénnen alle einfach geschlossenen Geodétischen
gleichzeitig verldngert (oder verkiirzt) werden, was in geschlossenen Flachen
nicht méglich ist.

(b) Sei ¢ >0. In T,, gibt es Flichen mit 4g — 4 4+ 2n Eigenwerten des Laplace-
Operators, die kleiner sind als ¢, sieche [2]. Wird ¢ geniigend klein gewahlt,

so gibt es in geschlossenen Flachen hochstens 2g — 2 Eigenwerte kleiner als
¢, siche [3].

Werden hingegen die Langen der Randgeodétischen bei Flachen mit Rand von
Anfang an fixiert, so weisen solche Flichen in all diesen Beispielen das genau
gleiche Verhalten auf wie geschlossene Flachen. Insbesondere gilt dies auch, wenn
die Lange der Randgeodatischen degeneriert, das heisst verschwindet und es sich
somit um Spitzen (cusps) handelt.

Anderseits haben natiirlich Flichen mit Rand einen “Defekt”. Ihre Teichmiiller-
raume lassen wohl eine reell-analytische Struktur zu, nicht aber eine komplex-
analytische.

§1. Der Beweis von Theorem 1

Konventionen. Eine Riemannsche Flache (oder einfach Fliache genannt) ist hier
immer mit der Metrik der konstanten Kriimmung — 1 versehen. Sie ist orientiert.

Unter einer Geodatischen verstehen wir im folgenden immer eine einfach
geschlossene Geoditische. Dabei kann dies sowohl eine Geodétische in einer
bestimmten Riemannschen Fliache sein als auch die Homotopieklasse dieser Geo-
datischen im betreffenden Teichmiillerraum. Wenn wir von einer Geodatischen in
einer Fliche mit Rand sprechen und ausschliessen wollen, dass es sich dabei um
eine Randgeoditische handelt, dann sprechen wir von einer Geodéitischen im
Innern oder von einer inneren Geoditischen.

Sei a eine Geoditische in M. Dann bezeichnet L(a) die Lange dieser Geoditi-
schen. Sind M und M’ zwei Fliachen aus dem gleichen Teichmiillerraum, dann
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bezeichnen L,,(b) bezichungsweise L, (b) die Linge derjenigen Geodatischen in M
beziehungsweise in M’, welche jeweils in der Homotopieklasse von b ist.

DEFINITION 1. Sei M eine Riemannsche Fliache der Signatur (1, 1) und seien
a, b und ¢ drei Geodatische im Innern von M mit i(a, b) =i(a, c) =i(b,c) =1, wo
i(x, y) die Anzahl der Schnittpunkte der Geodéitischen x und y bedeutet. Dann
heisst {a, b, c} Dreieck von M. (Dieser Name wird im Beweis des folgenden
Lemmas seine Erkldrung finden.)

Wir bezeichen 4, B, C als Ecken dieses Dreiecks, wo {4} =bne¢, {B}=anc,
{C}=anb.

LEMMA 1. Sei M eine Riemannsche Fldche und a, b zwei Geoddtische im Innern
von M mit i(a, b) = 1. Dann gibt es eine Teilfliche M’ von M der Signatur (1, 1) und
eine Geoditische ¢ so, dass {a, b, c} ein Dreieck von M’ ist.

Beweis. Da dies eine rein topologische Frage ist, konnen wir M im entsprechen-
den Teichmiillerraum frei wihlen. Dann ist die Existenz einer Teilfliche M’ der
Signatur (1, 1), welche a und b als innere Geodétische enthélt, evident (fir einen
detaillierten Beweis dieser Tatsache siehe z.B. [1]). Bleibt die Existenz von ¢ zu
zeigen.

Flachen der Signatur (1, 1) haben eine hyperelliptische Involution mit drei
Fixpunkten A4, B, C. Auf jeder inneren Geodaitischen liegen genau zwei dieser
Fixpunkte, welche die Geodatische in zwei isometrische Hélften zerlegen. Die
Halften von a und von b bilden zwei Seiten eines geodatischen Dreiecks mit Ecken
A, B, C. Die Geoditischen ¢ kann (und muss) so gewédhlt werden, dass einer ihrer
Halften die dritte Seite in diesem geodétischen Dreieck bildet. O

Bemerkung. In Lemma 1 ist die Teilfliche M’ durch @ und b eindeutig be-
stimmt. Fiir die Wahl von ¢ haben wir genau zwei Moglichkeiten, die sich durch die
Orientierung des Dreieckes 4ABC unterscheiden lassen.

LEMMA 2. Sei {a, b, c} ein Dreieck in einer Fliche M € T, ,. Dann sind die
geoddtischen Ldngenfunktionen L(a), L(b) und L(c) globale Koordinaten fiir T, .

Beweis. Seien M, M’'eT,, und sei Ly(a)=Ly(a), Ly(b) =L, (b)),
L, (c) =L, (c). Zu zeigen ist, dass dann M = M.

Die hyperbolische Trigonometrie zeigt, dass die Ldngen von a, b und ¢ die
Lange der Randgeoditischen d von M bestimmen. Es folgt, dass L, (d) = L), (d)
gilt. Der Teichmiillerraum 77, kann durch die Ladngen von @ und von & und durch
den Twist entlang von a parametrisiert werden, das sind die Fenchel-Nielsen
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Figur 1. Die entlang von a aufgeschnittene Fliche M.

Parameter von T, ,. Der Twist entlang von a kann hier als der gerichtete Winkel
(mit C als Scheitelpunkt) von b nach @ im Uhrzeigersinn definiert werden (ver-
gleiche Figur 1).

Da ein geoditisches Dreieck durch die Lingen der drei Seiten eindeutig be-
stimmt ist, ist dieser Winkel und somit der Twist entlang von a durch das geoda-
tische Dreieck, gebildet durch die Halften von a, b und ¢, wohlbestimmt. Somit
folgt M = M". O

DEFINITION 2. Ein Standardsystem von Geodatischen fiir eine Fliche M der
Signatur (1, n), n > 1, besteht aus folgenden 3n + 1 Geodatischen:

(1) den Randgeodatischen d,, ..., d,,
(1) einer nichttrennenden Geodatischen ¢ im Innern,
(111) paarweise disjunkten Geodatischen a, ..., a,, welche ¢ jeweils genau
einmal schneiden,
(iv) Geoditischen b,, ..., b,, welche ¢ jeweils genau einmal schneiden so, dass
{a,, b,, ¢,} ein Dreieck bildet fiir alle i=1,...,n.

Ferner soll die Numerierung der Geodétischen q, folgender Konvention folgen:
Die Geoditischen a,,a,,, und d, sind jeweils Randgeoditische eines Y-Stiickes
(Flache der Signatur (0, 3)), das mit Y, bezeichnet wird, und wenn man die Fliche
entlang allen Geodatischen g; aufschneidet, dann sind diese in fortlaufender Reihen-
folge numeriert (vergleiche Figur 2).

Wir bezeichnen mit X, (i=1,...,n) die Teilfliche von M, welche aus der
Vereinigung der beiden Y-Stiicke Y, und Y, , besteht, ferner mit z;, (i =1, ..., n)
die (fiir n > 2 eindeutig bestimmte) Geodatische in X, welche a,, , genau zweimal
schneidet und ¢ n X, nicht schneidet.

Die Existenz eines Standardsystems auf einer Flache der Signatur (1, #) folgt mit
Lemma 1.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass aus topologischen Griinden jede Geoda-
tische b, alle Geoditischen a, schneidet, i,j=1,...,n.
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Figur 2. Die Fliche M fiir n = S.

PROPOSITION 1. Sei n =1 fixiert und sei CS ein Standardsystem fiir eine
Fliche M der Signatur (1, n). Sei K = CS\{d,}, d, irgend eine der Randgeoditischen
von M. Dann sind die Liingenfunktionen der 3n Geoddtischen von K globale Koordi-
naten fiir T ,,.

Beweis. Seien M, M’ € T, mit Ly, (x) = L,,(x) fiir alle Geoditischen x € K. Sei
(ohne Beschrankung der Allgemeinheit) d, nicht in der Menge K. T, sei durch
Fenchel—Nielsen Parameter wie folgt parametrisiert: Als Parameter dienen die
Lingen der Geoditischen d,,d,,...,d,, a,,a,, ..., a, sowie die Twiste entland
den Geoditischen a,,a,,...,a,. Wir zeigen anhand dieser Parameter, dass
M = M’ sein muss.

(1) Wir zeigen zunichst, dass die Lange von d, eindeutig bestimmt ist. Sei ¢, das
gemeinsame Lot zwischen @, und a, im Y-Stiick Y,. Die Linge von d, ldsst sich aus
den Lingen von a,, a, und ¢, ausrechnen. Also ist zu zeigen, dass die Lange von ¢,
wohlbestimmt ist.

Sei c¢; das Teilstiick der Geodatischen ¢, welches in Y, liegt, i=1,...,n. Die
gerichteten Winkel von ¢; mit a; beziehungsweise mit g, , ; sind durch die Dreiecke
{a;, b;, ¢} beziehungsweise {a,,,, b;, , c} eindeutig bestimmt. Fiir i # 1 sind die
Lingen von ¢; damit mit Hilfe der hyperbolischen Trigonometrie eindeutig be-
stimmt, da die Liangen der Randgeoditischen der Y-Stiicke Y; (i # 1) vorgegeben
sind. Damit ist aber auch die Liangen von ¢, bestimmt, da wir die Gesamtlange von
¢ kennen. Aus der Lange von ¢, und den Winkeln von ¢, mit a, bezichungsweise mit
a, kann die Linge von ¢, nun bestimmt werden.

(i) Sei ¢t;, i=1,...,n, das gemeinsame Lot zwischen q; und a;, , im Y-Stiick
Y,. Wie soeben gezeigt, sind die Lingen von ¢; eindeutig bestimmt. Die gleiche
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Konstruktion zeigt aber noch mehr. Wir fixieren ein Urbild von ¢ in der universel-
len Ueberlagerung. Da die gerichteten Winkel von ¢ mit den Geodatischen a; sowie
die Liangen von ¢; (i=1,...,n) bekannt sind, ist dadurch die Position der
gemeinsamen Lote #; in der Ueberlagerung eindeutig bestimmt. Die gerichtete
Distanz von ¢; nach ¢, , gemessen auf der Geoditischen g, , ist in dieser Ueber-
lagerung wohlbestimmt. Diese Distanz definiert aber den Twist entlang von a; .
Es folgt, dass alle diese Twiste wohlbestimmt sind.

Somit ist M = M’ und die Behauptung ist bewiesen. O

Beweis von Theorem 1. (1) Sei g 22 fixiert. Sei M € T,. Seien d,,...,d,
paarweise disjunkte Geoditische von M so, dass die Fliche M*, die man erhilt,
wenn man M an allen Geoditischen d,,...,d, , aufschneidet, immer noch
zusammenhdngend ist, das heisst M* e T, ,, ,. Wir parametrisieren diesen Teich-
miillerraum mit einer Menge K von Geodétischen wie in Proposition 1. Nun haben
jeweils zwei der Randgeodatischen von M* gleiche Linge. Wir wihlen auf M* ein
Standardsystem (vergleiche Definition 2) mit Geodatischen q,, b;, ¢, d¥ so, dass die
Randgeodatischen d% _ |, und d% von M* von der gleichen Geodatischen d; von M
herkommen. Wir behaupten, dass M* durch die Lingen der folgenden 5g — 5
Geodatischen wohlbestimmt ist:  a,...,ay 2, by,..., by 5 ¢ ¥, d¥,

¥,...,d3 5. Wenn wir analog zum Beweis von Proposition 1 (und mit der
entsprechenden Notation) vorgehen, bleibt zu zeigen, dass die Lingen der gemein-
samen Lote ¢, und ¢, wohlbestimmt sind. Dies zeigen wir wie folgt. Die Summe der
Liangen von ¢, und ¢, ist jedenfalls bestimmt. Somit wichst ¢, genau dann, wenn ¢,
fallt, wenn wir ihre Lange variieren. Weiter gilt, dass ¢; genau dann wéchst, wenn ¢;
wichst, i = 1, 2. Anderseits wichst d¥ genau dann, wenn ¢, wichst. Das gleiche gilt
fir ¢, und d%. Da die Langen von dT und 4% gleich sind, folgt die Behauptung.

(1) Da wir nun wissen, dass die Liangen der obigen Sg — 5 Geodatischen den
entsprechenden Teichmiillerraum (dessen Flichen immer g — 1 Paare von Rand-
Geodatischen gleicher Liange haben miissen) global parametrisieren, sind auch
andere Fenchel—-Nielsen Parameter als die, die oben analog zum Beweis von
Proposition 1 gewdhlten wurden, wohlbestimmt. Wir wiahlen nun folgende
Fenchel-Nielsen Parameter auf M*: Die Lingen der Geoditischen df, d¥,

Ay 3, 22,20, 26, 3 Z2g 3, A3, Ay, g, - . -, Oy, SOWiE die Twiste entlang
all diesen Geodatischen, sofern sie nicht Randgeodétische sind.

(iii) Wir kehren auf M zurick. Wir nennen ebenfalls q,, b, ¢, z; die von M*
induzierten entsprechenden Geoditischen auf M. Wir schneiden M entlang den
Geoditischen z,, zg, 2, . . ., 2, , auf. Wir erhalten zwei Flichen N und N’, die
beide die Signatur (1, g — 1) haben. Die Geodatische ¢ von M liege dabei in N. Wir
wihlen ein Standardsystem auf N’ wie folgt: die Randgeodétischen nennen wir z5;
bezichungsweise z5;_,, wobei z5 und z5,_, von der Geoditischen z,; von M
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herkommen; ¢’ wéhlen wir so, dass ¢’ jede Geodatischen d, (gleicher Name wie in
M) genau einmal schneidet (i =1, ..., g — 1). Schliesslich wihlen wir die Geodaiti-
schen b; so, dass {c¢’, d;, b;} ein Dreieck bildet, i=1,...,g — 1.

Wir behaupten, dass der Teichmiillerraum T, durch die Lingen der folgenden
6g — 5 Geodaitischen global parametrisiert wird:

’ 4 ’ 4
Ay, s e vy lag 2y by, byy o by o0, dy,ds, ., dy b7, 05, b, C

Um dies zu beweisen, wéahlen wir die folgenden Fenchel—Nielsen Parameter auf M:
die Lédngen der Geoditischen z;,z4,26,...,22 2, @2,04,06,...,0 7,
dy,dy,...,d, , sowie die Twiste entlang diesen Geoditischen. Nach (ii) sind alle
Langenparameter sowie die Twiste entlang den Geodaitischen z,, z,, 26, . . ., 25, >,
ay, a4, qg, . . ., Gy, , wohlbestimmt. Fiir die Twiste entlang den Geodaitischen
dy,dy,...,d, | betrachten wir N’. Die Lidngen aller Geoditischen des oben
gewdhlten Standardsystems fiir N’ sind bekannt. Nach Proposition 1 folgt dann,
dass die Twiste entlang den Geoditischen d,, d,, ..., d, |, wohlbestimmt sind.
Dies beendet den Beweis von Theorem 1. O

§2. Der Beweis von Theorem 2

DEFINITION 3. X sei eine Fldche der Signatur (0, 4) mit Randgeodatischen
u, v, w, X. a, b, c seien drei innere Geodatische von X mit folgenden Eigenschaften:
(1) i(a, b) =i(a,c) =i(b,c) =2.
(i1) a trennt u/v von w/x. b trennt u/x von v/w. ¢ trennt u/w von v/x.
Dann heisst {a, b, ¢} kanonisches Tripel von X.

LEMMA 3. Sei X eine Fliche in T,, mit Randgeoddtischen u, v, w, x. Sei
{a, b, ¢} ein kanonisches Tripel von X. Dann sind die geoddtischen Ldingenfunktionen
L(u), L(v), L(w), L(a), L(b), L(c) globale Koordinaten fiir T, ,.

Beweis. (Im folgenden ist ‘beziehungsweise’ durch ‘bzw.” abgekiirzt.) Sei r (bzw.
s, bzw. t) gemeinsame Senkrechte zwischen u und v (bzw. zwischen v und w, bzw.
zwischen u# und w) im Y-Stiick mit den Randgeodétischen a, u, v (bzw. b, v, w, bzw.
¢, u, w). Durch die Vorgabe der Lingen von u, v, w, a, b, c sind die Langen von r,
s, t bestimmt. Sei S das geoddtische Sechseck mit lauter rechten Winkeln mit den
Seiten r, s, t sowie Teilen u’, v’, w’ von u, v, w. Die Langen von u’, v’, w’ sind durch
die Langen von r, s, t bestimmt. Die Ecken von S seien 4, B, C, D, E, F so, dass
{A}y=u'nr, {B}=rnv’, {C}=v"ns, {F}=tnu’. Sei der Punkt C'ev (bzw.
F’ € u) so, dass d(C’, C) =3 L(v) (bzw. d(F, F’) = 3 L(u)). Sei d (bzw. e) gemeinsame
Senkrechte zwischen v und b (bzw. zwischen ¥ und b) im Y-Stiick mit den
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Figur 3. Die Fliche X.

Randgeodatischen b, v, w (bzw. b, u, x). Die Liange von d ist durch die Langen von
b, v, w bestimmt. Die Endpunkte von d (bzw. ¢) nennen wir C" und C” (resp F’ und
F"). Sei {T} =bnr. Sei V (bzw. V') das geodatische Viereck mit den Ecken B, C’,
C", T (bzw. A, F', F”, T). Die vier Winkel dieser beiden Vierecke sind gleich: je drei
sind rechte Winkel, der vierte, bei der Ecke T, sei jeweils a genannt. Die Lange der
Seite BC’ = |3 L(v) — L(v")| (bzw. die Lidnge der Seite AF' = |3L(u) — L(u’)]) ist
bestimmt. Das Viereck V ist durch L(BC’) und L(d) bestimmt. Insbesondere ist
damit der Winkel a wohlbestimmt. Durch o und L(AF’) ist nun auch V'’ bestimmt.
Somit ist L(e) bekannt. Es folgt, dass L(x) durch die Liangen von e, u, b wohlbe-
stimmt ist.

Seien nun die Liangen von u, v, w, x, b sowie der Twist entlang von b die
Fenchel—Nielsen Parameter von T, ,. Wir haben bereits gesehen, dass die Langen
von u, v, w, a, b, ¢ die Lange von x bestimmen. Die obige Konstruktion zeigt, dass
diese Lingen auch den Twist entlang von b bestimmen, denn dieser kann als
gerichtete Distanz von C” nach F” in der universellen Ueberlagerung mit einem
fixierten Urbild von r definiert werden. Dies beendet den Beweis des Lemmas. [

PROPOSITION 2. Sei g =0. Fiir jedes n =2 4 kann T,,, durch 3n — 6 geoddtische
Ldngenfunktionen global paramestrisiert werden.

Beweis. Sei n >4 fixiert. Sei M € T,,. Seien x, a,,a,,...,a,_, b;,b,, ...,
b, _ 5 wie in Figur 4. Seien nun ¢; und d; so gewihlt, dass {b,, ¢;, d;} ein kanonisches
Tripel von X, ist, i =1,...,n — 3, wobei X; die Flache der Signatur (0, 4) mit den
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Figur 4. Die Fliche M fiir n = 6.

Randgeoditischen a; . |, @, .5, b;_,, b; . ist, i =2,...,n —4. X, hat die Randgeo-
datischen a,, a,, a;, b,, X, _; hat die Randgeodatischen b,,_,, a,_,, a,_,, x.

BEHAUPTUNG. Die Ldngenfunktionen der folgenden 3n — 6 Geodditischen

bilden eine globale Parametrisierung von T, ,:a,,a,,...,a,_;b;;¢,¢5,...,0,_3;
d,dy,...,d,_;.

Beweis der Behauptung. Wir wihlen fur T,, die folgenden Fenchel-Nielsen
Parameter: die Lingen der Geoditischen x, a,,a,,...,a,_,, by, by, ..., b, 4
sowie die Twiste entlang der Geodatischen b,, b,, ..., b, _;.

Nach Lemma 3 ist in X, die Ldnge von b, sowie der Twist entlang von b, durch
die Liangen von a,, a,, a,, b,, ¢,, d, wohlbestimmt. Nun sind in X, die Linge von
b, sowie der Twist entlang von b, durch die Langen von a;, a4, b, by, c,, d,
wohlbestimmt. Und so weiter. O

PROPOSITION 3. Sei n = 1. Fiir jedes g 2 1 kann T, durch 6g — 3 geoddtische
Ldngenfunktionen global parametrisiert werden.

Beweis. Sei g > 2 fixiert. Sei M e T,,. Die Randgeoditische von M heisse x.
Seien a,, ay, ..., a,, by, by, ..., by, cs, c3,. .., c, paarweise disjunkte innere Geo-
ddtische von M, welche eine Zerlegung von M in 2g — 1 Y-Stiicke bestimmen, siche
Figur 5. b,, ¢;, b, ,, ¢; ., sind Randgeodétische einer Fliche X, der Signatur (0, 4)
mit innerer Geodétischen a,, ,,i=2,...,g—1.d;,, und ¢, seien innere Geo-
détische von X, so, dass {a,,,,d;,,e;,,} ein kanonisches Tripel von X; bildet,
i=2,...,2—1. Sei M an a, aufgeschnitten, wodurch a, in zwei Geodatische a’

und a” aufgeteilt wird. Dann sind a’, a”, b,, ¢, Randgeodatische einer Fliache X, der
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Figur 5. Die Flache M fiir g = 4.

Signatur (0, 4) mit innerer Geoditischen a,. Seien d, und e, innere Geodatische von
X, so, dass {a,, d,, e,} ein kanonisches Tripel von X, bildet. Die gleichen Bezeich-
nungen verwenden wir auch fiir die unaufgeschnittene Fliche M. f sei innere
Geodatische von M, welche die folgenden Geodatischen jeweils genau einmal
schneidet: a,, b,,b;,...,b,, c;,c3,...,¢c,. Ferner seien r,, $,,8;,...,5,,
ty, ts, ..., t, Geoddtische so, dass {a,, |, f}, {b,, 5., f}, {c;, t;, f} jeweils ein Dreieck
bildet, i=2,...,g.

BEHAUPTUNG. Die Ldngenfunktionen der folgenden 6g — 3 Geoddtischen
bilden eine globale Parametrisierung von T, : a,,a,,...,a,; by, ..., by ds, ..., d,

g’
€20y [T S0 8yt T

Beweis der Behauptung. Wir wihlen fir T,, die folgenden Fenchel-Nielsen
Parameter: die Liangen der Geoditischen x, a, a,,...,4a,; by, ..., b, ¢5,.. ., ¢,
sowie die Twiste entlang dieser Geodatischen, ausser entlang von x natiirlich. Fir
den Rest vergleiche mit dem Beweis von Proposition 2 (fiir die Bestimmung der
Liangen von ¢; und von x) sowie mit dem Beweis von Proposition 1 (fiir die

Bestimmung der Twiste). O

Beweis von Theorem 2. Fir g =0 sowie fiir n =1 ist das Theorem schon
bewiesen. Seien g =2 1, n > 2 fixiert. Sei M € T,,,. Sei y eine Geodatische von M,
welche M in zwei Teilflichen M’ und N’ trennt so, dass M die Signatur (g, 1), hat
und N’ die Signatur (0, n + 1). Fiir M’ wihlen wir die analogen Fenchel-Nielsen
Parameter wie im Beweis von Proposition 3, nur dass wir das dortige x jetzt y
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nennen. Sei Y das Y-Stick in M’ mit den Randgeoditischen y, b,, ¢, (in der
Notation wie im Beweis von Proposition 3). Ist g =1, so denken wir uns M an q,
aufgeschnitten und die beiden Kopien von a, sowie y sind dann die Randgeodi-
tischen von Y. Sei N = N'u Y. N hat die Signatur (0, n + 2). Fiir N wahlen wir die
analogen Fenchel—Nielsen Parameter wie im Beweis von Proposition 2, wobei die
jetzigen Bezeichnungen y, b,, c, den dortigen Bezeichnung a,, a,, b, entsprechen.
Die Fenchel-Nielsen Parameter fiir M und fiir N induzieren nun Fenchel—-Nielsen
Parameter fiir ganz M. Nach den Propositionen 2 und 3 brauchen wir 6g — 3
Lingenfunktionen, um alle Fenchel—-Nielsen Parameter von M’ zu bestimmen, und
3(n +2) — 6 = 3n, um die Fenchel-Nielsen Parameter von N zu bestimmen. Aber
beziiglich N waren y, b,, ¢, schon durch M’ bestimmt. Somit brauchen wir fir N
nur 3n — 3 zusdtzliche Liangenfunktionen. Also kann M durch (6g —3) + (3n — 3)
Langenfunktionen parametrisiert werden. O
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