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Equations aux différences finies et déterminants d’intégrales de
fonctions multiformes

FRANCOIS LOESER ET CLAUDE SABBAH

Résumé. Nous donnons une formule calculant le déterminant d’une matrice dont les éléments sont des
intégrales de formes différentielles algébriques multipliées par un produit de polynémes élevés a des
puissances complexes. Cette formule fait intervenir le polynome caractéristique de monodromies
associées d la famille de polynomes considérée.

Abstract. We give a formula which computes the determinant of a matrix whose entries are integrals
of algebraic differential forms multiplied by a product of complex powers of polynomials. In this
formula enters the characteristic polynomial of some monodromies associated with this family of
polynomials.
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Introduction

Dans un article déja ancien [2], Aomoto s’est intéressé aux intégrales du type
suivant:

I(s"""sp)':Jﬁ“"f,fa)

ou fi, ..., f, sont des polynémes sur C", w est une n-forme algébrique sur C" et y
est un n-cycle a coefficients dans un systéme local dont la monodromie est telle que
la fonction I soit uniforme. La remarque essentielle était que ces intégrales sont
solution d’un systéme linéaire holonome d’équations aux différences finies (EDF)
par rapport aux variables s. Ce systéme s’obtient algébriquement (par une généra-
lisation d’un résultat de Bernstein lorsque p =1) comme la cohomologie du
complexe (appelé dans la suite complexe d’ Aomoto)

dg _
"_.)C(Sl""’sp)®CQi—>C(sl,...,sp)®cg’+l—)"'
ou d, est C(s)-linéaire et

p df,
d(1®w)=1Qdw + ) s,.®—},— A ®
= i

et l'action des opérateurs de translation 7, (i=1,...,p) sur la cohomologie
provient de celle sur C(sy, ..., s,). De plus, Aomoto a donné des exemples pour
lesquels ce complexe n’a qu’un seul groupe de cohomologie, exemples qui seront
rappelés au §1.3.

Plus récemment, Varchenko [19] a calculé le déterminant d’une matrice dont les
€léments sont de telles intégrales, lorsque f;, . . ., f, sont des formes linéaires affines
correspondant 4 un arrangement d’hyperplans réels ou complexes. Nous nous
proposons ici de donner une formule générale pour un tel déterminant, sans
condition sur les polyndmes f;. Poursuivant I'idée d’Aomoto, nous remarquons que
le déterminant a calculer est solution d’un systéme d’EDF de rang 1, a savoir le
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déterminant de la cohomologie du complexe d’Aomoto. Par ailleurs, les solutions
d’un systéeme d’EDF de rang 1 qui satisfont une certaine propriété de croissance a
Pinfini (vérifiée par le déterminant d’intégrales) peuvent s’écrire sous la forme

h(si,...,s,)  @(exp 2ins,, ..., exp2ins,) - cit---cy - [] [] T(L(s) — )72
L «a

avec ¢y, ...,c, € C*, h et ¢ sont des fractions rationnelles de leurs arguments, L
parcourt un ensemble fini de formes linéaires a coefficients dans Z premiers entre
eux, a un ensemble fini de nombres complexes et y, , € Z.

Nous nous proposons ici de calculer les constantes c; et les exposants y, , en
fonction de la topologie de I'application f=(f,,...,f,):C"—>C? Il est remar-
quable que ce déterminant ne dépende que de différentes monodromies locales
autour des hypersurfaces f; = 0 et f; = o0 et pas de monodromies globales. Dans la
situation étudiée par Varchenko, cela signifie que les y, , ont une expression
combinatoire en terme de I’arrangement. Signalons enfin que les articles [1] et [18]
considérent des questions analogues en utilisant seulement [8] et pas comme ici la
théorie de Bernstein.

1. Systémes d’équations aux différences finies et transformation de Mellin algébrique
1.1. Systémes linéaires d’EDF et groupe hypergéométrique

1.1.1. Soit C[s] =C[s,,...,s,] 'anneau des polyndmes a p variables et C(s) le
corps des fractions rationnelles correspondant. Un systéme rationnel holonome
d’EDF est un C(s)-espace vectoriel de dimension finie muni d’automorphismes
C-linéaires 7, ..., 7, qui commutent entre eux et qui satisfont les relations

TRE7 sii#]j
Ii‘Si=(Si+l)'T,- Vizl,...,p

Soit M(s) un tel systéme (de dimension r) et choisissons une C(s)-base m de
M(s). Notons A;(s) la matrice r x r de 7; dans cette base. C’est une matrice a
¢lements dans C(s). Les relations [1;, 7,] = 0 impliquent que les matrices 4, satisfont
aux relations

Ai(s+1) - A;(5)=A;(s+1;) - 4;(s)

pour tous i,j =1, ..., p, ou 1, désigne le i°™ vecteur de la base naturelle de C”. Le
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fait que t; soit inversible signifie que A, est inversible et la matrice de ;' dans la
base m est égale a

4;s—1,)""

Par ailleurs, aprés un changement de base de matrice B(s) € GL (r, C(s)) la
matrice de 1, est A;(s) avec

Ai(s) =B(s+1,) - 4,(s) - B(s)~".

1.1.2. Si IMM(s) et WM’'(s) sont deux systémes holonomes d’EDF, il en est de méme de
M(s) Ry MM(s), Home,, (M(s), M'(s)), ainsi que de

det M(s) = A M(s)

ou r = dimg,, M(s). L’ensemble des classes d’isomorphisme de systémes de dimen-
sion 1 forme un groupe, que nous appellerons groupe hypergéométrique.

Exemple. Si p =1, posons s =s,,7 =1,. Une classe d’isomorphisme de sys-
témes rationnels holonomes d’EDF est la donnéee de ¢ € C(s)* modulo I’action des
changements de base, qui sont de la forme

_h(s+1)’

Y(s) = The) o(s)

avec h € C(s)*. Le groupe hypergéométrique est donc égal a C(s)*/~, ou ~ est la
relation d’équivalence définie par les changements de base ci-dessus. Un élément du
groupe hypergéométrique s’écrit ainsi de maniére unique sous la forme

¢ J] (s—a)

x2e€C/Z

avec y, € Z, y, =0 sauf pour un nombre fini de a € C/Z et de plus ¢ € C*. Une
autre maniére d’exprimer ceci est que les éléments du groupe hypergéométrique sont
en correspondance bijective avec les équations satisfaites par les fonctions

¢ [] I'(s—a)r.

x2eC/Z

1.1.3. La structure du groupe hypergéométrique pour p > 1 est donnée par la
proposition 1.1.4. Le groupe hypergéométrique est obtenu comme suit: soit
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HG(p) = (C(s)*)" I'ensemble des (¢,,...,¢,) qui vérifient la condition d’inté-
grabilité

@, (s + lj) — (Pj(s +1;)
®:(s) ®;(s)

pour tous i,j=1,...,p, avec la structure de groupe induite par la multiplication
terme a terme; soit ~ la relation d’équivalence

(@1 0p) ~ W55 ¥,)

si et seulement si il existe h € C(s)* tel que, pour tout i =1, ..., p on ait
h(s +1,)
Yi(s) = O (s).

Alors le groupe hypergéométrique ' G(p) est le quotient HG(p)/~.

Soit .Z un sous-ensemble de formes linéaires non identiquement nulles sur Q” a
coefficients dans Z premiers entre eux tel que pour toute telle forme L, on ait soit
L e & soit —L € #. On peut par exemple choisir % comme suit: L(s) = Z A5, est
dans & si et seulement si 4, >0 si 4;,#0,4,>0 si 4,=0 et 4,7#0, etc. Soit
Z¥ > C/Z] Pensemble des applications ¥ x C/Z—Z a support fini, muni de sa
structure naturelle de groupe.

PROPOSITION 1.1.4. Soit g : C/Z - C une section de la projection C — C/Z.
Alors I'application

(C"‘)” x ZZ =< C/Z] _, JfG(p)

qui associe a [(cy, . .., c,); 7] la classe d’isomorphisme du systéme satisfait par

e c;,, n H F(L(S) —_ G(a))n,a

Le¥ xeC/Z
ne dépend pas de la section ¢ choisie et est un isomorphisme de groupes.
Remargques.

(1) Nous écrirons par la suite I'(L(s) — a) si aucune confusion n’est a craindre,
sous-entendant le choix d’une section. De plus, nous noterons

EDF(C“§l e [T 1 ris) — oc)”L'«)

LeZ aeC/Z
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la classe d’isomorphisme du systéeme d’EDF satisfait par la fonction consi-
dérée.

(2) Ce résultat semble €tre connu de K. Aomoto qui Iattribue 3 M. Sato (c¢f. [2]
ou le groupe hypergéométrique apparait comme H'(Z?, C(s,,...,s,))).
Faute de référence nous en donnons ci-dessous la démonstration, élémen-
taire au demeurant.

Démonstration de la proposition 1.1.4. L’indépendance vis a vis de o est immédi-
ate (il s’agit essentiellement de montrer que les systémes satisfaits par I'(L(s) — ) et
I'(L(s) — B+ 1) pour B € C sont équivalents).

LEMME 1.1.5. Soit (¢,,...,9,) € HG(p). Il existe (Y,,...,¥,) € HG(p)
équivalent a (@, . . ., @,) tel que pour tout i =1, ..., p, Y, est un produit de la forme

6 T1 T1 TT (2s) —a + et

Le¥ aeC/Z ‘el
ou c; € C* et n;(L, a, A) € Z est nul sauf sur un ensemble fini.

Démonstration. Dans la suite, nous supposons que p est =2. Soit P(s) un
polynome irréductible et pour tout i =1,..., p notons

[T PG + o) P

oelpr

les composantes translatées entiéres de P qui interviennent dans ¢;, avec
n;(P, 6) € L. Cette écriture est unique si P n’est invariant (2 une constante multi-
plicative prés) par aucune translation entiere de C*. Commengons par traiter ce cas
pour simplifier. La relation d’intégrabilité se traduit par

déf
ni(P,o —1;) —n;(P,0) =n;(P,0 — 1;) —n;(P, o) = ny(o)
pour tous i,j=1,...,p et on cherche a écrire le produit sous la forme A(s +1,)/
h(s), autrement dit on cherche une fonction m(s) (exposant de P(s + o) dans h) a
support fini sur Z”, a valeurs dans Z telle que pour i =1,...,p on ait
m(e — 1,) — m(o) = n;(P, o).

Une telle fonction, si elle existe, est unique et est donnée par la formule

m(c) = — Y. n(P, 6 —kl,).

k=0
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Nous devons vérifier que
1. m(o) ne dépend pas de i
2. m(o) est a support fini.
Pour i # j on peut écrire

mo)=Y Y n,(o—kl,—I1)

[120kz20

et la somme est finie puisque n,; est a support fini. Par suite m(o) ne dépend pas de
I

Pour voir que m(o) est a support fini, il suffit de vérifier que m(c) = 0 dés que
o; est assez grand ou assez petit. Le deuxiéme cas ne pose pas de probléme puisque
n; est a support fini. Pour le premier cas, il s’agit de vérifier que

keZ

pour la méme raison. Mais du fait de la relation d’intégrabilité on a pour i #j

Y n(P,o—k1)=) n(P,o0—1,—kl,)

keZ keZ

et pour g; <0 on a n,;(P, g) = 0. Par suite, en itérant suffisamment la procédé, tous
les termes dans la somme sont nuls.

Plus généralement, soit C € C” une hypersurface irréductible d’équation P =0 et
soit R € Z” le plus grand sous-réseau stabilisant C. Alors C est aussi stable par
C ®2 R et plus précisément C est I'image inverse par la projection 7 : C? — C?/
C ®, R =C? d’'une hypersurface C’. Si ¢ =1 nous sommes dans la situation du
lemme. Considérons donc le cas ou g = 2. Soit s* un systéme de coordonnées sur C?
et soit O(s") une équation réduite de C’. On doit avoir, si

[T Q@ +o)m@”

o’ en(ZP)
est la contribution des translatés entiers de C a ¢;, la relation
’ 4 ’ 7 déf !
n(Q, 0" —n(1,)) —ni(Q, 6") =n;(Q, 6" —n(1,)) —n;(Q, 6") = n, j(c7)

pour tous i, j. On cherche une fonction m(¢’) comme plus haut, qu’on obtient d’une
maniere analogue, lorsque g = 2. O
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Revenons a la preuve de la proposition 1.1.4. Soit donc L € ¥, a € C/Z et
considérons la contribution des translatés entiers de I’hyperplan L(s) —a a ¢, sous
la forme

T (L(s) =+ )@

AeZ

ou n; : Z--»1Z est a support fini et vérifie pour tout A € Z
def
n;(4 "1]') —n;(A) = nj(}“ —A) —”j(l) = ni,j(’l)

pour tous i, j, en posant L(s) =ZX?_, 4, -s;. En particulier, si 4,=0 on a n,=0.
Posons

—Ekzon,(l—ki,) Si l,>0
My o i(A) ={Zp 2 (A +k4;) si4;<0
0 sid; =0

En exprimant comme plus haut m, , ,(4) en fonction de n,; on veérifie que m, ,; ne
dépend pas de i et que m, (1) =0 pour 4 € 0. De plus, on peut, a équivalence prés,
supprimer les termes faisant intervenir L et a dans (¢,,..., ¢,) si et seulement si
m; ,(4) =0 pour 4 >0 (i.e. si m,, est a support fini).

En conclusion, écrivons (¢4, ..., ¢,) sous la forme

oi=c- [T 1 [T @) —a+ms=n.

Le ¥ aeC/Z AeZ

Alors (¢,, ..., ¢@,) est équivalent 4 'image par I'application de la proposition de

[(cr, ... ¢.)5 (Mpo(+ ©0)) e g neciz]

ou my ,(+ o) désigne la valeur asymptotique de m,,(4). De plus I'argument
ci-dessus montre aussi que cette application est injective. O

1.2. Transformation de Mellin algébrique

Soit 77 ~ (C*)” le tore complexe de dimension p et soit C[z, ¢ ~']<t 3, ) 'algébre
des opérateurs différentiels algébriques sur T?, ou t=(t,...,t,) et
10, =(t,0,,...,1, a,p). La correspondance 7, =t et 5;= —1;0, identifie cette
algébre a l'algébre C[s]<t,7 ') des opérateurs aux différences finies, c’est a dire
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I’algébre quotient de I’algébre libre engendrée par C[s] et C[r, t ~'] par les relations
introduites au §1.1.1.

Soit # un 2;,-module holonome (a gauche), .#(T?) le C{t, t ~']<t 3, >-module
des sections globales de # (ici, 2, désigne le faisceau des opérateurs différentiels
algébriques sur 77). Nous appellerons transformé de Mellin algébrique de #, noté
M(A), le module .#(T?) vu comme C[s]{z, t~'> module. Nous dirons que IM(.#)
est un systeme algébrique holonome d’équations aux différences finies si .# est
2 rp-holonome. Le lien avec la notion introduite au §1.1.1 est précisé par le
théoréme suivant.

THEOREME 1.2.1.
1. Soit M un systeme algébrique holonome d’EDF. Alors

déf
‘J.R(S) = C(S) ®C[s] mt

est un systéme rationnel holonome d’ EDF.

2. Inversement, si M(s) est un systéeme rationnel holonome d’EDF, pour tout
sous-C[s]<t, 1 ~')-module M = M(s) tel que M(s) = C(s) Dy M il existe un
systéme algébrique holonome M’ < M tel que M(s) = C(s) @y .

Démonstration de la premiére partie du théoreme 1.2.1. Soit M un systéme
algébrique holonome d’EDF. On peut écrire IR = M(.#) avec A 2r,-holonome.
Oublions un instant la correspondance introduite ci-dessus et considérons le module
M(s)t°, ou s=(s,...,s,) sont des nouvelles variables, t'=¢7---tp; soit
T% = Spec C(s)[t, t '] et soit C(s)[t, t~']<t ,) Palgébre des opérateurs différen-
tiels sur ce tore. Alors #(s)t° est un 2,,-module dont les sections globales sur 7%
sont égales a C(s) @ A (T”) et 'action de ¢ J, est donnée par

L az, “((s) ®m) =5,0(5) @m + @(s) R (¢; ax, *m).

De maniére analogue a [4], on vérifie que #(s)t° est @T'ém -holonome. Soit
n : T, — Spec C(s) I'application constante. Il résulte de [4] (voir aussi [6]) que les
groupes de cohomologie de 'image directe n, .#(s)t* sont de dimension finie sur
C(s) (nous prenons ici les notations de [6] pour les foncteurs sur les 2-modules
algébriques). Par ailleurs, le module .#(s)¢’° est aussi muni d’une action d’opérateurs
de translation 7, (i =1, ..., p):

7, (p(s) ®m) = (s +1;) ®;m.

De plus, cette action commute a celle de C[z, ¢~ ']{td,). Ainsi, les groupes de
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cohomologie du complexe mn_ .#(s)t* sont munis d’une structure de C(s){t, 7 ')-
module a gauche, et par suite sont des systémes rationnels holonomes d’EDF. La
premiere partie de 1.2.1 résulte alors du lemme ci-dessous.

LEMME 1.2.2. Pour tout i #0 on a H'n,  #(s)t*=0 et

Hr M (s)t° = M(A)(s).

On décompose = en projections le long des axes de coordonnées. On est ainsi
ramené par récurrence 2 montrer le résultat pour la projection w sur les p — 1
premiéres coordonnées:

Le complexe des sections globales sur T%,' de w, #(s)t° est représenté par le
complexe de de Rham algébrique du module holonome .#(s)t* relativement a4 w,
autrement dit c’est le complexe

0= M(TPNS)E —5 M(T?)(s)t*—0

ou le terme de droite (correspondant a Q') est placé en degré 0. Ce complexe est
quasi-isomorphe au complexe

0= M(TPYS)t —2225 M(T?)(s)t°>0

puisque ¢, agit de manicre inversible, et ce dernier complexe peut se réécrire sous la
forme

0 C(s) ®c H(T7) 2277 C(s) @ M(T?) 0.
Notons s" = (s, ..., s,_;). L’application C(s’)-linéaire
1,0, + 8, : C(s")s,] ®@c A(T?) - C(s)s,] ®c A(T?)

est injective (immédiat) donc elle le reste aprés tensorisation par C(s,). Par suite,
# ~'w, M(s)t° =0. De plus, I'application

C(s")s,] ®c M (T?) > M(T?)(s' )t
Zizos; ®m,' — Z,‘zo(—tpa,p)i m
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induit un isomorphisme de Coker (1, 6,p +5,) avec A(T?~")(s")t’*, par lequel la
multiplication par s, sur Coker (¢,0, +s,) correspond a l'action de —1,0, sur
M(T?~')(s")t”* et I'action de 7, a la multiplication par z,. On en déduit le lemme
par platitude de C(s,) sur CIs,]. O

NOTE. Ce calcul est analogue a celui du transformé de Fourier d’'un 2-module
holonome.

Démonstration de la deuxiéeme partie du théoréeme 1.2.1. Soit IN(s) un systéme
rationnel holonome d’EDF. Par définition, c’est un C(s){z, T ~'>-module a gauche
de type fini qui est aussi de dimension finie sur C(s). Soit M < M(s) un
C[s]<t, t ~'>-module de type fini tel que I'on ait

C(s) ®C[s] M = M(s)

et soit A le 2,,-module cohérent correspondant. On sait qu’il existe un plus grand
sous-2 r,-module holonome .#° de A (voir [12],[5]). Soit M < IM le systeme
d’EDF correspondant. Nous allons montrer que I'on a C(s) ® ¢ MM = M(s), c’est
a dire que IM/MWM’ est de C[s]-torsion. Quitte & travailler avec le quotient de /I’
par sa C[s]-torsion (qui est un sous-C[s]<t, T~ ')-module de type fini), nous
pouvons supposer que MM’ = {0}. Alors toutes les composantes de la variété carac-
téristique de # dans ’espace cotangent au tore 7”7 sont de dimension =p + 1 et
donc aucune n’est lagrangienne. La démonstration procéde comme suit: puisque le
fibré cotangent T*7T” est trivial, nous pouvons considérer la projection
T*T?->T¥T? oul=(l,...,1). Nous montrons qu’il existe un ouvert de Zariski
dense U de T¥T7” au-dessus duquel la variété Car .# est de dimension pure p ou
vide, donc vide dans I’hypothése ou nous sommes. Nous en déduisons qu’aprés une
localisation convenable de C[s] on a M, = {0}, d’ou M = {0} puisque M n’a pas de
C[s]-torsion, ce qui donne le résultat voulu.

Soit m une famille d’éléments de M qui engendre M sur C[s]<{z, T~ et M(s) sur
C(s). Soit N le C[s]-module engendré par m. D’une part un localisé convenable de
N est libre sur I'anneau des polynomes localisé de la méme maniére. D’autre part,
le localisé de M en tous les translatés entiers des dénominateurs des matrices de 1;
(i=1,...,p) dans la famille m est égal a celui de M. Donc si C[s],. désigne
I’anneau localisé correspondant, M, . est libre de type fini sur C[s],,.. Nous allons
procéder de méme avec une bonne filtration F.

Soit FC[s[ (resp. FC[s]{z, t ~')) la filtration croissante par le degré total en s et

ef

#,.Cls] = @ F,Cls] - u* resp. R,.Cls)<r,1-"> = @D F,Clsi<, t-1> - uk
keZ

keZ
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'anneau de Rees associé, qui est un sous-anneau de C[s,u, u™']
(resp. C[s, u, u~'1{t, T =')), ou u est une nouvelle variable. Si I’'on pose s, = us; pour
tout i=1,...,p, on a R#C[s] ~C[s’, u] et grf C[s] ~C[s’]. De méme, ’anneau
RrC[s]{t, ") est isomorphe a I'anneau C[s’, ]){t, 7~ ') ou 'on a la relation
T8, = (5; + wr;.

Soit FIR (resp. FRN) la bonne filtration engendrée par m, c’est a dire

FM=F.C[s]<t, "> m
(et de méme pour. N). Alors

R2R= @ FRN-u*
keZ

est de type fini sur #,C[s] et sans C[u]-torsion (puisque contenu dans
Clu, u™'] ®c RN), donc Clu]-plat. Il existe donc Q € C[s’, u] tel que Q(s’, 0) £ 0 et
tel que apreés inversion de Q le module 2N[Q ~'] soit libre sur C[s’, u][Q ~'].

Soit par ailleurs P(s) € C[s] un dénominateur commun aux ¢léments des matrices
de 7, (i=1,...,p) dans la famille m. Si 'on inverse de plus tous les polynomes
P(s’ + uo) avec o € Z7, on voit comme plus haut que sur ’anneau localisé corre-
spondant C[s’, u},,. on a

(-@ F m‘)loc = (92 F gt)loc

donc (ZM),,. est libre de type fini sur C[s’, u];,.-

Puisque grii = R M/uR M, on en déduit que si C[s],,. désigne le localisé hors
de Q(s,0) =0 et P(s') =0, le module (gr*M),,. est libre de type fini sur C[s];,.,
donc Car .# est de dimension pure p sur I'ouvert de Zariski correspondant.
L’hypothése faite sur M implique que (gr*M),,. = {0}. Puisque (M), est libre de
type fini sur C[s’, u],,c, on a aussi (M), = {0} et par restriction d u=1o0n a
Mo = {0} (car M= R M/(u — DR M). O

1.3. Le complexe d’ Aomoto

1.3.1. Soit X une variété algébrique lisse et propre sur C,j : U ¢ X linclusion d’un
ouvert affine et

f=fis.-uf) i X (PY

une application algébrique sur X. Nous supposerons que U cf~'(T%), ou
TP = (C*)? < (P")” est le tore (P' — {0, c0})?. Soit 2 le faisceau des opérateurs
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différentiels algébriques sur X, 2, sa restriction a U et soit .# un 2,-module
holonome. Posons 2(s) = C(s) ®c 2y, ou s=(s,...,s,) sont de nouvelles
variables et soit .#(s)f* le 2, (s)-module obtenu par torsion par f* (voir §1.2). C’est
un 2,(s)-module holonome et le théoréme de Bernstein affirme que I'image directe
J+ (M (s)f°) est D ,(s)-holonome. Soit p I’application constante de U x Spec C(s) sur
le point Spec C(s). On déduit du théoréme de Bernstein (voir loc. cit.) que p, H(s)f®
est un complexe a cohomologie de dimension finie sur C(s). Puisque U est affine, ce
complexe est quasi-isomorphe au complexe des sections sur U du complexe de de
Rham algébrique (décalé de dim X):

I(U, @y ® o) H#(s)f[dim X]) (13.2)

Si par exemple # = O, le complexe Qy ® ) A(s)f* n’est autre que le complexe
C(s) ®¢ 2y dont la différentielle d, est donnée par la formule

406 ®) = 00) 8o + 3 500 ®F o

Le 2,(s)-module .#(s)f* est muni d’opérateurs de translation inversibles 7, définis
comme suit:

T, - [o($)mf7] = (s + 1,)(fim)f*.

Ces opérateurs s’étendent de maniere naturelle a chaque terme du complexe (1.3.2)
et commutent a la différentielle d;. On en déduit qu’ils agissent aussi sur la
cohomologie.

.....

.....

soit f, # le complexe de Gauss-Manin du 2,-module .#. La propriétée de
composition des images directes (voir par exemple [6]) montre que 'on a un
quasi-isomorphisme dans la catégorie dérivée des complexes de C(s){z, T ~')>-mo-
dules a gauche:

Ay (MNS) =2 s, (fy M) (1.3.3)
Il suffit en effet de vérifier que 'on a
(f+ )" =1, (M (s)f)

ce qui est immédiat. U
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Nous appellerons aussi complexe d’Aomoto le complexe o, (M) =

p.. H[s]f° qui est a cohomologie de type fini sur C[s]{(z, t ~') et pour lequel on peut
appliquer les mémes raisonnements que ci-dessus.
1.3.4. Déterminant. Nous avons défini au §1.1.2 le déterminant d’un systéme
rationnel holonome d’EDF ainsi que la classe de celui-ci dans le groupe hyper-
géométrique #G(p). On associe de méme au complexe d’Aomoto un déterminant
par la formule

..........

qui est tout autant un élément du groupe hypergéométrique.

1.3.5. Singularités isolées. Dans les exemples ci-dessous (repris pour I’essentiel de
[2], ou cependant certaines hypothéses ne sont pas trés claires), nous montrons que
le complexe d’Aomoto n’a qu’un seul groupe de cohomologie non nul. Les calculs
sont en fait topologiques et reposent sur le théoréme de comparaison pour les
2-modules holonomes réguliers ([8, 15]). Commengons donc par remarquer les faits
suivants:

1. Supposons que pour tout a assez général dans C”, si i, : {a} ¢ C” désigne
cohomologie qu’en degré d. Alors il en est de méme de la restriction au point
generique &, (H)(s).

En effet, comme on a déja vu lors de la preuve de 1.2.1, il existe un
polynome P e C[s] tel que, aprés localisation en tous les translatés entiers de

.....
,,,,,

H(U,DR(A)®f'2,)=0 pouri#d

ou £, est le systéme local de rang 1 sur le tore (C*)? de monodromie ;'
autour de ¢, =0 et u est tel que y; = exp 2ina,; avec « comme dans le point
précédent. En effet, le théoréme de comparaison identifie la cohomologie de
Li} st ., (#) a la cohomologie de DR(.#) ®f'L,.

Exemple 1. f,,...,f, sont des formes linéaires affines sur C". On note
Ay, ..., A, les hyperplans qu’elles définissent dans P" et 4, I'’hyperplan a linfini.
Sip=(,...,u)e(C*? onposepu,=—1/p - p, Soit £, le systéme local sur
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C"— U?_, A; de monodromie égale a u; ! autour de A4, (et donc de monodromie
pe'! autour de A,) et soit j:C"— U?_, A; & P" Dlinclusion. On pose
I={1,...,p, o} et pour x e P" on pose I(x) ={iel|x € 4;}. On a (voir aussi
[13, 11])

(SI,) Si pour toute partie J < I telle que ;. ; A; #® on a I1,_,; u; # 1
alors H(C" — U%_ | A;, £,) =0 sauf pour i =n.

En effet, soit x € U,.; 4; et supposons que pour toute partic J <1 on ait
Il,., u; # 1. Alors

(j!‘gu)x = (Rj*gy)x'

En effet, si les hyperplans A4; sont en position générale en x, on se raméne par
section transverse au cas ou card /(x) =n. On a alors

(Rj*ﬁy)x = (]' B;t)x( =0)

si et seulement si il existe i € I(x) tel que u; # 1. Le cas général se rameéne au
précédent par éclatements. Les monodromies qui apparaissent autour des diviseurs
exceptionnels sont de la forme IT,_; u,.

Sous I’hypothése donnée, on a donc I’égalité (en prenant I’hypercohomologie)

P P
H"(C"— () 4. s,,)=Hg(cn— () 4. szﬂ).

i=1 i=1

Puisque C" — U”?_, A, est de Stein, on a H'=0 pour i >n et H. =0 pour i <n,
d’ou I’assertion. O

Exemple 2. Soit f: C" — C un polyndéme. Soit G = P* x C I’adhérence du graphe
de fet F: G — C I'application induite par la deuxiéme projection. Le lieu critique de
F est par définition la réunion du lieu singulier de G et de I’adhérence dans G du lieu
critique de la restriction de F a la partie lisse de G. Nous dirons que le polynome
f est a singularités isolées (y compris a I'infini) si la restriction de F a son lieu
critique est finie sur son image.

(SI,) Si u € C* est assez général, on a, lorsque f est a singularités isolées,

H(C"—f~1(0),f'2,) =0 pour i #n.
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Il suffit, pour cet énonce, de supposer que f est a singularités isolées hors de
/7'(0). Pour le montrer, il suffit de vérifier que les faisceaux R/f,C sont des
systémes locaux sur C — {0} pour 0 <j <n — 1. En effet, on a une suite spectrale

Eg = HY(C* R, C®L,) = H**(C"—f~'(0,./7',)

et pour 0<p <n—2ona HYC* Rf C®L,) =0 pour tout ¢ lorsque ' n’est
pas valeur propre du systéme local R?f, C. Cette suite spectrale dégénére donc et on
en déduit le résultat (en utilisant comme dans I'exemple précédent le fait que
C" — f71(0) est de Stein).

Soitj : U = C" ¢, G l'inclusion. 11 suffit alors de vérifier que pour tout ¢ € C*, le
complexe des cycles évanescents sur la fibre F~'(¢) du faisceau Rj,C,, noté
@, (Rj,Cy), est a support pontuel et concentré en le seul degré n — 1. En effet, du
triangle distingué

+1
lc_l(RF*(RJ*CU)) —)RF* 'PF,c(Rj*CU) _’RF*CDF,c(Rj*CU) -

on déduit alors un isomorphisme des groupes de cohomologie des deux premiers
complexes en degrés j <n — 2.

Par dualité (voir par exemple [7, 16]), il revient au méme de montrer que
@ .(j,Cy) est a support ponctuel et n’a de cohomologie qu’en degré n — 1. Soit
i: G —C" ¢ G linclusion fermée. La restriction F o i est la projection d’un produit
(le vérifier en coordonnées locales). On a un triangle distingué

1
D (JCy) = Pr (Cg) — ¢F.C(Ri*i—lCG) :“’

et du fait de la structure en produit de F < i, le troisiéme terme est nul. Il suffit donc
de vérifier que @, .(Cg) est a support ponctuel et n’a de cohomologie qu’en degré
n — 1. C’est clair sur C” par hypothése de singularité isolée. On vérifie de plus que
les points critiques de F a I'infini (c’est & dire dans G — C”) sont les points singuliers
de G. En un tel point x, la fibre de Milnor de F en x est spécialisée de la fibre de
Milnor d’une intersection compléte a singularité isolée, a savoir (F, g), si g est une
équation locale de G dans P” x C. Cette fibre n’a donc de cohomologie qu’en degreés
Oetn—1. O

Exemple 3. f,,...,f,: C"—C sont des polyndmes. Soit G = P" x C” I'adhér-
ence du graphe de f=(f;,...,f,) et F:G—C? la projection. En définissant
comme dans I'’exemple précédent le lieu critique de F, nous dirons que f est a
singularités isolées si la restriction de F a son lieu critique est finie.
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SI Si u € (C*)? est assez général, on a, lorsque f est a singularités isolées,
3 q 4

HY(C"— v, f7(0), f~'8,) =0 pour i #n.

Comme dans I'’exemple précédent, il suffit de vérifier que Rf, C est un systéme
local sur le tore (C*)? pour 0<j<n—p—1 (et il suffit que I’hypothése de
singularité isolée soit satisfaite au-dessus de ce tore). Il existe une hypersurface
algébrique réduite H < (C*)” hors de laquelle R’f, C est un systéme local. 1 suffit
de montrer que R’f, C est un systéme local au voisinage d’un point assez général de
toute composante irréductible de H. Soit ¢, un tel point et D un germe de courbe
lisse transverse a H. Alors f~ (D) = C" est lisse et ’adhérence du graphe de -1y
dans P" x D est égale a F~'(D). Par suite, la restriction de f a f~'(D) est a
singularités isolées et on peut appliquer des arguments analogues a ceux de
I’exemple précédent. O

2. Déterminant du complexe d’Aomoto associé a un polynéme

Dans cette section, nous reprenons la situation du §1.3 dans le cas ou p = 1.

2.1. Caracteristique d’Euler des cycles évanescents

Soit # un complexe borné a cohomologie C-constructible sur X (en fait sur la
vari€té analytique sous-jacente). Pour tout ¢ € C*, soit @.,# le complexe des cycles
évanescents de & sur la fibre f = ¢ relativement a la fonction f (voir [9]). C’est un
com}g}exe a cohomologie C-constructible. Nous utiliserons dans la suite le foncteur

bs = @,,[—1]. Nous noterons
x(f, F,0=) (—1)'dimc H(f~'(t), ¢, F) € L.
ieZ

Il existe seulement un nombre fini de ¢ € C* pour lesquels ¢, % n’est pas trivial et
par suite pour lesquels x(f, &, t) n’est pas nul. Nous poserons

of, F) = [] rS*eC*,
teC*

L’entier y(f, #, t) (et donc c(f, #)) peut étre calculé de plusieurs maniéres:
1. En utilisant le comportement du complexe des cycles évanescents par image
directe par f, c’est a dire

Rr(f—l(t)’ ¢f,t) = ¢ld|:1,l Rf*g—
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(puisque f est propre) on voit que I'on a
X(f; ?9 l) = X(Idl’ls Rf*g’ t)

et cet entier ne dépend donc que du complexe image directe Rf,%. On a
alors

WLF. )= ZZ (—1Ddimc H(f~'(1), #) — dimc H(f~'(1"), #)]

ou t’ #t est assez voisin de ¢.

2. En utilisant une modification propre 7 : X - X telle que (f - 7) ~'(¢) soit un
diviseur a croisements normaux et que z ~'# soit 4 cohomologie localement
constante sur les strates de la stratification naturelle de ce diviseur. Si 7 est
un isomorphisme hors de f~'(¢) et (fon) ~'(¢) on a pour le complexe des
cycles proches (voir [9])

Wﬁ,f - RTC* 'Ilfo n, ,(7t - lg)
égalité qui peut permettre de calculer ¢, en utilisant le triangle

+1
if_—ll(t)f["' 1] - q]f',f[— 1] —’¢f.l'¢ —_ .

2.2. Fonction zéta “logarithmique” des monodromies en 0 et o0

Pour & comme ci-dessus, soit ¥,,% le complexe des cycles proches de f sur la
fibre f~'(0) et posons Y, F = Y. 0#[—1]. Ce complexe est C-constructible et
muni d’un automorphisme de monodromie 7, et plus précisément c’est un complexe
a cohomologie constructible sur ’'anneau C[T, T~ ']. D’une maniére générale, si H
est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme 7 nous
notons

44(T) = [] (T -

AeC*

le polynéme caractéristique de T sur H et

1 Yi
log = I l l
a6 =] (s 55 log )

AeC*
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ou 1/2in log A est considéré comme élément de C/Z et A4'38(s) comme élément de
C(s)*/~. Nous poserons alors

Z'8(f, F,0)(s) = n [4 li%(f—l(()),wmf)(s)](_l)l

ieZl

et nous définissons de maniére analogue Z"&(f, #, c0). On dispose aussi de
plusieurs moyens pour calculer Z'°¢( f, #, 0)(s):
1. Puisque

RI(f7Y(0); PoF) = ¥ 1gp o R, F)

dans la catégorie D5(C[T, T~']) (complexes bornés de C[T, T~ ']-modules a
cohomologie de type fini sur C[T, T"']), on a

ZI%( £, F,0) = Z"%(Idp1, Rf, F, 0).

2. Pour tout x € f'(0), soit H#'(Y,0F), le i*™ groupe de cohomologie du
complexe des cycles proches au point x, qui est un C-epace vectoriel de
dimension finie avec un automorphisme 7T, soit 438, o0 #),(s) le polynéme
associé et ('°8(f, #,0) le produit alterné de ces polynomes. Il existe une
stratification de Whitney analytique complexe (Y;)icx de f~'(0) sur les
strates de laquelle la fonction x — ('°%( £, &, 0) (a valeurs dans C(s)*/~) est
une constante notée {'vE(f, #, 0)(s). On a alors

Z¥(f, F,0)s) = [ (58(f, &, 0)(s)*"®

ke K

ou yx(Y,) désigne la caractéristique d’Euler topologique de la strate Y,.

3. Soit 7 : ¥ - X une modification propre qui est un isomorphisme hors de
f£71(0) et telle que (f o ) ~!(0) soit un diviseur a croisements normaux dont
la stratification naturelle est adaptée au complexe = ~'#. Pour toute com-
posante D, (i € I) de ce diviseur, soit D, =D, — Uj»; D;. Alors la fonction
x (%% fom, =1, 0) est une fonction constante pour x € D, et la formule
d’A’Campo pour la fonction zéta de la monodromie (qui se démontre comme

la formule précédente) implique que I'on a

Z°(f, #,0) =[[ KBS o m,n ' F, 0)] ~220.

iel
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Si par exemple # =Rj,C,, le terme entre crochets est égal a

N;—1 /
s+
1 (+)
si N; est la valuation de f o« le long de D,.

Remarque. Le degré d e Z de Z'°8(f, #,0) est égal au degré de Z'°¢(f, #, )
puisque chaque groupe de cohomologie du complexe Rf,# est un systeme local
(éventuellement nul) sur un ouvert de C*. Ce degré est aussi le degré de
Z(f. #,f) pour tout teC*. Comme pour ¢ assez général on a
Y. F =iy, F[—1] on en déduit que

d=y(f7'(®), i F[-1]) = —2(f~'@®), F).

2.3. Le théoréeme

THEOREME 2.3.1. Soit # un @, -module holonome tel que j, M soit D -ré-
gulier (plus généralement M est un complexe borné a cohomologie holonome tel que
J+ M soit régulier). On a alors I’égalité (dans le groupe hypergéomeétrique C(s)*/~)

Z°%(f, F, 0)(6)

det o (M) = (=1 o/, F) " g g )

ou F =Rj DR(M), DR(M) = QT Qozn H[dim U] désigne le complexe de de
Rham analytique de M et ou d = deg Z'°%(f, #, 0).

Remarques.

1. Ce résultat signifie que I’on peut trouver des bases des groupes de cohomolo-
gie de o/, (A)(s) de sorte que le produit alterné des déterminants des matrices
de 7 dans ces bases soit €gal au terme de droite.

2. Ce résultat, dans une formulation un peu différente, est montré par Anderson
[1] par une méthode différente lorsque .# = @,. Le fait de le montrer pour
un 92,-module régulier n’est pas plus difficile et permet plus de souplesse:
nous allons en fait nous ramener au cas ou X =P' par image directe en
remplagant .# par son complexe de Gauss—Manin.

3. Comme on a vu plus haut, le terme de droite dans la formule est une fraction
rationnelle de degreé total nul.



478 FRANCOIS LOESER ET CLAUDE SABBAH

4. En vue de la généralisation pour plusieurs polynomes, nous allons exprimer
d’une autre maniére le résultat. Posons Z( f, #,0) =II(T — A)"* et définis-
sons

1 Ya
r =||Tls——1 .
2(.%.0)(5) 1;1 (S 2in og '1)

De maniére analogue, si Z(f, #, o) =II(T — A)"* nous posons

YA
1
i I’(—s = %m log/1>
A (=D~

Avec cette normalisation, on peut exprimer le théoréme de la maniére suivante:

FZ(f,y,oo)(S) =

det o (A)(s) = EDF(c(f, )’ ' T 2059 .0)(8) * T z( 5.9 .0)(9))-

5. Puisque 'on a o (A)(s) = ,(f, M)(s) et puisque DRf, 4 =Rf ,DRA du
fait de la régularité de j, .#, on déduit des remarques du §1.3.4 qu’il suffit de
montrer le résultat lorsqure X = P!, U = T = C*, f est I'identité et .# est un
2-module holonome tel que j, .# soit régulier.

En vertu de la remarque précédente, nous nous plagons dans le cas ou X = P!,
U=T=C* et f=1Idp:. Nous allons présenter de deux maniceres différentes une
démonstration du théoréme 2.3.1 dans cette situation, la premiére étant tout a fait
¢lémentaire.

2.4. Premiére déemonstration

Rappelons qu’il existe un opérateur P € C[z, t ~')<td,) tel que 'on ait une suite
exacte

0—- X (T) > Clt, t~'1<t0, >/(P) > M(T) >0

avec J'(T) a support ponctuel dans le tore T (en effet, d’apres le théoréme de
Stafford, .#(T) est isomorphe a C[t, t ~'1<{td, >/I ou I est un idéal non nul, et on
choisit dans I un opérateur de degré minimal en ¢0,).

Comme la formule & démontrer se comporte de maniére multiplicative par
extensions, il suffit de la montrer pour les modules définis par un opérateur P,
puisque X' (T') est aussi extension de modules de cette forme. Supposons donc que
M(T) = C[t, t ~'1<10, >/(P) avec

P=ay(0,)+ -+ a(td)r.
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On a donc

MA)s) = Cs)<r, 71 (1 4 2= D L prr L (=9
a,.(—‘S) a,.(_S)
Ainsi IM(A)(s) est de dimension r sur C(s) et dans la base [1], [t],...,[t" "] la
matrice de T a pour déterminant

) ao(—s)
a,(—s)

(=1

2.4.1. Calcul de ay(—s). Considérons le module j, .# dans la carte P'— {o0}.
Supposons que le polynéme q, vérifie la propriété

VieN ay(l) #0.

Dans ces conditions il est facile de vérifier que la multiplication par ¢ sur le
C[1]<0, >-module C[¢]{d, >/(P) est inversible et par suite que I’on a dans cette carte

J+ M(P' —{o0}) = C[7]<0, Y/(P).

Soit d le degré de P par rapport a ¢d,. L’hypothése que j_ .# est régulier implique
en particulier que P est Fuchsien en 0 et par conséquent a, est de degré d. Les
résultats classiques sur les systémes réguliers en dimension 1 montrent que si a,
désigne le coefficient du terme de degré d dans a,, on peut écrire

ag(—s) = (—1)%y, - Z'"°%(Ildp:, Rj , DRA, 0)(s).

Si la condition sur g, n’est pas satisfaite, on remplace le générateur [1] de #(T) par
[t =*] pour k = 0 assez grand: dans la nouvelle présentation de .#(T), le polynéme
ay(t0,) est remplacé par a,(20, + k) et on peut appliquer le raisonnement précédent.

2.4.2. Calcul de a,(—s). Soit z =1"" et donc —z0, = td,. On pose

P =qytd,)+--+ a,(to )"
= aO( —Zaz) +0+ ar( —_Zaz)z_r
=z _r[bO(Zaz)Zr +0+ br(zaz)]

avec b,(z0,) = a,( —z0, + r). Le méme calcul que ci-dessus montre alors que

a,(—s) = a,y - Z*°%(Idp:, Rj , DRM, 0)( —5).
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2.4.3. Calcul de (—1)"ay,/a,,. Le terme de degré d en td, dans P a pour coefficient
le polynome

aOd+" '+a,dt’

et (—1)ay,/a,,; est égal au produit des racines de ce polyndome comptées avec
multiplicité. Chaque racine t; € C* est un point singulier de P dans le tore et la
multiplicité de cette racine est la multiplicité du conormal en ¢; a4 T dans la variété
caractéristique de P, donc, d’aprés une variante du théoréme d’indice local de
Malgrange, est égale a dim¢ ¢,,,,, . (DR.#). Ceci termine la premiére démonstration.
O

NOTE. Il n’est pas nécessaire de supposer ici que .# est régulier sur le tore T.
Seule la régularité en 0 et co est nécessaire pour obtenir la formule cherchée.

2.5. Deuxiéeme démonstration

Nous voulons calculer le déterminant det M(.#)(s) & une constante multiplica-
tive prés (nous ne referons pas le calcul de la constante). Le calcul s’appuiera sur
la remarque élémentaire suivante:

Soient E et F deux C[s]-modules libres de rang r et ¢ : E - F un morphisme
C[s]-linéaire induisant un isomorphisme aprés tensorisation par C(s). A une con-
stante multiplicative prés, le déterminant de la matrice de ¢ dans des bases de E et
de F ne dépend pas du choix de ces bases. Les hypothéses faites impliquent que ¢
est injectif et que Coker ¢ est C[s]-artinien. Posons

Coker ¢ = @ Cls]/(s — ;)™
On a alors

detop = II,(s — ;)"
= » Car (s; Coker ¢)

avec » € C* et ou le dernier polynéme désigne le polynome caractéristique de la
multiplication par s sur Coker ¢.

Nous allons commencer par expliciter des réseaux dans IM(A)(s), c’est a dire des
sous-C[s]-modules libres de rang égal a dimc,, T(A)(s).
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PROPOSITION 2.5.1. Soit QUM(T) un sous-C[{]{td, >-module de type fini de
M(T) qui engendre M(T) sur C[t, t ~']<10,) et “UM(T) un sous-C[z]{z0, )-module
avec une propriété analogue. Alors OUM(T) N UM (T) est un sous-C[td,]-module
de type fini de M(T) qui I’engendre sur C[t, t ~'1<10, ).

COROLLAIRE 2.5.2. Supposons que W(#) n’ait pas de C[s]-torsion. Alors,
avec les notations ci-dessus (et via [identification M(T) =IN(A)), 'image de
OUMT) "DUMT) dans M(M)(s) est un réseau. O

Démonstration de la  proposition 2.5.1. Nous allons interpréter
OUMT) " UM(T) comme une image directe. Considérons le faisceau
VoDp1 < Dp1 défini comme suit: dans la carte P'—{oco}, on pose
Vo Cl11<d, ) = C[1]<td, »; dans la carte P' — {0} on pose V,C[z]<0,) = C[z]<z0, );
dans le tore T on pose V,C[t,t"1<td,> =C[t,t']1<td,>. Posons aussi
VoDpi[s] = Cls] ®c VoZp:.

LEMME 2.5.3. OU.#(T)[s]t* est un sous-Cl[s, t]{t0, >-module de type fini de
M (T)[s]t".

Notons cependant que .#(T)[s]t* n’est pas de type fini sur ’anneau Cfs, 7] {4, ).
Pour montrer le lemme, il suffit de remarquer que si m € QU.#(T), on a

(P(t, t0,) - m)t* = P(¢, t0, — 5) - (mt°).

En faisant de méme avec ‘“U.#(T) on obtient un sous-faisceau Uj, #[s]t* du
faisceau j, #[s]t* qui est V,Dpi[s]-cohérent (cependant j_ .#[s]t* n’est pas cohérent
sur Ppi[s] mais seulement sur Ppi[s]<t, T~ 'D).

Soit 2! le faisceau des 1-formes relatives a P' x Spec C[s]/Spec C[s] et Q'<0, o)
le faisceau des 1-formes a poles logarithmiques on 0 et co. Considérons le
“complexe de de Rham relatif™

d
0 Uj, Ms]t* — Q'<0, 00> ® Uj, M[s]t* >0

ou la différentielle est définie comme pour le complexe (1.3.2), puis son image
directe par le morphisme propre P' x Spec C[s] — Spec Cls].

D’une part la cohomologie de cette image directe est de type fini sur C[s]: il suffit
de le vérifier en remplagant Uj, .#[s]t’ par V,Zp:[s], par cohérence. On calcule cette
image directe 4 'aide du complexe double fabriqué a I'aide du complexe de Cech
pour le recouvrement déja considéré. Dans la carte P' — {00} on obtient le complexe

0 Cfs, <13, — Cfs, <18, > —0
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qui a pour seul groupe de cohomologie Coker t9, ~ C[s, f]. Le méme calcul dans les
autres cartes montre que la cohomologie de 'image directe est I'intersection dans
Cls, t,t "] de C[s, f] et C[s, ¢t ~'], d’ou I'assertion.

D’autre part cette cohomologie est égale a QU.#(T) N U#(T): on utilise
pour cela le méme calcul que ci-dessus. Dans la carte P' — {00} le complexe de de
Rham relatif a pour sections globales le complexe

10, +s
0 OUA(T)[s] —— OUM(T)[s] -0

qui a pour seul groupe de cohomologie QU.#(T) (voir lemme 1.2.2).
Nous avons ainsi montré la finitude de QU.#(T) " U.#(T) sur C[s]. Mon-
trons pour terminer que

C(s) @ty [PUM(T) "N UM(T)] = M(A)(s).
Rappelons qu’il existe un polyndme b, tel que 'on ait
by (10,) - QUM(T) =t - QUMA(T)
et un polynéme b, avec une relation analogue. Par suite, pour tout k € Z on a
by (10, + k)t % - OUM(T) ¢t ~*+1- OUA(T).
Ainsi, aprés tensorisation par C(s) (et identification s = —¢ d,), l'inclusion
- OUH(T) & t7F-OUMH(T)

devient un isomorphisme, de méme que linclusion QU.#(T) < #(T), et de
maniére analogue l'inclusion

OUMT)NDUMT) o MH(T). -

2.5.4. Elimination de la torsion. Soit .# un 2 r-module holonome. Il existe un plus
grand sous-module .#’ tel que M(A /.# ") n’ait pas de C[s]-torsion. Dans la suite
nous travaillerons avec #/#’, ce qui ne change rien puisque M(A/
M)(s) = M(A)(s).
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2.5.5. Calcul du déterminant. Soient QU.#(T) et ™ U#(T) comme dans la propo-
sition 2.5.1. On considére le diagramme

OUMT) A [t~ - UMT)) == [t - OUM(T)] » UM(T)
Je Lo
OUMT) NDUMT) = OUMT)UMT)

Puisqu’on a supposé M(.#) sans C[s]-torsion on voit que chaque sommet est un
C[s]-module libre de rang r = dimc,, M(A)(s). Fixons des bases de ces modules, soit
A(s) la matrice de ¢ et B(s) celle de t—'. On a alors

A(S)B(s + 1) = B(s + 1)A(s) = 1d.

En notant C(s) et D(s) les matrices des inclusions C et D on voit que la matrice de
t dans la base de MM(#)(s) induite par celle de QU.A(T) N U.#(T) n’est autre que

D(s) - A(s) - C(s) "
et par conséquent son déterminant s’écrit
det D(s) - det A(s) - det C(s) ~".

Or det A(s) est dans C[s] et est inversible, donc est une constante non nulle. On a
ainsi I’égalité (avec 1 =t,z =1, et x € C¥)

det M(A)(s) = * Car [s; @U(OU/t - OU)] - Car [s; QU(U/z - U)] .
(DET)

Nous allons appliquer cette égalité a la filtration canonique. Dans la carte
P! — {00} on note VC[7]<d, ) la filtration croissante indexée par Z pour laquelle ¢ est
de degré —1 et 0, de degré 1 (donc comme plus haut V,C[1]<d, ) = C[t]td,)). Le
C[1]<0, >-module de type fini .#(T') est alors muni d’une bonne filtration canonique
notée OV.#(T): cette filtration est bonne pour VC[f]{3,) et sur gry . #(T)
'opérateur ¢ 0, + k admet un polyndme caractéristique b, de la forme

b(o)(ta, +k) = ]—[ (ta, + k + a)y“

aelk

ou 2 € C est défini par

Z={aeCl-1<Réa<0,Ima20si REa=—1,Ima<0si Réa=0}.
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En particulier la multiplication par ¢
t:griV M(T)—>gr¥  M(T)
est bijective pour tout k € Z et on a lorsque j,_ .# est régulier en 0
(= 1)y (—s) = Z'°%(Idp1, Rj,, DR, 0)(s).
ou d =deg by,. On a des énoncés analogues a I'infini.
LEMME 2.5.6. On a
grierdV M(T) =0 sik+1>1.
En effet, sur ce bi-gradué, l'opérateur ¢, vérifie les deux équations
boy(t0, + k) =0 et b, (—1td, +1) =0. Lorsque k + > 1, il résulte des choix faits

que ces deux polyndomes n’ont pas de racine commune. O

On peut appliquer maintenant Dlégalit¢é (DET) en prenant QU =OV), et
(@ =Y, avec k + 1> 1. 1l résulte du lemme ci-dessus que I'on a

Vg M(T) = grid” M(T)

et une égalité analogue en inversant les roles de 0 et co. Ceci termine la deuxiéme
démonstration. O

3. Déterminant du complexe d’Aomoto dans le cas général

Nous allons généraliser le théoréme 2.3.1 au cas de plusieurs polyndmes en
intervenir des fonctions zéta associées a plusieurs polynomes. De telles fonctions
ont été introduites dans [17]. Nous allons d’abord rappeler quelques propriétés que
nous utiliserons et renvoyons a cette référence pour les démonstrations. Nous nous
plagons dans la situation du §1.3.

3.1. Fonction zéta associée a plusieurs polynomes

3.1.1. Soit I un sous-ensemble de {1,...,p}. Nous noterons f,:X — (P")=¢/
’application définie par les f; pour i € I. Soit ([, I,) une partition de I en deux



Equations aux différences finies et déterminants d’intégrales de fonctions multiformes 485

sous-ensembles disjoints. Etant donné un complexe borné % a cohomologie C-con-
structible sur X, le complexe d’Alexander de # relativement a (f;),., pour les
valeurs critiques 0 (i € ;) et oo (i € I,), noté

Woi (F)

est un complexe de faisceaux sur le sous-espace

X, = NSO () £ (o).

iel iel o

Plus exactement, c’est un objet de la catégorie dérivée des complexes bornés de
faisceaux de C[T,, T; ']-modules sur cet ensemble, 4 cohomologie C[T,, T ']-con-
structible (nous avons pos¢ T, =(T;),.,)- Lorsque p =1 on a

A'/’f,of = Y’f,ng[— 1] = ’J/f.og;
et une égalité analogue a l'infini. Aussi, dans la suite, nous poserons en général

déf
— A
lpflolfloo('g’_) - w/‘lo\floo(y).

3.1.2. Soit x € X, ,_. Considérons les C[T;, T; '-modules %’(1//,10,,%(9')),‘ qui
sont des modules de type fini et de torsion. Chaque module définit un cycle de
codimension 1 (éventuellement nul) sur le tore Spec C[T,, T, ']. La donnée de ce
cycle est équivalente a la donnée d’une fonction définissant ce cycle, appelée
polynome d’Alexander du module. Celui-ci peut s’écrire de maniére unique sous la
forme

n H (Tt = AL

Le# | reC*

ou #; est 'ensemble des formes linéaires sur Q°"/ a coefficients (4;),.; dans
N — {0} premiers entre eux et 7" =1II,., T} De plus, y, ;,(x) € Z et la fonction

X = ?L.A,l(x)

est une fonction constructible sur X, , , identiquement nulle sauf pour un nombre
fini de L et A.
La fonction zéta du complexe Y, o (%) est la fonction sur X, , notée

X = Cx(j‘loaf‘looa tg:) € C[Th Tl_l]
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définie par

Cx(floaflm, FNT)) = H H n (T’-‘ — 1)(“)’7L,A,1(x)

leZ Le £+ ieC*

pour laquelle exposant de T*— 4 est y, ,(x) =X,.z (—1)",,,(x). Nous avons
ainsi défini une fonction constructible

X1, ClT,, T

dont la donnée est équivalente a la donnée, pour chaque L € £} et chaque 4 € C*,
d’une fonction constructible y, ; a valeurs dans Z, identiquement nulle sauf pour un
nombre fini de L et A.

3.1.3. Image directe. Soit m : X’ — X un morphisme de variétés algébriques lisses et
propres sur C. Posons f; =f; o n et soit &’ un complexe borné C-constructible sur
X’. On a alors I'égalité

L S1oS 153 F ) =191, RTLF).

ou, dans le terme de gauche, n, désigne I'image directe des fonctions constructibles
définie comme suit: 'exposant de T-— A dans =, {( S13: 1, F’) est la fonction
constructible

x - x(m (%), yo.s)

si y,, est 'exposant dans {(f7,f7_ ,F ') et x désigne la caractéristique d’Euler
pondérée par y, ;. Voici quelques applications de cette formule:
1. Soit X, , 3’ouvert de X, ,_ défini par f;#0 et f; # oo pour tout j ¢l
Notons p : X, , - Spec C I'application constante et posons

Z(fl’ 5 ,,fpsIOanoa'gr) =p*‘:(.flo’f1x’§)ec[Th Tl_l]

L'exposant de T“—21 dans Z(f,...,f[,;1,1.;%) est lentier
x(X1y.1,57.:)- On a alors

Z(f;; R af;a 10’ I:t,a '97/) =Z(,f1’ s %8 91;;’ 109100; Rﬂ*f,).
2. Si I'on prend pour = I'application f; : X — (P')**4/ on a I'égalité

f}t{(f}o,f}x, .g;) = C(Id(pl)card lys Id(pl)card Iy s pr.g'—)
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entre fonctions constructibles sur ()c;, {t: =0} N (Vies, {t: =0}. On en
déduit ’égalité dans C[T,, T ']:

Z(fiso o S dos Igs F) =2Z(ty, ..., b5 1o, 1o R F)

3. On a une formule d’A’Campo dans le cas ou n est une résolution des
singularités: supposons par exemple que U est égal a I'image inverse dans X
du tore (C*)?, que & =Rj, C, et que les diviseurs f; =0 et f; = oo sont
réunion de composantes irréductibles d’un méme diviseur a croisements
normaux D = U, x D,. Posons D, =D, — U; .« D;. Pour tout k € K, soit
Ay (sy, ..., s,) la forme linéaire dont le coefficient sur s, est la valeur absolue
de la valuation de f; sur D,. On a

Z(fis- o fpidos I RjLCy) = I1 (T4 — 1) ~ 180, 0

{kelqﬁk‘: ’\.}'lo,lw}

3.1.4. Translation. Supposons que I'on ait F =Rj,j~'F, ou j désigne toujours

Pinclusion U o X. Soit k € I, py, € C* et 2 le systéme local sur U image inverse

par f, du systéme local de C* de monodromie u; ' autour de f, =0 (et donc p,

autour de f, = o0). On a alors

((S1g 1> Rix(G™'F @ LNT)) = U frgo f1,0s FUTT)
avec

T:=T, sii#k
T;(zﬂk—lTk SikEIO
T.=uwT, sikel,.
Si maintenant k ¢ I, le complexe Rj, (j—'F ® £ ) est localement quasi-isomorphe

a Rj,j~'# au voisinage de X, , et par suite les fonctions z€ta correspondantes
sont les mémes.

3.1.5. Restriction. Supposons toujours que F =Rj,j~'F. Soit k € I et supposons
que T, —1 ne divise pas ((f;,,fi_,F). Posons I=1I—{k}. On a Dégalit¢ de
fonctions constructibles sur X, ,_:

C(flosflooa‘o}.)‘Tk=l =C|X,0J°o(.ff0’ffm9g)'

NOTE. Si T, —1 divise {, on a une égalit¢ analogue ou le terme de gauche
désigne alors la restriction résiduelle, c’est a dire la restriction a4 T, = 1 du quotient
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de { par la puissance convenable de T, — 1. Nous n’aurons cependant pas a
considérer cette situation.

En utilisant le §3.1.4 on obtient aussi, pour u, € C*, que si yu, est assez général,
on a

si kely, ((fif1 > Fhr=

= s JT sR' .-1? Q(k) .
si kel, g(f,o,ﬁw,y)m:#k_i} Cxrgs o, (S5 S0 Riw(J ®£.))

On en déduit que pour k €/ on a

Z(frre oSSy Do I R, (7' F @ 20)) (3.1.6)
Z(.fla LR ,ﬂ;fOs ioo9R]:|J~l‘g7) 'Z(fh' . ® ,f:oaiz)u{k}’ IAoo;Rj*j,lgrth—-uk
x Z(fi,... ,fp;I:,,IAwu{k}; Rj*j"f)m:uk_h

En effet, soit X fof. © X1,7,, l'ouvert sur lequel f,#0 et f,# oo pour tout
le{l,...,p}=I={1,...,k ...,p} —I On a une décomposition

Xio i, = Xigouar, L Xigi o L Xigry

qui correspond a la formule cherchée. O

3.2. Restriction du complexe d’ Aomoto et de son déterminant

Soit a, € C et notons A"? le Pr,-module engendré par t. Alors A~ ) est
isomorphe a A%, , pour tout / € Z.

PROPOSITION 3.2.1. Soit M un 2 ,-module holonome. On a alors

.....

;%
Ll {sp = ap} 'd/l

Démonstration. On  a o, fp(/l) =, .4 f.#A) et par  suite

..........

Soit @, la projection de T” sur le tore 77~ ' des p — 1 premiéres coordonnées. En
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effectuant une transformation de Mellin inverse partielle on voit que ce dernier
complexe s’écrit:

,,,,,

..... tp_l(wp+ (fr M ®‘/V§x£)))
ety (@) (MR DY)
=y, v Sp _ (A ®f+-/V§£))- O

3.2.2. Soit M un systéme holonome d’EDF. Nous avons vu (§1.2) qu’aprés une
localisation convenable, le systéme I, . est libre sur C[s},... Le déterminant det M, .
est alors un systéme de rang 1 sur C[s],,.. Par suite, si «, est assez général pour que
s, — ®, ne soit pas inversible dans C[s],,., la restriction

def

i?‘spzap}ml(s) = (mtloc/(sp - ap)mz]oc)(s,)
est un systeme rationnel d’EDF en s" =(sy,...,s,_,) indépendant de la localisa-
tion convenable choisie. Il est alors clair que pour 9M(s) holonome de rang r, la
restriction (pour o, assez général) i ;"sp=ap}912(s) est aussi de rang r et que

l.?;pzap} A\ Wl(s) = A l.?;pzap}ﬁn(S).

Par ailleurs, si IR et M’ sont deux systemes holonomes tels que IM(s) soit
isomorphe a M'(s), il existe une localisation pour laquelle M, . est isomorphe a
M. Ainsi, a, étant assez géneral, la classe d’isomorphisme de i?;p=ap}wl(s) ne
dépend que de celle de M(s). On peut donc écrire pour «, assez genéral:

i Z'l,,: ) det M(s) = det i ;’;ﬁ ap}ﬁm(s).

Nous déduisons des résultats précédents:

PROPOSITION 3.2.3. Pour a, assez général on a

.....

3.3. Le théoréme

3.3.1. Normalisation. Nous nous plagons encore dans la situation du §1.3 et nous
reprenons les notations du §2. Fixons I = {1, ..., p} et une partition I =I,| |I.



490 FRANCOIS LOESER ET CLAUDE SABBAH
Considérons la décomposition de la fonction zéta:

Z(ﬁa .. ’_f;,109lw9'g") =1—l H (TL_'{‘)YL'A
L ieC*
ou L parcourt un ensemble de formes linéaires a coefficients /; e N— {0} (pour
i € I) premiers entre eux (et nuls si i ¢ 7). Nous normalisons alors le produit des
facteurs I' comme suit:

YL.A

I
. F(L(s,o —s51,) 5 log A)
EDF(I or () = EDFT T] 2im
B prelflul i) L aeCr | (Iliesq 1ps) - (I, (1) ~le

Cette normalisation est choisie pour que le lemme ci-dessous soit satisfait:

LEMME 3.3.2. Soit k € I et p, = exp 2ino,. Alors

i Sk = o} EDF(FZ(f) ~--~fp;10-’oo;-7)(s)) =

{EDF(FZ(fI,‘...fp;lo,lw;f)lTk =#k(s)) stk el,
EDF(FZ(f,,....f,,;lo,lw;f)lrk =uk_1(5‘)) sikel,

Démonstration. On a la formule suivante, pour une forme linéaire A a co-
efficients 4, dans Z et 6 e N — {0}:

-1

EDF(I'(3A(s) + %)) = EDF( 5440 T r( Ay + 2K ))
k=0

o
et donc
o+ k
I\ A(s) + ——
F(0A(s) + a) o1 ( 6 >
EDF = EDF
(H[i,= 1 (84;)%%s kI;IO z_, Aps

dont on déduit immeédiatement le lemme. O

Avec ces notations nous allons montrer:

THEOREME 3.3.3. Soit M un D, -module holonome tel que j, M soit D -ré-
gulier et posons ¥ =Rj DRAM. On a

,,,,, £, (H)s)

P

= EDF( H ofi. F)- 1 I1 rZ(fl,..‘,fp;lo,lw;?’)(s))'

i=1 Ic{l,...p} Ig| |1 =1
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Remarques.

1. L’écriture donnée ici de det.o/, fp(./l)(s) n’est pas celle donnée par la
proposition 1.1.4 puisque les formes linéaires qui interviennent ne sont pas
toutes dans un ensemble . comme dans cette proposition (a cause du signe
—s; ). Cette écriture n’est donc pas nécessairement minimale. On peut bien
stir, par des manipulations élémentaires, transformer la formule pour n’u-
tiliser que des formes L € .#, mais on perd alors la simplicité de I’expression
des constantes c¢; (qui sont modifiées par un signe).

2. Fixons I < {1,...,p} ainsi qu’une partition I =1I,| | I . Alors

est le produit des facteurs I' qui depend exactement des variables +s, et
Fs,_, C’est & dire le produit des termes de la forme

I( i)“loslo + Almslx —a)

avec 4; >0 pour tout i € I. Ce terme ne dépend que du comportement de
(fi,....f,) et de F le long de X’,O,,% L] X’,m_,o. Par exemple, le produit des
termes de la forme I'(s; + «) ne dépend que du polyndme caractéristique de
T;le long de {f; =0} U{fi= 0} —U,.;[{fi =0} U {f, = w}].

3. Introduisons la fonction zéta globale:

Z(frs-o s fs F)= 1 I[1 Zh,....fpsdos 1o; FUT,, T1)).
Ic{l,...p} ol =1

Cette fonction zéta a I'interprétation suivante (voir [17]): soit n,(T”) le groupe
fondamental du tore T” basé a I'origine et C[rn,(T?)] 'algébre de ce groupe.
Considérons le systéme local £ sur ce tore dont la fibre a ’origine est I’algébre
C[r,(T")] et I’action de =, (77) est celle induite par la multiplication. Si I’on
a fixé des coordonnées ¢, ...,t,, on a des générateurs T; (lacet autour de
t;=0) et C[n,(T7)] = C[T, T~"]. Soit ¥ un complexe borné a cohomologie
C-constructible sur ce tore, tel que le prolongement p,% par 0 soit aussi a
cohomologie constructible, ou p : 7?7 ¢, Y désigne 'inclusion dans une com-
pactification algébrique quelconque. Pour une telle compactification, notons
1: Y —T? ¢ Y Pinclusion complémentaire de p. Considérons le complexe

RI'7'Rp (9 Qc 9).

C’est un complexe borné a cohomologie de type fini sur C[xn,(7?)], qui ne
dépend pas (4 quasi-isomorphisme pres) du choix de la compactification
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(cela résulte de la formule de projection et du fait que deux compactifications
sont dominées par une troisiéme). De plus, les groupes de cohomologie sont
des C[rn,(T?)]-modules de torsion. Considérons le cycle de codimension 1
dans le tore Spec C[r,(T?)] correspondant a ce complexe. Si ’on a choisi des
coordonnées comme plus haut (et donc une compactification
Y=P'x---xP'"), ce cycle est le cycle défini par la fonction
Z(t,...,t,; Rp,9)T). La fonction Z(f,,...,[,; F) vérifie l]a méme pro-
priété en prenant pour ¥ la restriction au tore 77 de I'image directe Rf, #.

Démonstration du théoréeme 3.3.3. Elle se fait par récurrence sur p. Lorsque
p =1, le résultat est donné par le théoréme 2.3.1. Pour p quelconque, il suffit de
montrer les deux lemmes suivants:

LEMME 3.3.4. Pour tout k € {1,...,p}, si o, est assez général, les restrictions
a s, = oy, des deux systéemes dans 3.3.3 sont égales.

LEMME 3.3.5. Soient IMM(s) et M'(s) deux classes dans le groupe hyper-
géométrique H# G(p). Supposons que pour tout o, assez général on ait

[ spzap}wt(s) =i sp=ap}mz’(s)'

Alors il existe c, € C* et y : C/Z—Z a support fini tels que I’on ait

M(s) = EDF(cj,P - T1 I'(s, — a)h)@im’(s).

aecC/Z

Une fois ces deux lemmes montrés, on voit que les deux systemes de 3.3.3
différent au plus par un systéme du type

EDF(cff . H I'(s, — a)’u).

aeC/Z

En considérant aussi la restriction a s; = «, pour a, assez général, on voit que ¢, = 1
ety=0. O

Démonstration du lemme 3.3.5. Tout revient a montrer que si I(s) est la classe
d’un systéme de rang 1 tel que if, -, ;M(s) = EDF(1), alors IM(s) est égal 4 un
systéme du type indiqué ci-dessus pour un certain (c,;7y) € C* x ZI“l. On peut
supposer que Y(s) est sous la forme donnée par la proposition 1.1.4. Notons
s'=(81,...,8,_1), L'(s") = L(s’, 0) et soit 6(L) le pgcd des coefficients de L’. Nous
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supposerons que % est comme dans ’exemple avant 1.1.4 (et £’ de méme avec
p — 1 variables), de sorte que si L € ¥ et si L’ #0, alors (1/6(L)) - L’ € Z’. 1l est
possible de choisir a, assez général pour que les hyperplans d’¢quation

1, Aa,—a+k _

pour Le £, 0 e C/Z telsque y,, #0et L'#0,etk=1,...,0(L) — 1,/ € Z soient
deux a deux distincts. Le systéme

M(s) = EDF(C‘," ey n H r(L(s) — a)n_a)

LeZ aeC/Z

se restreint en le systéme satisfait par

C‘il o e C;”—_]l I_I H 6(L)yL'a L'(sl ..... Sp — l)
LeZ|L' #0 acC/Z

oL 1 1 Ao, —a + k [Le
X N —=L()++

1L [5(L) ) +50) ]
Ainsi, le systéme restreint est écrit sous la forme canonique 1.1.4. On en déduit que
siif, _,; 0s) = EDF(1), alors pour toute forme L telle que L’ # 0 et tout a € C/Z
on a y,, =0. On vérifie de méme que ¢; =1 pouri=1,...,p —1, ce qui montre
'assertion. O

Démonstration du lemme 3.3.4. Elle se fait par récurrence sur le nombre de
variables. L’hypothése de récurrence, la formule (3.1.6) et le lemme 3.3.2, la
proposition 323 et le fait di a la régularit¢ de j . .# que
DR(j [ @ /L)) =R [DR(A) ® LY] (avec w, =exp 2inw,), impliquent que
’égalité des restrictions a {s, =, } a lieu pour les facteurs I' normalisés.

Il reste 4 montrer cette égalité pour les termes en c*, c’est a dire que pour tout
i#kona

o(fi» F) = c(fi» Rj( (F @ L))
Il suffit de montrer que pour tout ¢, € C* on a I’égalité des caractéristiques d’Euler
X7 (0), Ry (F @ L)) = x(fi (1), Rjy F)

ce qui est clair, puisque les deux faisceaux ont méme fonction caractéristique
d’Euler locale sur les fibres de f;. O
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4. Déterminant d’intégrales de fonctions multiformes

4.1. Solutions des systemes d’EDF de rang 1

4.1.1. Soit O(C?) I'algebre des fonctions holomorphes en sy, ...,s, et O(C")?" la
sous-algebre des fonctions ¢ satisfaisant la condition de croissance suivante: pour
toute famille de couples de réels r, < R, (i=1,...,p)ilexiste C>0,a>0et R >0

tels que dans le domaine

{seCr|Vi=1,...,p,r;<Rés; <R,

Im s;| > R}
on ait

loGs1, ..., 85,)| < C -exp (a i [Im s,-l).

i=1

Définissons &(C?) comme la sous-algebre du corps des fonctions méromorphes
en s, ..., S, caractérisée par la propriété suivante: une fonction méromorphe ¢ est
dans &(C”) si il existe un nombre fini de formes linéaires L a coefficients dans Z
premiers entre eux, un ensemble fini de nombres complexes non nuls A, des entiers
y..2 €t un polyndme h(s) € C[s] tels que

h(s) - [] (exp (2inL(s)) — A)7+ - @ € O(CP)D,
LA

Il est clair que exp (2inL(s)) — A est dans O(CP)V de méme que A(s), et £(C?) est
obtenu a partir de O(CP)(" en inversant uniquement ces fonctions.

NOTE. Lorsque p =1, ce type de condition de croissance est classiquement
utilisé pour étudier la transformation de Mellin inverse. Dans le cas des EDF, il a
été systématiquement utilis¢ par J.-P. Ramis (non publié, voir aussi [3, 10]).

La preuve de la proposition suivante est élémentaire et, en ce qui concerne la
fonction I', repose sur la formule de Stirling. Il sera commode dans la suite de noter
T, =exp2ins;et T=(T,,...,T),).

PROPOSITION 4.1.2. Les algébres O(CP)V et &(CP) satisfont les propriétés
suivantes:
1. O(CPV  (resp. £(CP)) est un module & gauche sur C[s]{t,t~ ")
(resp. C(s)<t, T~ 1)).
2. La sous-algébre des éléments invariants par t,, . . ., t, dans O(C?)V s’identifie
a C[T, T~ "] et la sous-algébre analogue de &(C?) a I’algébre C[T, T ']
obtenue & partir de C[T, T~'] en inversant les T* — A.
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3. Si n:CP->C? est une projection linéaire définie sur Q, on a
n*O(CHD < O(CP) DV et n*&(CY) < £(CP).

4. Pour toute forme L comme ci-dessus et tout a € C, les fonctions I'(L(s) — a) et
T'(L(s) —a) ~ ' sont dans &(CP). O

4.1.3. Soit M(s) un systéme holonome d’EDF. L’espace des solutions dans &(C”) de
ce systeme est par définition 'espace Homg .. 15 (M(s), £(C?)). Soit S une

solution et soit m=(m,,...,m,) une base de M(s). Alors les fonctions
S(m,), ..., S(m,) sont solutions du systéme (i=1,...,p)
S(m,) S(ml)
| o =4
S(m,) S(m,)

si A; est la matrice de 7; dans la base m et inversement tout tel vecteur définit une
solution S de cette maniére. De plus, I’espace des solutions
Homg (... -1y (M(s), £(C?)) est naturellement un module sur C[T, T~ '],..

NOTE. Nous ne donnerons pas de résultats généraux concernant cet espace. On
sait (voir loc. cit.) que lorsque p =1, cet espace est de dimension dimg,, M(s) sur
C[T, T~ ',oc (qui est alors égal au corps des fractions rationnelles C(T)). Il serait
aussi naturel de considérer les groupes Ext (ou alors de montrer qu’ils sont nuls).

PROPOSITION 4.1.4. Soit M(s) un systéeme holonome d’EDF de rang 1. Alors
il existe (cy, ..., C,;7) € (C*)? x Z¥ > 1" ynique tel que pour toute base m de M(s)
et toute solution S € Homggyc.. -1y (M(s), E(CP)) il existe heC(s) et
o € C[T, T ')o. avec

Sm) = h(s) - o(T) - it~ e - [T [ F(L(s) = 07

Démonstration. Soit m’ une base dans laquelle ¢y - - - ¢y - T, T1, I'(L(s) — o)L=
est solution (voir prop. 1.1.4) et posons m = h(s) - m’. Alors

[h(s) et ey TTTT I ~ a)m]_' - S(m) € &(C?)

est solution du systéme de rang 1 de matrice égale a I'identité, autrement dit est une
fonction périodique. On applique alors la proposition précédente. a

Nous utiliserons le résultat suivant, qui découle du précédent. Notons par C(T)
le corps des fractions de C[T].
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PROPOSITION 4.1.5. Soit M(s) un systéme holonome d’EDF de rang r. Suppo-
sons donnés r élements m,,...,m,eM(s) et r solutions S,,...,S, €
Homg5y¢... - 15 ((s), E(CP)), et supposons que le déterminant det (S,(m,)) € £(CP)
ne soit pas identiquement nul. Alors

1. my,...,m, est une base de I(s) et S,,...,S, une base du C(T)-espace

vectoriel C(T) ® Homg (. . -1y (I(s), £(CP)) (qui est donc de dimension r).

2. Ona

det (S (m;)) = h(s) - @(T) "¢yt~ -~ cpp - IL] [11(L(s) — o)7e

avec h € C(s) et ¢ € C[T, T~ 1oc- O

4.2. Déterminant d’intégrales

Nous nous plagons dans la situation du §1.3 et nous prenons ici # = ;. Nous
allons d’abord définir les intégrales que nous voulons considérer.

4.2.1. Soit (€*)? le revétement universel du tore (C*)” et U le produit fibré de U
par (C*)”:

0 5 v
A
(€7 (CHy

On dispose sur U (qui est lisse) de I'accouplement (seul le cas n = dim U nous
intéressera)

¢y H (U, C) x H'(U, C) - C.

Il faut remarquer cependant que les espaces vectoriels considérés ne sont pas de
dimension finie. Le systéme local introduit a la remarque 4 du §3.3 n’est autre que
I'image directe a support propre p,Cy €t on voit que

H)(U,C)=HX(U, 2
est un C[T, T~ ']-module de type fini (voir par exemple [17]). Par ailleurs, si

w € Q"(U) est une n-forme algébrique, p*w est une n-forme holomorphe sur U et
p*wf est une n-forme dépendant analytiquement du paramétre s. Puisque U est un
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revétement de U, c’est aussi une variété de Stein, donc, pour s fixé, p*w/f* définit une
classe de cohomologie [wf’] € H*(U, C) et pour tout y e H?(U, ), la fonction

s > (y, [of*])

est holomorphe sur C”.

Remarque. Soit 2* le systéme local dual de € (comme faisceau de C[T, T~ ']-
modules). La fibre de £* est aussi égale a C[7, T '] mais la monodromie autour de
t; =0 est la multiplication par T; ' pour i =1,..., p. Alors ’'homologie & support
compact H;(U, 8*) est (par définition) égale a H”(U, &) de sorte qu’'on peut
interpréter y comme un cycle a coefficients dans £*.

DEFINITION 4.2.2. Pour y € H"(U, 8) et w € Q"(U), on pose

f of = <, [0f1).

C’est une fonction holomorphe de s. On étend la définition a C[s] ® Q"(U) par
linéarite.

PROPOSITION 4.2.3.

,,,,,

2. Pour touti=1,...,p,on a
J of® = exp — 2ins; - J of®.
T;y Y
3. Pour tout y € H*(U, Q) et tout w € Q"(U) on a
J f* € O(CPHD,
Y

Démonstration. Le premier point est immédiat et le second résulte du fait que
accouplement est invariant sous I’action du groupe du revétement U - U. Mon-
trons le troisiéme point. Si on fixe y et w, on a

<3, [0’ < |exp (2ins log f)| - [y, p*w))|

et puisque y est a support compact, il existe ¢, ¢’ > 0 tels qu’on ait sur le support de
Vi

llog|f]| sc et largf|=c".
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Puisque
lexp (2ins log f)| = exp (—2n(Im s) log | f]) - exp (—2n(Ré 5) arg f)
on en déduit que {y, [wf*]> € O(CP)D, O
4.2.4. Restriction. Soit u € (C*)?. Si u est assez général, on a
HI(U, 8,) = Hi(U, (T, — pr. - . ., Ty — 1)

ou £, désigne le systéme local de rang 1 sur C de monodromie ;' autour de f; =0,
c’est a dire

Quzﬁ/(Tl'—uls---a Tp'—up)'

I1 suffit pour cela de choisir 4 dans I'ouvert affine V sur lequel les modules H*(U, £)
sont C[T, T '], -plats.

Par ailleurs, d’aprés le §3.2, si a € C? est assez général, la restriction a s =a de
HO(M,l ety (Oy)) est égale a H°p,.4/,) qui, par régularité, n’est autre que
H"(U, 8,), si y; =exp 2ina; pour i =1,...,p.

.....

puisque ces deux nombres sont égaux a
dimc H(U, £,-1) =dimc H*(U, £,)

pour u assez général, cette derni€re égalité provenant de la dualité de Poincaré pour
£, sur U.

Soit y € H*(U, £) et notons y(u~') e HX(U, 8,_:1) sa restriction & u~' assez
général. Alors, pour a € C” assez général et u = exp 2ina, on a

( f wf ’)I =y "), [wf 1)
¥ s =
ce dernier symbole signifiant la dualité de Poincaré pour £,.

4.2.5. Classiquement, les cycles d’intégration ne sont pas a support compact dans
U, aussi il faut définir dans ce cas [, wf® par régularisation (ou partie finie). Nous
allons détailler ce point. On dispose d’une application naturelle de C[7, T ~']-mo-
dules de type fini

H™(U, 2) > H%(U, 8), (4.2.6)

ou le deuxiéme terme désigne la cohomologie & support f-propre.
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Le résultat suivant est conséquence de [17, théoréme 2.5.7]:

PROPOSITION 4.2.7. Soit, comme en (4.1.2), C[T, T '),.. I'algébre obtenue en
inversant les T — A, L a coefficients dans Z premiers entre eux et A € C*. Alors,
aprés tensorisation par C[T, T '],oc, le morphisme (4.2.6) est un isomorphisme.

Démonstration. Soient j : (C*)? ¢ (PY? et 1:(P")? —(C*)?” o (P')? les inclu-
sions. On a un triangle

+1

J(RAL) - Rj, (Rfi8) >R, 17 'R/ (RAL) —
et il résulte de loc. cit. que la cohomologie du troisiéme terme est de torsion, et
annulée par un produit de 7% — A. Les deux premiers complexes ont donc méme
cohomologie aprés tensorisation par C[T, T~ '],.., €t puisque cet anneau est plat sur
C[T, T~'], on en déduit que (4.2.6) est un isomorphisme aprés tensorisation. [
En utilisant I'isomorphisme inverse de (4.2.6) (aprés localisation), on peut ainsi
définir |, wf* comme fonction méromorphe de s lorsque y € H;,(U, £) et w € Q*(U):

on choisit y" € H*(U, L) et P(T)=1II,,(T"*—A)"t+ de sorte que l'image de
P(T) -y’ soit y. On pose

def
f wf=J wf® = P(exp — 2ins) ™! J of®.
¥ Ty 12

Les propriétés vues plus haut pour les supports compacts s’étendent et on a

PROPOSITION 4.2.8. Pour y € Hl(U, £) et » € 2"(U),

f of* € 8(CP). O

4.2.9. Soit y € Hj(U, ). Alors y définit une solution {, dans &(C”) du systéme

.....

W — f wf®.
7
Nous avons vu que le rang générique r du C[T, T~ ']-module H},(U, £) est égal a

dimgy H (A S Lo f,,(@ v )($))-
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Choisissons alors y,,...,y, € H(U, £) tels que pour x dans un ouvert dense du
tore (C*)?, les restrictions y,(u), . . ., 7,(4) @ T = u forment une base de H7,(U, £,).
Choissons de méme w,, . .., w, € Q"(U) dont les classes dans H(o/,, r(Ou)(s)
forment une C(s)-base.

THEOREME 4.2.10. Dans ces conditions, le déterminant det (f, ,f*) n’est pas
identiquement nul et peut s’écrire sous la forme

det (j a)jfs) = h(s) - o(T) - IBI ct;, ) |1 I1 Faer.otpitod . 5)(5)

i=1 Ic{l . .pylglilon=1

ou h(s) € C(s) a des péles localisés sur des hyperplans affines d’équation L(s) —a =0,
o(T) e C[T, T~ 'oc €t F = DRH(f, Oy).

Remarques.

1. Cette écriture suppose fait le choix d’une section C/Z — C. Un autre choix
modifie seulement A.

2. Si(fy,...,[,) est a singularites isolées (§1.3.5), on peut remplacer dans cette
formule les ¢; par f; et prendre # =Rj, C,[dim U].

3. On peut penser que pour certains choix de bases (y;) et (w;), le numérateur
de h(s) est aussi un produit de formes affines et que le numérateur de ¢(7)
est aussi un produit de termes T- — A.

4. Comme la preuve ci-dessous le montre, si ’on choisit convenablement les
représentants des facteurs I', les poles du déterminant sont uniquement dus a
la régularisation. On peut, si I’on y tient, donner plus d’information sur ces
poles a I’aide des résultats de [17]. Nous laissons au lecteur le soin de le faire.

5. Lorsque f,, . . ., f, définissent un arrangement d’hyperplans, la formule ainsi
obtenue est moins précise que celle donnée par Varchenko ([19]), puisque
nous ne spécifions pas les bases choisies et donc nous ne pouvons avoir
d’information supplémentaire sur h et ¢. Par contre, dans cette situation, le
théoréme 3.3.3 est tout a fait analogue au théoréme (2.2) de [14].

Démonstration. On commence par travailler avec des éléments y; € HZ(U, £)
dont la restriction & u~' assez général forment une base de H(U, £,-,). La non
nullité du déterminant considéré provient du fait que I’accouplement

H™(U, 8, 1) x H(U, 2,) »C

est non dégénéré. On déduit de la proposition 4.1.5 la formule pour le déterminant
det (jv,-' w;f°). Dans ce cas, si 'on choisit convenablement les représentants des
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¢léments de C/Z intervenant dans les facteurs I', on peut faire en sorte que 4 € C[s]
et @ € O(CP)™ puisque ce déterminant est homomorphe en s. Un changement de ces
représentants peut au plus ajouter des poles sur des hyperplans L(s) —a = 0.

On déduit I’énoncé du théoréme par I'argument de régularisation expliqué plus
haut. O

Remarque. Supposons que X, U et f, ..., f, soient définis sur R et qu’il existe
des formes réelles w,,..., w, € Q"(U) dont les classes dans Ho(df..--., fp(d?u)(s))
forment une C(s)-base. Soient k :(C*)?— (P')? —{I1?_,t;=0} linclusion et
g:U—=(PY —{IIZ_, t;, = 0} la composée de la restriction de f'et de k. On suppose
que ’espace d’homologie a support g-propre H2”(U(R), R) est de dimension r et
possede une base (y;,...,7,) dont limage par le morphisme naturel
H&(U(R), R) - H?(U, ) ® C(T) soit une base de ce C(T)-espace vectoriel. Dans
ce cas, pour Ré (s;) > 0, a(s) = det (j'y, w;|f|") est bien défini et se prolonge en une
fonction méromorphe sur C?. Supposons de plus que dans I’égalité du théoréme
4.2.10 pour F = DRH#°(f, O,), seuls des facteurs I' normalisés du type (I, §) ou
(0, 1) apparaissent effectivement, c’est a dire que les formes linéaires correspondan-
tes ont tous leurs coefficients soit >0, soit <0. Puisque si L est une forme linéaire
a coefficients /; (i € I) dans N— {0} on a

EDF(I'(—L(s) — o)) = EDF(H (=1l - T(L(s) + o) “‘)

iel

on en déduit que

(1O~ _ ppp([LLO) 0]
EDF(“feI (=4) ’) B EDF([ M, ()" ] )

et on peut réécrire I’égalité du théoréme 4.2.10 de sorte que les formes linéaires
intervenant dans les facteurs I normalisés aient leurs coefficients dans N. On notera
I le produit des facteurs I" ainsi normalisés. On a alors I’égalité, pour Ré (s;) > 0,

a(s) = h(s) - ﬁ le(t,, F)|t - [(s).

i=1

C’est en effet une conséquence du théoréme de Carlson: toute fonction d’une variable
complexe, analytique et bornée sur le demi-plan Ré (z) = 0 et qui s’annule aux entiers
est dentiquement nulle. Pour montrer I’assertion, nous allons utiliser une récurrence
sur p. Fixons s’ = (s, . .., s,) avec Ré (s;) > 0. Comme les /; sont définis sur R, les
constantes c( f;, #)sont réelles. D’autre part le produit [(s) est équivalent pour |s, | - 00
et s° fixé a 4 - B*1, ou A et B sont des réels positifs: cela résulte de la formule de
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Stirling et de la remarque 3 du §2.3. D’aprés le théoréme 4.2.10, il existe une
fraction rationnelle ¢ telle que

a(s) = h(s) - p(exp(ins,), ..., exp(ins,)) - ﬁ le(t;, F)| - I(s).

i=1

La fonction

b(s) = h(s) - @(1, exp(ins,), . . ., exp(ins,)) - f[ |e(t,, F)| - [(s)

i=1
admet donc une majoration
|b(s)| < E - FReGD

ou E et F sont des réels positifs. Comme la fonction a vérifie une majoration
similaire, on en déduit ’existence d’un réel positif G tel que la fonction

g(s) = (a(s) — b(s))G ~"

soit bornée pour Ré (s,) > 0, a s fixé. D’aprés le théoréme de Carlson on a donc
a(s) = b(s), ce qui prouve par récurrence sur p que ¢ est constante.

Dans le cas ou les f; =0 définissent un arrangement d’hyperplans affines
vérifiant une condition de transversalité a distance finie, A. Varchenko a montré
dans [19] une formule équivalente a

i=1

det (j w,-f“) == IEI c(t;, F)%i - F(s)

pour un choix convenable des bases w;, y; et des représentants dans C des €léments
de C/Z intervenant dans I". Dans le cas ou p =1 et f; est semi-quasihomogene, il
a obtenu un résultat du méme type dans [20].
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