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Dimension des orbites d’une action de R’ sur une variété
compacte

P. MoLino et F. J. TurieL

La différentiabilité est entendue au sens C*. Rappelons que le rang rk M
d’une variété M est le nombre maximum de champs de vecteurs commutant
linéairement indépendants en tout point. Notre but est de relier ce rang a la
dimension minimale m({J) des orbites d’'une action différentiable J:R? x M — M
de R? sur M. Le résultat obtenu est le suivant:

THEOREME. Si M est compacte, connexe, sans bord, de dimension m et de
rang k, toute action différentiable (J:RP? X M— M a des orbites de dimension
minimale strictement inférieure a (m +k)/2, c.a.d. m(Q)<(m +k)/2, sauf si
M=T"

Dans [2], les auteurs ont établi cette propriété pour k=0, c.a.d. si la
caractéristique (M) de la variété est non nulle; ceci généralise le théoréeme d’E.
Lima [1] d’aprés lequel deux champs de vecteurs commutant sur une surface
compacte, connexe, sans bord, de caractéristique non nulle, ont un zéro
commun. Le théoreme démontré ici entraine par exemple que trois champs de
vecteurs commutant sur une 3-variété compacte de rang 1, par exemple S, sont
collinéaires en un point.

On peut traduire notre résultat en utilisant des invariants introduits par R.
Sacksteder [4]: suivant cet auteur, le ‘‘rang total” trk M de la variété M est la plus
grande valeur de m(J) pour toutes les actions possibles; de méme, le ‘“‘super-
rang” stk M est la plus grande valeur de m(J) pour toutes les actions dont les
orbites ont une dimension constante [actions feuilletantes]. Dans [S], D. Simen a
prouvé le théoréme suivant [valable également pour les variétés non compactes si
I'on remplace ‘“‘action” par “‘action infinitésimale” dans la définition de trk M et
stk M]:

THEOREME [D. Simen]. On a tk M =2 trk M — dim M.

Notre résultat se traduit par l'inégalité stricte tk M >2trk M —dim M, et
améliore donc le théoréme de D. Simen dans le cas des variétés compactes.
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254 P. MOLINO ET F. J. TURIEL

D Simen obtenait également [Théoréme 3 de [S]] I'inégalité stricte dans le cas
ot tkM=0: c’est la généralisation du théoréme de Lima que nous avons
démontrée dans [2]. Toutefois, son argument sur ce point est incorrect, comme
nous I'indiquons brievement a la fin.

Nous remercions R. Sacksteder, qui a attiré notre attention sur le travail de
D. Simen, et nous a utilement conseillé pour la rédaction définitive de cet article.

I. Rang d’'une action de R”; propriétés de Papplication d’isotropie

On considere une action de R” sur M et on note V l'algebre de Lie de R”.
Pour v € V, X, sera le champ fondamental correspondant. On appellera rang de
Paction le nombre maximum k' de vecteurs de V tels que les champs
fondamentaux associés soient linéairement indépendants en tout point. Il existera
donc un sous-espace W de V, de dimension k', dont I’action infinitésimale sur M
est libre.

Pour tout entier positif », on note 2, la réunion des orbites de dimension r de
’action de R”. Si g € 2, I'isotropie infinitésimale en g est un (p — r)-sous-espace
I, de V. Comme I, "W = {0}, la projection I, de I, sur V' =V/W est aussi de
dimension (p —r). La correspondance g~ [, définit une application

’

h .2 — %°P

p—rs

o p' =p—k’eton ¥5_, est la Grassmannienne des (p — r)-plans de V.

Bien entendu, le rang de P'action étant k', ona V' =, m I,

Une orbite de P'action est réguliere si les orbites voisines ont méme
dimension, singuli¢re dans le cas contraire. Par semi-continuité de la dimension
de I,, la réunion R des orbites réguli¢res est un ouvert dense de M. On note S la
réunion des orbites singuli¢res.

PROPOSITION. (i) Pour tout r, h; s’étend, au voisinage de chaque point q
de Z,, en une application différentiable dans 45_,.

(ii) Sir>(m+k'/2), U,es, I, est négligeable dans V'.

(iii) Sir=(m+k'/2), U,ex,ns 1, est maigre dans V'.
La démonstration est essentiellement celle du lemme 3 dans [2]:

- Si g € X, on choisit une base {vi.y,...,v,} de V' telle que v;,y, ..., v,
engendrent I, Si {vy,...,v,} est une base de W et v,y ..., v, des
représentants respectivement de v;..;,...,v, dans V, on peut trouver au

voisinage de g des coordonnées locales x,, ..., x,, telles que X, = 3/3x; pour
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i=1,...,r. On restreindra le domaine ¢ de ces coordonnées de manieére que
I'image de 9 dans la carte soit un convexe de R™.

Si, pour j=r+1,...,p, on a X, =Y., f,(3/3x,), les fonctions f, ne
dépendent pas de x,, . . ., x,, et sannulent au point q.

Si I'on regarde les homomorphismes de ’espace engendré par v,,,, ..., v,
dans l'espace engendré par v;.,,,...,v, comme un ouvert Q de ¥/, ,, et
si 'on munit cet ouvert de la carte définie par les bases {v,,,,...,v,} et
{—Visr,...,—v,}, alors h:Z,N#—>%"_, a pour composantes les f;, ou
j=r+1,...,p et I=k"+1,...,r. Les fonctions f; définissent alors une
extension différentiable A, de h, a ¢. D’ou le point (i).
~ Le fait que les f; ne dépendent pas de x,, ..., x, signifie que h,:3— Q se
factorise en une application dans €2 d’une transversale T a I'orbite de g, définie
par exemple par x; = constante pouri=1,...,r.

Si n' est le fibré canonique de la Grassmannienne %7, I'ensemble
Ugesnoly [respectivement |U,csnonsly] est I'image de h,*n'|s~r [resp.
h,*n'|s,~7ns] par application A, *n’|— V' déduite de I'application canonique
n'—-Vv.

Si r>(m + k'/2), la dimension de T est <(m — k'/2) et celle de h.*n'|; <

p', d’ou le point (ii).
-Sir=(m+k’'/2), £, NT NS étant un fermé sans points intérieurs de 7T [c’est la
frontiere du support des fonctions f,, ou j=r+1,...,peti=k"+1,..., r],
h;*n'|snrns est un fermé sans points intérieurs dans la p'-variété h.*n'|,.
Le point (iii) résulte alors de ce que, si f:N— N’ est une application
différentiable entre variétés de méme dimension, et A un fermé sans point
intérieur de N, alors f(A) est maigre dans N'. [

II. Dimension des orbites minimales
Le résultat annoncé sera démontré sous la forme plus précise suivante:

THEOREME. Considérons une action différentiable de R” sur une variété
compacte, connexe, sans bord M de dimension m. Si k' est le rang de ’action, il
existe des orbites de dimension =<(m + k')/2. Si k est le rang de M, il existe des
orbites de dimension <(m + k)/2, ou bien M est le tore T™[cas k = m].

Démonstration. — Le premier point résulte immédiatement de la proposition
précédente, et du fait que V' =, cm I,
—En ce qui concerne le second point, il résulte du premier si K'<k. On
supposera donc k=k’, et m+k=2n. On supposera de méme que k <m,
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c’est-a-dire (m — k)/2>0. On va raisonner par I’absurde en supposant que toutes
les orbites sont de dimension =n.
Soient

Vi=sU I et Vi= U I,

q¢z, qeX,NS

La compacit¢é de M entraine que V, est un fermé de V'. D’aprés la
proposition précédente (iii)) ce fermé est sans point intérieur. Son
complémentaire V; est donc un ouvert dense de V'. La proposition (ii) entraine
que V1N Vj; est négligeable dans V3.

Rappelons le lemme élémentaire suivant, démontré dans [2]:

LEMME. Si V' est un espace vectoriel réel de dimension p', 4%, la
Grassmannienne des q'-plans de V', posons pour tout v'eV', N?.={E'e
4r.Jv' € E'}. Alors, pour tout v' € V' — {0}, N?. est une sous-variété compacte de
codimension (p' —q') de la Grassmannienne. Si f:M — 4. est une application
différentiable, I’ensemble des v' € V' pour lesquels f n’est pas transverse a N7. est
négligeable dans V.

Compte tenu de ce lemme, et des observations précédentes, on peut trouver
voe V' tel que

1. vo¢ ViUV,

2. h,:Z,NR—>%>_, est transverse a N;-".

Par construction, P = (h,)”'(N5.") est une sous-variété compacte de codimension
(n — k) de M. Donc P est réunion finie d’orbites compactes de dimension n. Les
orbites voisines ont méme dimension, et I’existence de I'application k,,, de rang
(m —k)/2 égal a la codimension de l'orbite, et constante sur chaque orbite,
entraine qu’au voisinage de P le feuilletage par les orbites est sans holonomie. On
peut donc trouver un voisinage ouvert # de P dont chaque composante connexe
soit de la forme T" X D™™", ou D™~ " est un disque centré en 0 dans R™™", de
maniére que les orbites de I'action soient les tores T" X {y}, I'orbite T" X {0}
appartenant a P.

L’idée pour achever la démonstration est la suivante: soit £ le (k + 1)-sous-
espace de V, préimage de la droite Rv, par la projection V — V'. Alors I’action
infinitésimale de E est libre sur M — @. 1l suffira donc de modifier cette action a
I'intérieur de chaque composante connexe de P de fagon que cette action
devienne libre; on aboutit ainsi & une contradiction avec ’hypothése rang M = k.

Soit donc 2, =T" X D" 'une de ces composantes connexes.

Choisissons une bas€ {v,,...,v,} de V telle que v,, ..., v, engendrent W,



Dimensions des orbites d’une action de R” 257

que X,,, . .., X,, soient linéairement indépendants sur T” X {0}, et que v, ,, € E
appartienne a l'isotropie infinitésimale sur T” X {0} [cette isotropie infinitésimale
a nécessairement, sur P, une intersection non nulle avec E]. Au besoin en
rapetissant D™™", on peut imposer que X,,...,X, restent linéairement
indépendants sur %,. Ces champs de vecteurs définissent une action de R” sur P,
dont les orbites sont les tores T" X {y}. L’isotropie de cette action définit en
chaque point un réseau dans R", dépendant différentiablement de y. En passant
au quotient par ce réseau, on définit sur chaque orbite un paramétrage adapté a
laction. En d’autres termes, on obtient ainsi un paramétrage de %, par
01,...,0,, Vi, ) Ymn OU B; €S et y; € R, de maniére que l'on ait

n 3 ]
X,,;Zf,-,-(y)-ég pour i=1,...,n.
j=1 i

En particulier, la matrice [f;(y)]; ;<. est inversible pour tout y e D™ ™",

Considérons alors une application y+~ [g;(y)].j<» de D™™" dans GL(n, R)
telle que [g;(y)] soit inverse de [f;(y)] pour y voisin de 0, et que [g;(y)] soit la
matrice identité pour y voisin du bord. Pour modifier I’action de R” dans %,, on
remplace pour i =1, ..., n le champ fondamental X, par

1

X,=2 ﬁk(y)gkj(y)g%-

Jok= I
On observe que l'on n’a pas changé, de cette maniére, I’espace d’isotropie
infinitésimale I, en un point g quelconque. En rapetissant a8 nouveau le disque
D™™", on s’est ramené au cas ou, pour i =1, ..., n, X, = (8/36;) dans %,.

Soit maintenant ¢ : D™ "— R une fonction différentiable nulle au voisinage
du bord et valant 1 au centre. On modifie I’action infinitésimale de E a I'intérieur
de %, en remplagant X, = par X,  + @(y)3/3dy,. Par construction, I’action
modifiée est libre dans %, car 8/9y, est transverse aux orbites de I’action initiale.
Comme I’action initiale était libre en dehors de P, on aboutit a la contradiction
cherchée, ce qui démontre le théoreme. [

Remarque finale. La démonstration de la premiére partie du théoréme est une
application facile du théoréme de Sard, a partir du moment ou on é€tablit la
différentiabilité de I'application h,. Au contraire, 'obtention de la majoration
stricte parait de nature assez différente, et nécessite des techniques plus fines.

Montrons que sur ce point, la démonstration de D. Simen dans [5], relative au
cas ou k=0, est incorrecte. Reprenons en effet les notations de cet auteur:
J:R” X M— M est une action différentiable, M est de dimension 2m et on
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suppose que m(J) =m. On construit alors un champ fondamental Z de I’action
tel que:

(i) ’ensemble des zéros de Z est une réunion finie K d’orbites compactes de
dimension minimale, qui sont des tores T™.

(ii) Le fibré normal v(K) de K est trivial.

L’idée de I'auteur est de prolonger une section partout non nulle de v(K) en
un champ de vecteurs N sur M, puis d’utiliser une fonction p valant 1 sur K et a
support dans un voisinage arbitrairement petit de K. D. Simen affirme alors que
Z + pN est sans singularités.

Cette assertion est erronée: les orbites voisines de K ne sont en effet pas
nécessairement de méme dimension [sauf si ’action est feuilletante], et il n’est
donc pas vrai que N reste, si prés que ce soit de K, transverse aux orbites de .

La démonstration ne marche que si 'action est feuilletante, et donne donc le
résultat plus faible suivant: si M est une 2m-variété compacte de caractéristique
non nulle, alors stk M <m. En fait, on a démontré dans [2] que sous ces
hypotheses stk M = 0 [il n’y a pas d’action feuilletante non triviale de R?].
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