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Duale Varietâten von Fahnenvarietàten

Friedrich Knop* und Gisela Menzel

§0. Einleitung

Fur eine glatte irreduzible Untervarietât X eines projektiven Raumes P^
definiert man die duale Varietàt X als die Menge der Hyperebenen H&gt; die

tangential zu X liegen oder âquivalent, daB der Hyperebenenschnitt H HX nicht
glatt ist. Fur dim X 1 und N 2 erhàlt man dann als Spezialfall die klassische
duale Kurve. Ein einfaches Argument zeigt, daB X irreduzibel und dimJ?^
N — 1 ist, wobei Gleichheit die Regel ist.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, dim X zu berechnen, wenn X isomorph zu einer
verallgemeinerten Fahnenvarietàt ist, d.h. X=G/P mit einer halbeinfachen
algebraischen Gruppe G und einer parabolischen Untergruppe P von G.

Nun gibt es Formeln von Holme, Hefez und Kleiman ([H], [H-K]), die es im
Prinzip erlauben, aus der Kenntnis von tt: £)p&quot;(l)\x und des Chowringes von X
die Dimension von X und sogar den Grad auszurechnen. Jedoch erweisen sich
dièse Formeln auf Fahnenvarietàten angewandt als so kompliziert, daB sich dièse
Méthode zur Bestimmung von dim X nicht eignet. Doch immerhin zeigen dièse

Formeln, daB es nur auf £ und nicht auf die spezielle Einbettung X&lt;-*PN

ankommt, d.h. wir kônnen und werden ohne Einschrânkung der Allgemeinheit
annehmen, daB die Einbettung vollstàndig ist. Falls nun G einfach
zusammenhàngend ist, was wir auch immer annehmen kônnen, dann làBt sich die

Wirkung von G auf X fortsetzen zu einer Wirkung auf ii und damit auf den PN.

Besitzt der Grundkôrper die Charakteristik Null, so operiert G irreduzibel auf
H°(X, fi)v (Borel-Weil) und X ist die Bahn eines Hôchstgewichtsvektors in
P(H°(X, S)v). Man erhâlt also eine Korrespondenz zwischen irreduziblen
Darstellungen und vollstândigen Einbettungen von Fahnenvarietàten. Wenn nun
dim^ iV—1 gilt, so ist X Nullstellenmenge eines G-invarianten homogenen
Polynoms auf PN, der Diskriminantp. Dièse Bemerkung liefert fur einfache

Gruppen im Prinzip schon aile Ausnahmen der Regel &quot;dim X N — 1,&quot; nàmlich
Darstellungen, die keine nichtkonstanten invarianten Polynôme besitzen. Dies ist
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der Fall fur den PN selbst (G SlN+1 oder SpN+l, X 0), den Raum der

schiefsymmetrischen n x n-Matrizen (n ungerade, G Sln, X Gr(l, n - 1)) und
den Raum der zehndimensionalen Spinoren (G Spin10, X- {reine Spinoren}).
Die Ausnahme bildet die Opération der Spin9 auf dem Raum der zehndimensionalen

Spinoren (N 15), hier existiert eine Invariante, jedoch ist dimZ 10.

Der Nachweis, daB fur die anderen Einbettungen der einfachen Gruppen
dimX N — 1 gilt, ist erheblich schwieriger. Wir benutzen das Kriterium von
Katz ([K]), daB dies in Charakteristik Null genau dann eintritt, wenn es eine

Hyperebene H gibt, so daB XC\H eine nicht ausgeartete quadratische
Singularitàt besitzt. Fur jede Einbettung weisen wir induktiv nach dim G die
Existenz einer solchen Hyperebene nach. Die meisten Fâlle werden dabei vom
Hauptlemma 3.10 erfaBt. Die restlichen Darstellungen werden dann gesondert
behandelt, wobei vor allem der Fall G Sln besonders mùhsam ist.

Das Problem fur halbeinfache Gruppen G làBt sich auf einfache

zurùckfuhren, was Inhalt von Satz 2.3 ist. Dieser Satz zeigt auch, daB die

Eigenschaft &quot;dimX&lt;N- 1&quot; nicht von der Dimension des Invariantenringes
abhàngt. Dièse kann beliebig groB sein.

Spezialfàlle unseres Hauptsatzes waren schon vorher bekannt, wie etwa fur
die Plùckereinbettungen der GraBmannvarietàten G(m, n) (m l: Landman,
allgemein: Helmstetter, beides unverôffentlicht).

SchlieBlich môchten wir J. Helmstetter und D. Luna danken, die uns zu dieser
Arbeit angeregt haben.

§ 1. Allgemeine Bemerkungen

1.1 Aile Varietâten seien ûber einem algebraisch abgeschlossenen Kôrper k der
Charakteristik Null definiert. Wir betrachten einen endlichdimensionalen Vek-
torraum V und seinen Dualraum V. Zu einer glatten irreduziblen echten
Untervarietàt Z c P(V) ist die duale Varietât Z definiert durch

Z := {H cz P(V) | H ist eine zu Z tangentiale Hyperebene}.

Die duale Paarung V xV^k identifiziert die Punkte in P(V) mit den Hyperebe-
nen in P(V); zu v e P(V) sei Hv die entsprechende Ebene. Das Bild des

Konormalenbûndels

:={(z, v)eZ x P(V) | T2(Z)czHv]

unter der Projektion pr: Z x P(V)-*P(V) ist dann genau die zu Z duale
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Varietàt, insbesondere gilt

dim t ^ dim P(Sftz) dim P(V) - 1.

Die Menge

Up^iz) := {(z, v) g P(SRZ) I z n Hv besitzt eine nicht ausgeartete

quadratische Singularitât in z}

besteht genau aus den Punkten, in denen die Projektion pr:P(9îz)-*Z
unverzweigt ist; sie ist also insbesondere offen ([K], Prop. 3.2). Setzen wir

Uz:={v eZ\ZC\Hv besitzt genau eine Singularitât, und dièse

ist quadratisch und nicht ausgeartet},

so ist Uz offen in Z ([K], Prop. 3.2), und es gilt:

1.2 SATZ ([K], Prop. 3.5):
Ist die Projektion pr:P(9îz)—»Z generisch unverzeigt, so ist sie birational. In
diesem Fall besteht Uz genau aus den glatten Punkten von Z und ist identisch mit
der grôliten offenen Menge U von Z, fiir die die Projektion einen Isomorphismus
pr&quot;1 (U) 2» U induziert.

1.3 Wir identifizieren P(V) mit den Geraden durch den Ursprung in V. Fur

f e V\{0} sei F die Gerade durch/. Operiert eine reduktive zusammenhàngende
Gruppe G linear auf V, und ist Z c P(V) eine homogène G-Varietât, so existiert
ein feV mit GF Z. Der Stabilisator P GF von F in G ist dann eine
parabolische Untergruppe von G.

DEFINITION:
Ist KodimP(v) (GF) 1, so heiBt (V,f) nicht ausgeartet.

Nach Satz 1.2 ist (V, f) genau dann nicht ausgeartet, wenn UP^iz) nicht leer ist.
Da Z GF homogen ist, ist dies genau dann der Fall, wenn ein v e V existiert mit
f(v) 0, çfŒHv und GfDHv in / eine nicht ausgeartete quadratische
Singularitât besitzt. Hierbei ist g: LieG die Liealgebra von G. Ist P~ eine P
gegenùberliegende parabolische Untergruppe von G und RU(P~) ihr unipotentes
Radikal mit Liealgebra n&quot;, so liegt RU(P~) • P dicht in G. Daher lâBt sich mit der
Exponentialabbildung n~ 2$RU(P~), X&gt;-»expX, die Gleichung von GfC\Hv in/
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lokal beschreiben:

v {uf\ueRu(P~), uf(v) 0}

Wegen f(v) 0 und gf cz Hv ist /((exp X) • v) ifCA^u) + £f(Z3u) + • • • Wâhlen
wir also eine Basis Xly Xr von n~, so ist die Singularitàt genau dann nicht

ausgeartet, wenn die Matrix

H(f, v) := (/(^C-XJv))i^,;&lt;r maximalen Rang besitzt.

1.4 Bemerkungen :

1) Sei Af:= qf {v e V \ Xf(v) 0 fur aile X e q}, dann ist N stabil unter P und

folgende Aussagen sind équivalent :

a) (V, f) ist nicht ausgeartet.
b) Kodinv (GN) 1.

c) Es existiert ein v eN mit n~v 4-N kf.

d) Der kanonische Morphismus $lz G XPN-^GN ist eine Auflôsung der

Singularitàten (Satz 1.2).
2) Ist V reduzibel, so existiert ein eindeutig bestimmter irreduzibler Untermodul

Vi mit f eVly und (V, f) ist genau dann nicht ausgeartet, wenn (Vu f) dies ist.

3) Die Frage &quot;ausgeartet oder nicht?&quot; hângt nur von den nilpotenten Elementen
der Liealgebra ab. Daher genùgt es, einfach zusammenhàngende halbeinfache

Gruppen zu betrachten.

§ 2. Formulierung der Ergebnisse

2.1 Von nun an sei G halbeinfach und einfach zusammenhàngend, und V ein
irreduzibler G-Modul. Sei / e V mit GF GF.

Fur v e V sei H(v): H(f, v) (/(XtXjV))^,*, die Hessesche von v.

Mit Rang V : max {Rang H(v) \ v e g/} sei der Rang,

mit ord V : dim RU(GF) dim GF sei die Ordnung,

und mit def V : ord V - Rang V KodimP(^ (G^F) - 1

sei der Defekt von V bezeichnet.

2.2 SATZ:
Die ausgearteten irreduziblen Darstellungen einfach zusammenhàngender ein-

fâcher Gruppen sind, bis auf âuBere Automorphismen von G, genau die aus
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folgender Tabelle:

G

1. Sln
2. 5/
3. SP2n

4. Spin9
5. Spin10

V

kn
/\2k2n+l
k2&quot;

k16

k16

RangK

0

4(n - 1)
0
6
6

ordV

n-l
2(2n - 1)

2n - 1

10

10

defV

n-l
2

2n-l
4

4

2.3 SATZ:
/y/ G halbeinfach, einfach zusammenhângend, und V eine ausgeartete irreduzible
Darstellung von G, so gibt es eine Zerlegung G Gxx G2, V VX®V2 mit
(Gt, Vx) aus der Tabelle von Satz 2.2, G2 halbeinfach, und V2 ein irreduzibler
G2-Modul mit def Vx &gt; ord V2. In diesem Fail ist def V def Vx - ord V2.

2.4 Bemerkung:
Falls die Charakteristik von k positiv ist, lassen sich jede Fahnenvarietât G/P und
jedes Geradenbundel ii auf G/P zu einem Kôrper der Charakteristik Null
anheben. Weil sich dabei der Chowring von G/P nicht àndert, zeigen die in der

Einleitung erwâhnten Formeln, daB die Einbettung G/P&lt;-»//()(ii)v genau dann

ausgeartet ist, wenn dies in Charakteristik Null gilt.

Der Rest dieser Arbeit ist den Beweisen der beiden Sàtze gewidmet.
Zunâchst berechnen wir im Abschnitt 3.2 den Defekt von V fur die Darstellungen
der Tabelle aus Satz 2.2. Mit Lemma 3.3 und Satz 2.2 ergibt sich der Beweis zu
Satz 2.3. Die Hauptschwierigkeit ist es zu zeigen, daB die ûbrigen Darstellungen
nicht ausgeartet sind. Dies ist leider nur durch Unterscheidung der Gruppen nach
ihren Wurzelsystemen môglich. Ist dièses vom Typ G2, so ist der Beweis relativ
unkompliziert und findet sich im Abschnitt 3.6. Die anderen Fâlle lassen sich

grôBtenteils mit dem Hauptlemma 3.10 induktiv erledigen. Dies gescfreht in § 4.

Jedoch bleiben besonders im Fall An Spezialfâlle iibrig, die explizit nachgerechnet
werden miissen.

§ 3. Einige Hilfssatze und der Beweis im Fall G2

3.1 Um dem Léser die Ùbersicht zu erleichtern, tragen wir an dieser Stelle aile
Bezeichnungen, auch die bereits verwendeten, zusammen.

G sei eine halbeinfache einfach zusammenhàngende algebraische Gruppe mit
Liealgebra fl, B eine Boreluntergruppe von G und T ein maximaler Torus in B
mit Liealgebra t). Mit &lt;f&gt; bezeichnen wir das Wurzelsystem von G beziiglich T,
und mit $* die bezuglich B positiven Wurzeln. X(T)~Hom(T,Gm) sei die
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Charaktergruppe von T und ein unter der Weylgruppe invariantes Skalar-

produkt auf X(T)®ZM. Fur ay 0 eX(T) &lt;8&gt;ZR sei (a, P): 2(a, P)/(fi, P).

ocXi. ocn seien die einfachen Wurzeln in &lt;f&gt;+ und a)lf.. con die Fundamen-

talgewichte von G (((on a}) ôtJ). Weiterhin wâhlen wir eine Chevalley-Basis
Xa, a e &lt;t&gt;\ Hai, l^i^n, von g wie in Bourbaki ([B], Ch. VIII, §2, n° 4), d.h. es

gilt

[//, Xa] a(H)Xa fur aile oce&lt;t&gt;yHe\)\

{0,
falls a + P &lt;£ 0 U {0}

-Ha, falls or + /3 0

Na,pXa+p, falls oc + pe&lt;t&gt;

V sei ein irreduzibler G-Modul mit hôchstem Gewicht À, h ein

Hôchstgewichtsvektor in V und / ein Tiefstgewichtsvektor im Dualraum V&gt; P der
Stabilisator der Geraden durch h. Der Stabilisator P~ der Geraden durch / ist
dann eine P gegeniiberliegende parabolische Untergruppe von G. Setzen wir
0+(A) := {a e &lt;p+ \ (À, a) &gt;0}, so erhalten wir fur die Liealgebren der unipoten-
ten Radikale von P und P~:

n: Lie RU(P)= © kXa, n~: Lie RU(P~) © kX.a.

Weiterhin sei N:= qf {v e V | Z/(u) 0 fur aile X e g}. Fur \i e X(T) &lt;8&gt;z R sei

N(fi):= {veN\H-v (X- fi)(H) - v fur aile H e f)}.

Die Hessesche eines v e V ist die Matrix H(v): (f(XaXpv))atf3e&lt;f)+i?i),

Rang V : max {Rang //(u) | v e N}, ord F : dim n |0+(A)|,

def F : Rang V - ord V Kodimv (GN) - 1.

À heiBt ausgeartet, falls def V &gt; 0 ist.

3.2 Berechnung von def V/wr d/e Darstellungen aus Tabelle 2.2.

1., 3. In beiden Fâllen ist V ~Gh Gft U {0}, also N {0} und GN {0}.

2. (G,V) (5/2rt+1,A2*2&apos;1+1):

Wir wàhlen die Standardform: Sei elf..., e2n+i eine Basis von ifc2n+1, dann ist
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h etA€2 und JV=$3^«2n+i^lAej). Nun ist M: PHP~ isogen zu

S/2xG/2rt-i, Sl2 operiert trivial aufJV und N^/^k2^&apos;1 als_G/2«-i-Modul. Fur
v e3 Ae4+ • • • + e2rt_i Ae2n ist Mv N, also GN Gv und dimGJV
dim Gu dim V — 3.

4. Spin9:
Sei e^ e4 die kanonische Basis von X{T)y dann sind ±2{ex ±e2±e3±e4)
die Gewichte in Spin9, A |(ex 4- e2 + e3 + e4). Aile Gewichtsràume sind

eindimensional,

4 V

AT © N(ii,) + N(ju) mit ju e1-he2 + e3 + e4, ii, iJi-et.
1=1

Hier ist M P H P~ G/4, und JV )t4 ®^als G/4-Modul._Fur v vt + v2 mit

^ieN(/ii)\{0}, u2eiV(iu)\{0} ist N Mv, also GN==Gv und dirnGAf
dim V - 5.

5. Spin10:

Die Inklusion SO9 c SO10 liefert einen Isomorphismus n9 ni0, und die Râume

der Spinoren sind isomorph als n- und rT-Moduln.

3.3 LEMMA:
Ist G GtX&apos; • x Gr dos direkte Produkt halbeinfacher Gruppen und V Vx ®
• • • ® Vr dos Tensorprodukt irreduzibler GrModuln Vt mit ord Vx ^ ord V2 ^ • • • ^
ord Vrt dann gilt

def V max (0, def Vx - ord (F2 &lt;g&gt; • • • ® Vr)).

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach r:

a) r 2:

Fur (G,, Vt), i 1, 2, sei g,, &lt;fr, 0+, A,, Af, ^, nf,.. wie in 3.1 definiert.

Dann ist g qx 0 g2, ^ (0x x {0}) U ({0} x 02), A kx + A2, /=/x &lt;8&gt;/2, A

1) Wir zeigen zunâchst die Richtung &quot;«£&quot;: Zu ae 0!+(A) x {0}, p e {0} x
und vorgegebenem ju^ e k definiere

K a)
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Dann istvaPeNund fur y, ô e 4&gt;+(X) gilt

falls {r,«5}^{a,/3}

Wâhle nun vx e Nt mit Rang H{vx) Rang Vx und setze

Dann hat H{v) die Form

mit M (fiap). Nun ist fur p^# und eine vorgegebene symmetrische

p xp -Matrix A

2q, q&lt;defA

P Q

2) Es gilt &quot;^&quot;: Ist v e V, v Eî=i v\ ® vl2 mit ui e Vu v2 e V2, setze

)l2)v\ und w2:
1=1 «=i

Dann hat H(v) die Form

UordV,

mit geeignetem B. Nun ist

Rang H(v) ^ min (Rang H(wt) -h 2 ord V2, ord K + ord V2),

also def F ^ max (0, def Vx - ord V2).

b) InduktionsschluB:
1. Fall: def Vt &gt; ord (V2 ® • • • ® Vr)
Dann ist ord V^ &gt; ord (V2 ® • • • ® Vr) und die Behauptung folgt mit a).



46 FRIEDRICH KNOP UND GISELA MENZEL

2. Fall: def Vx ^ ord (V2 ® • • • ® Vr)

Dann ist nach a) defV max (0, def (Vi ® • • • ® Vr-X) - ord Vr) und mit Induk-
tion folgt

def V max (0, max (0, def Vx - ord (V2 ® • • • ® K-i)) - ord Vr) 0

3.4 Der Beweis von Satz 2.3 ergibt sich nun aus Lemma 3.3 und Satz 2.2.

3.5 LEMMA:
Erfûllen a, P e &lt;t&gt;*(k) eine der drei Bedingungen

t^ pt
2) a + j8 £ 0 und A — or — /S ist Gewicht von F
3) tf&gt; sjfs G2, a + j8 e 0, oc - p e &lt;t&gt; und &lt;A, or) * (A, p) oder (A, or) &lt;A, j8) ^ 1

Dann existiert ein va+p e N(a + j8) miï /(JK^Aiva+/8) #= 0 fur aile y, &lt;5 e 0+(A) miï

y + à or + j8.

Beweis:
Fur or, 0 e 0+(A) definiere v : (A, a)X.aX^h + (A, P)X^X_ah.
a) Es ist u 6 iV(or + /S).

Bew.: Ist die Summe a + P $&lt;{&gt;&gt; so ist Za+/3 0. Sei deshalb a + p e 4&gt;. Dann
gilt

([B] VIII, §2, n° 4, Lemma 4 (4)).
b) Ist oc - P e &lt;f)f so sei o.E. a- P e 0+. Eine kurze Rechnung zeigt:

mit A &lt;A, ûr&gt;(A, or + j8) - (p, or)(A, or) - (A, P)Na&gt;^a.^&lt;x. Sei

-j8 - qoc,... -j8, y-p+poc die &lt;v-Leiter durch —0, dann ist

+ 1) ([B] VIII, §2, n° 4, Lemma 4 (3)), also

A &lt;A, ar)(A, or + p) - (0, *&gt;(A, a) - (A, j8)p(^ -h 1).

c) Wir zeigen nun, daB unter den angegebenen Voraussetzungen A =£0 ist:
1) Fur oc - p $ $ ist p 0, also &lt;p, a) ^ 0 und A &gt; 0.

2) Ist oc + p$&lt;t&gt; und X-a-p Gewicht, so ist q=0, p (p, a) und

A~(k-p, or)(A, ar + 0)&gt;O.

3) Ist ##G2, ar + i8€0 und a-pe&lt;f&gt;+, so zeigt ein Blick auf die
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Wurzelsysteme vom Rang 2, daB dann p q l, (fit a) 0 und ||or||

\\fi\\ gilt. Damit erhalten wir

&lt;A, or)(A, or

alsofùr (A, or) =é &lt;A, fi) :A ^ (A, or -j3)&gt;0, und fur &lt;A, or) (A, 0} :,4

2(A, *)«A, or) -l)#0.
d) Erfiillen oc und )8 die Voraussetzungen und sind y, ô e 0+(A) mit y + &lt;5

a + fi, so erfûllen auch y und &lt;5 eine der drei Bedingungen.
Bew.: Erfiillen a, fi die Bedingung 2, so auch y, &lt;5. Daher nehmen wir an,
daB ay fi die Voraussetzung 1 oder 3 erfiillen, insbesondere also 0 ^ G2 ist,
und daB y - ô e $ ist.
1. Fall: ay fi erfiillen 1. Dann ist a - fi $ &lt;f&gt; und (ar, fi) ^0. Insbesondere ist

(A - oc, fi) ^ (A, /?) &gt; 0 und A - y - ô ist Gewicht von V. Sei daher y 4- ô e &lt;f&gt;.

In diesem Fall sind y und ô kurz und (y, ô) 0, wie man an den

Wurzelsystemen vom Rang 2 abliest. Wegen a- fi £ 0 und a + fi y + ô e&lt;p

ist dann aber (ayfi)&lt;0 und ||y||2+ ||&lt;5||2= ||y + &lt;5||2= ||&lt;* + j8||2&lt; \\a\\2 +
\\fi\\2y sei daher o.E. a lang. Dann ist \\a\\ &gt; \\y\\ ||&lt;5|| und \\fi\\ ^ \\y\\ ||ô||,
also &lt;A, y) + &lt;A, ô) &gt; (A, a) + (A, fi) 3*2.

2. Fall: or, /? erfiillen 3. Dann sind at fi kurz und (or, fi) 0. Nun ist aber
auch y + &lt;5, y — ô e 0, somit sind auch y und ô kurz und (y, ô) 0. Wir
erhalten

3.6 SATZ:
Ist das Wurzelsystem vom Typ G2, so ist keine irreduzible Darstellung von G
ausgeartet.

Beweis:
&lt;t&gt; habe Basis aï9 oc2 mit (alf a2) -1, {a2, ort) —3. Die Fundamental-
gewichte sind («! 2ar, -h ^2, û&gt;2 3^, 4- 2ût2, sei also A ra&gt;, 4- sù)2 mit r, 5 e N.

Wir erhalten

oc

r

&lt;*2

s

as,= &lt;xx -f ar2

r + 3*

ar4 3ûr,+2ar2 ors 2ûT| + oc2

2r + 35

a-6 3or, + as

r + 5

1. Fa//: r 0,5^1.
Hier ist 0+(A) ^+\{ar!}. Die 2ar,, i=3, 4, 5 erfûllen die Bedingung 2 aus
Lemma 3.5, sei daher v2oCt e N(2a,) wie in 3.5 definiert. Fiir v ~v2(t^ 4- v2ot4 + v2c^



48 FRIEDRICH KNOP UND GISELA MENZEL

hat H(v) die Gestalt

/0 0 0 * 0\
0 * o 0 *

0 0*00
* 0 0 * 0

\o * o o o&gt;

2. Fall:s 0, r^l.
Nun ist 0+(A) 0+\{or2}, und 2a5 erfiillt die Voraussetzung 2 aus Lemma 3.5.
Setzen wir v : v2(X5 wie in 3.5, so hat H(v) den Rang 5.

3. Fall: r,s^l.
In diesem Fall ist 0+(A) &lt;f)+, und v : v2(X3 + v2(X5 liefert das Gewunschte.

3.7 LEMMA (vgl. [K], Beweis zu Théorème 2.5):
Enthâlt das Diagramm von A keine Einsf so ist A nicht ausgeartet.

Beweis:
Sei &lt;f&gt;^G2. Wir zerlegen 0*(A) in die Mengen der kurzen und der langen
Wurzeln. Hat das Wurzelsystem nur Wurzeln gleicher Lange, so seien aile
Wurzeln lang.

0+(A) *:ÙL mit K:= {a e 0+(A) | a ist kurz} und

L:={ûre0+(A)| or ist lang}.

Wegen (A, oc) ^2 fur aile oc e 0+(A) erfiillt 2a die Voraussetzung 2 aus Lemma

3.5. Sei V2a definiert wie in 3.5 und

v:==* 2 V2*+ 2 U2* miteinem jce/c.
ae/C creL

Sind nun y, ô e 0+(A) mit y # 6 und y + &lt;5 2&lt;*, so ist a kurz und y, &lt;5 sind lang,
wie man aus den Rang 2 Wurzelsystemen ^G2 abliest. Also hat H(v) die Form

0

mit nicht ausgearteten Diagonalmatrizen DK, DL und gewissem M. Wâhle nun x
so,
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3.8 DEFINITION:
1) &lt;t&gt;+(k) A1UA2U •• • UAS sei Vereinigung von paarweise disjunkten Teil-

mengen. Die At heiBen unvermischt, wenn fiir aile i und aile; #fc gilt

(Al+Al)n(A,+Ak) 0.

2) Eine Teilmenge Acz&lt;t&gt;+(k) heiBt zulâssig, falls ein v e ®a,^A N(a + p)
existiert, fiir das die Matrix

HA(v): (f(XaXp • v))atPeA regulàr ist.

3.9 LEMMA:
Ist A ein dominantes Gewicht und 0+(A) die Vereinigung von paarweise
disjunkten, unvermischten und zulàssigen Teilmengen, so ist k nicht ausgearteL

Beweis:

0+(A) =Ai U • • • UAS, wobei die At die gewunschten Eigenschaften besitzen.
Wàhle vt e ®a^eAl N(a + j8) mit HA(vt) regulàr und xlf. xs mit
det //(jcjU! -h • • • 4- xsvs) ± 0.

3.10 Fur ein irreduzibles Wurzelsystem &lt;p^G2 wàhlen wir ô wie folgt:
Fall 1: ô sei eine dominante Wurzel.
Fall 2:

ô=Bf2(of1 + -•• + »„) falls &lt;t&gt; Bn

I2(ûf1 + --- + arn_2) + aw_! + an, falls &lt;p Dn

Fur oc e cf&gt; ist ay ô ganz und

&lt;t&gt;ô := {a e 0 | (ar, ô) ist gerade}

ist ein Unterwurzelsystem von (p.

HAUPTLEMMA:
A se/ em dominâtes Gewicht mit
a) A/0Ô ist nicht ausgeartet oder Null
b) (A, ô) ^ 2 in Fall 1 bzw. &lt;A, ô) 5* 1 m Fa// 2.

Dann wr awc/i A nicht ausgeartet.

Beweis \

Setzen wir (t&gt;i&apos;.= 4&gt;\&lt;t&gt;ô {or€ 0 | (ar, ô) ist ungerade}, so ist
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0()0f(Â), &lt;£ô(A) und &lt;£f(A) sind unvermischt, und 0£(A) ist zulàssig nach

Voraussetzung a). Nach Lemma 3.9 haben wir also zu zeigen, daB &lt;t&gt;î(h) zulàssig

ist. Hierfiir zerlegen wir &lt;t&gt;î(k) wie folgt:

1) ae&lt;f&gt;t&lt;^ô-ae(t&gt;t&apos; Fur ae&lt;pî ist (a, ô) l und in Fall 2 ist (ô, a) 2*2.

Beweis:
In Fall 1 ist (ô, a)&gt;0, hieraus folgt ô — a e (f&gt;. Nun sind a und ô — a
gleichlang, wie man aus den Rang 2 Wurzelsystemen ^G2 abliest. Daher ist

{a, ô) — 1, also (ô — a, ô) 1 und ô — a e (pf.
In Fall 2 lietert direktes Nachrechnen die Behauptung.

2) Fur a e Mo ist (A, a) ^ 2, denn (A, a) (A, ô), also (A, a)
(A, ô){ô, a)(a, ô)~\ mit 1) und Vorraussetzung b) folgt die Behauptung.

3) Wegen 2) erfiillt 2a (a e Af0) die Voraussetzung 2 aus Lemma 3.5. Es existiert
somit ein u{)e ®a€M() N(2a) mit det HM()(v())^0 (vgl. Beweis zu 3.7).

4) Seien a, j3 g Aft mit a + )3 ô, so ist Lemma 3.5 anwenbar.

Fall 1: Hier ist a + /3 ô eine Wurzel. Fur ûr — (5 $ (f&gt; ist Voraussetzung 1 aus
Lemma 3.5 erfiillt, sei daher a - /8 e &lt;/). Wir zeigen, daB dann Vor. 3 gilt. An
den Rang 2 Wurzelsystemen ^G2 lesen wir (a, j3) 0 ab, wegen oc -h fi ô

folgt hieraus (ô, a) =2. Sei nun (A, a) (A, /}) (A, ô - ar). Da ar und
ô — ar die gleiche Lange haben folgt mit 1) und Voraussetzung b):

(A, a) (A, ô){a, a)~l \{k, ô)(ô, a)(a, ô)~l (A, ô)&amp;2.

Fall 2: Hier ist oc + j3 &lt;5 keine Wurzel, zu zeigen ist Vorraussetzung 2 aus

3.5, d.h. A - ô ist Gewicht von V. Fur or#0 ist (or, /S) =0, also (A - or, 0&gt; ^
(A, j8)^l, somit ist A-(or + j3) Gewicht. Fur ûr 0 ist nach Vor. b)
(A, &lt;5) (A, 2a) =£&lt;A, ar)^l, somit ist (A, or) ^2 und A-2ar ist Gewicht.

5) Setze vôeN(ô) wie in 3.5, wegen aeM]&lt;^ô-aeM] (vgl. 1)) ist

6) Fur t; :=i&gt;0 + và, v{) wie in 3), và wie in 5) hat H(v) die Gestalt
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Beweis: zu zeigen ist

(i) fur a e Mo, j8, y e 0+(A) mit 2oc j3 + y folgt j8, y e Af0.

(ii) fur &lt;*, 0 e &lt;^(A) mit or + j3 ô folgt or, j3 e A^.
zu i): Hier ist 2(A, a) 2(A, ô) (A, 0) + (A, y) =&gt; (A, &lt;5 - 0) + (A, ô - y) ^ 0

zu ii): Sind ay j8 e Mo, so ist (A, or) (A, ô) (A, )3) # 0, dies steht im Wider-
spruch zu a + j3 ô; und fur ûr e M! ist auch fi ô - aeMx nach 1).

§ 4. Der Beweis von Satz 2.2.

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie im vorhergehenden Para-

graphen. Wegen Satz 3.6 sei &lt;f&gt; ^ G2.

4.1 SATZ:
Ist A Er=i W mit r, e {0, 1}, und erscheint (G, V) nicht in Tabelle 2.2, so ist A

nicht ausgeartet.

Der Beweis des Satzes erfolgt durch Fallunterscheidung nach dem Wurzelsystem
&lt;p und nimmt die Abschnitte 4.2-4.9 in Anspruch. Satz 2.2 wird dann in 4.10

endgûltig bewiesen.

4.2 (f&gt;=An\ ^ ^2 * —£n

Wir identifizieren X(T)®ZU mit der Hyperebene der Punkte in Mn+1, deren
Koordinatensumme Null betràgt.

Positive Wurzeln: f/- ^i ~ en 1 ^ i &lt;y ^ /i + 1

Basis: a,: et-el+l&gt; l^i^n
Fundamentalgewichte: w, — ex + • • • + en l^i^n

I. Die Fundamentaldarstellungen A cop:

Hier ist 0+(A) {/y 11 ^i^p,p + 1 =^y&apos;^n + 1}.
Sei q: n + 1 — p, dann hat ncz5/n+1 nach geeigneter Basiswahl die Gestalt

oto

Wir bezeichnen daher cûp mit (p, ç).
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1) Fur p ** 2 ist (p, p) nicht ausgeartet.

Beweis:

Sei Y:= J e n&quot;, dann ist die Abbildung

j8:n-&gt;n-, £(*): [[*, Y], Y] + 2œp([X, Y])Y, gegeben durch

Sie ist somit bijektiv. Setzen wir v := Y2h, so zeigt eine kurze Rechnung, daB

Xv P(X)h gilt fiir aile X e n. Insbesondere ist Xv e n~h fur aile X e n,
woraus u e N folgt.

Fur X= J*) ist f(X2v) 2p(p - 1) *0, also ist auch u ^0. Weil nun p

bijektiv ist, folgt nv xx~h und damit nv 4- N
2) Sind (p, ç) und (p, qr) nicht ausgeartet, so ist auch (p, q + q&apos;) nicht

ausgeartet.

Beweis:
Fur À (p, ç + q&apos;) definieren wir A:={ae 0+(A) | ((op+q, a) 0} und A&apos;:

{ûre 0+(A) | (û&gt;P+9, or) 1}. Dann ist &lt;p+(k)=AÛAf und A, A&apos; sind nach

Konstruktion unvermischt. Fur die Unterwurzelsysteme #!
(alf o^^-!), &lt;^2= (&amp;\&gt; -y &lt;xP-\&gt; ocp + • • • + ûrp+9, ap+q+i, arw)

von &lt;^&gt; gilt A/^ (p,g), Â/02 (p,?&apos;), 0f(A) i4 und 02+(A)=^;. Nach

Voraussetzung sind also j4 und v4&apos; nicht ausgeartet und die Behauptung folgt
mit 3.9.

3) Mit (p, q) ist auch (q, p) nicht ausgeartet, denn die beiden Darstellungen sind
dual zueinander.

4) (p, 2), p gerade, ist nach 1) und 2) nicht ausgeartet.
5) Fur p, q ^ 3 ist (p, ç) nicht ausgeartet.

Bew.: Wegen 3) sei o.E. p^q, der Beweis erfolgt durch Induktion nach der
lexikographischen Ordnung der (p, q). InduktionsschluB:
Sei p 5*6, dann sind (p - 3, q) und (#, 3) nicht ausgeartet, also auch (p, q)
nach 2) und 3).
Zum Induktionsanfang bleiben die Fâlle:

a) (3,3), (4,4), (5,5): dièse sind nach 1) nicht ausgeartet.
b) (5,4): ist mit (4,2) und (4,3) nicht ausgeartet (beachte 4) und c)).
c) (4,3) und (5,3):



Duale Vanetàten von Fahnenvanetàten 53

i) (4,3) ist nicht ausgeartet^
Bew.: Hiej^isUfr+iQ^iïjl^Jj^ïjJ^^l}.
Sei /:= {(16,25), (27,35), (37,46), (17,45)}, dann gilt fur a, P e tf&gt;+(A) mit
(a, P)el:a- p $&lt;j&gt;, sie erfullen also die Voraussetzung 1) aus Lemma
3.5. Definieren wir nun va+p wie in 3.5 und setzen u:= E(or,/3)e/^ar+/3&gt; so ist

H(v) regulâr.
ii) (5, 3) ist nicht ausgeartet:

Der Beweis ist analog zu dem fur (4,3) in i) mit

/:= {(16,25), (27,45), (27,36), (36,45), (47,56), (17,55)}.

II. Die anderen Darstellungen:

n n

A ]?&gt;,«, mit r,e{0, 1}, 2r,^2.
1=1 i=i

Sei ô : ex — en+i ax + • • • 4- ocny dann ist ô dominante Wurzel mit (À, ô) ^ 2,

und &lt;j)ô {a e &lt;t&gt; | (a, ô) ist gerade} ist das von &lt;x2,.. • ocn-Xy ô erzeugte
Unterwurzelsystem. Das Hauptlemma làBt sich also anwenden, auBer fur die
Fâlle:

110 0
a)

b)

c)

d)

e)

f)

A

A

A

n

n

n

o&gt;,+

(O2 +

û&gt;,+

gerade

gerade

gerade

(O2 +

»
A =:

,A
A

(O3 +

;
&quot;4&quot; 0)n

Beweis, daB die Gewichte in a)-f) nicht ausgeartet sind:
a) A œ, + o)2: _ _Hier ist 0+(A^==_{li I^Jjss « + 1J-U_{2Ï | 3 ^ î ^ n + 1}.

Setze /:= {(12,23), (13,13)} U {(li,2/) | 4^il^n + 1}, dann erfullen die a, p
mit (a, p)el die Voraussetzung 1 bzw. 2 aus Lemma 3.5. Wir definieren
daher v := E(a,/5)e/^+/3&gt; va+p wie in 3.5, um ein Elément zu erhalten, fur das

H(v) maximalen Rang besitzt.

Nun ist &lt;t&gt;+(A) (Fj 11 ^ i ^ 2, 3 ^ j&apos;^ n + 1} U {in + 11 3 ^ if &lt; n }.
Setzen wir i41:={ore &lt;^)+(A) | (û&gt;2 + a&gt;4, or) 1} und A2:= {are 0*(A) | &lt;o)24-

co4, or) 0, 2}, so sind yl1 und A2 unvermischt und ^+(A) -A1 ÙA2.
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i) A1 {13,14,23,24,3 w + 1,4 n + 1} ist zulàssig, denn mit /:= {(13,24),
(13,4 n +1), (24,3 n + 1)} und v := E(ar,/3)€/f&lt;*+/3 ist //^(u) regulàr nach

Lemma 3.5.

ii) Sein 4.

Dann ist (A, a) =2 fur aile aeA2. Die 2ar, cveA2 erfûllen also Bed. 2

aus Lemma 3.5, fur v := TtaeA2 v2a ist HAi(v) regulàr, d.h. A2 ist zulàssig.

iii) Ist n 2* 5, so betrachten wir das von cr^ oc2 + ar3 + or4, a5y. ocn erzeugte
Unterwurzelsystem 0O- Es gilt A2= 0o(A/0o). Nun ist (p0 vom Typ ^4rt_2

und k/&lt;j)0= o)2 + (on-2 ist nach Induktion nicht ausgeartet. Also ist auch

A2 zulàssig.

iv) Nach i)-iii) sind A1 und A2 zulàssig, die Behauptung folgt somit mit
Lemma 3.9.

c) A o)x + (o2 4- (onf und

d) n gerade, A co1 4- a&gt;3:

Fur beide definiere A1 := {or € tf&gt;+(A) | (œu a) i}, i 0, 1. Dann ist &lt;£+(A)

^4°Ûi41 und A0, A1 sind unvermischt. ^4° ist zulàssig, denn bezeichnen wir mit
&lt;po das von a2f an erzeugte Unterwurzelsystem, so ist A/0O nicht

ausgeartet und ^4° 0o (A/0O)- Die ay fi €&lt;/&gt; mit (or, )3) e /,

/:= {(Ï2,Î3)} U {(ïijï) | 4^/^n + 1} in Fall c) bzw.

/:= {(12, Ï4), (Ï3,15)} U {(ÎI, ï/) | 6^ î ^ n} fur d)

erfiillen Voraussetzung 2 aus Lemma 3.5. Setzen wir v:=Tt(a,p)eiva+p&gt; wobei

va+p wie in 3.5 definiert ist, so ist HA\{v) regulàr, d.h. A1 ist zulàssig und die

Behauptung folgt mit Lemma 3.9.

e) n gerade, A co3 + (on, und

f) n gerade, A a)t + (o3 + a)n:
Dièse beiden Fâlle lassen sich analog wie c) und d) beweisen mit A1 :

{a € 0+(A) | (o)2f a) î}, î 0, 1 und

/:= {(14,25), (16,27),... ,(ln,2 n + 1)} fur e),

n + 1), (13,2 n + 1)} U {(li, 2i) | 4 *£ i: «s n} fur f).

4.3 4&gt;*Dn,n*4: ~
&apos;

Wir identifizieren Z(T) ®z R mit dem Mn.

Positive Wurzeln: et + e,, et-ej9
Basis: or^^-e,^!, K
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Fundamentalgewichte: œl ex + • • • + en l^i^n-2, (on_x \(ex + • • • +
en_! - eM), (on \{ex + • • • + en-x + en).

I. Die Halbspindarstellungen k (on__x, con, w=£5:
Beide Darstellungen gehen durch einen àuBeren Automorphismus von G
ineinander ûber. Daher sei o.E. A (on.

Dann ist 0+(A) {e, + ey | l^Kj^n}.
a) Fur gerades n ist die Halbspindarstellung nicht ausgeartet:

Beweis:

Wir identifizieren die Liealgebra mit

g {Xe M2n(k) \ X&apos;M -MX}, Wobei M:= (°-&quot;&apos;!).

Bezuglich geeigneter Basiswahl hat dann n die Form

n (o oH-

Ilty:=0 o)&apos;Mity:=f° /:-
0

ist die Abbildung j8 : n^ n&quot;, fi(X):= [[X, Y], Y] + 2(on([X, Y]), bijektiv.
Setze v := Y2hy dann ist Zu p(X)h fur aile Xen&quot;, insbesondere ist v eN.

Fixr X=( J ist f(X2v) 2n(n-l)* 0, also ist u ^ 0 und nu n~h (vgl.

4.1.1.1)).

b) n sei ungerade, n ^=5, dann ist (*&gt;„ nicht ausgeartet.

Beweis :

Definieren wir ^7:= {are 0+(A) | (co^, ûr)=i}, *=0, 1,2, dann ist &lt;^)+(A)

i4° Û &gt;lJ Û A2. Fur die Unterwurzelsysteme &lt;^0 : { a4, ocn }, &lt;j) {:
{*!, a2, e3 + e4, -a4,. -ocn-x) und &lt;p2:= {ûr,, ar2, e^ + e4, or3} ist A/^,
i 0, 1, 2, nicht ausgeartet und A1 0,+(A/0,). Somit sind die A1 zulàssig.
Wâhlen wir nun vt mit Rang HA*{vt) maximal und setzen i/:=jcoUo + *iVi +
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x2v2, dann hat H(v) die Form

&apos;

xoHAo(vo) xxB
x2HA2{v2)

0

0

0 0

mit geeignetem B. Wâhle xx # 0 so, daB det H(v) =é 0.

IL Die ubrigen Fâlle A Ef=i r,(on A =é œn, (on^x.
Fur ô 2ex ist (A, ô) rj + • • • + rw_2 + 2(rn_x + rw)^ 1, und 0ô {are
0 | (a, ô) ist gerade} ist das von a2, an erzeugte Unterwurzelsystem. Somit
ist k/4&gt;s ufld damit nach dem Hauptlemma auch A nicht ausgeartet, auBer fur
n 6, A (ûi 4- co6.

In diesem Fall sei ô et + e2 die dominante Wurzel. Dann ist (A, ô) 2, und

0 ist das von au a3f..., a6t erzeugte Unterwurzelsystem. Nach I. a) und
Lemma 3.3 ist k/(f&gt;ô nicht ausgeartet und das Hauptlemma ist anwendbar.

4.4 &lt;t&gt; Bn,n^2:
ai 0C2

Wir identifizieren x(T) ®z R wieder mit dem Un.

Positive Wurzeln: e, ±ep 1 ^i&lt;j^n, en l^i^n
Basis: oct e, - el+1, 1 ^ i *s n - 1, aM eM

Fundamentalgewichte: c»f et + • • • + e,, 1^/^n — 1,

I. D/e Spindarstellungen A a)rt, « =^= 2, 4:

Die Inklusion SO^+i c SO2rt+2 induziert einen Isomorphismus n2n+1 n2n+2, und
die Râume der Spinoren sind isomorph als n- und n~-Moduln. Mit den
Halbspindarstellungen (4.3.1.) sind also auch die Spindarstellungen nicht
ausgeartet.

IL Die ubrigen Fâlle:
Mit 6 2e x lâBt sich das Hauptlemma immer anwenden auBer fur die Fâlle
A £Oi + cort, n 2, 3, 5. Hierfûr setze ô ei + e2. Dann ist ô eine dominante
Wurzel mit &lt;A, ô) 2. Mit 3.3 und 3.7 ist kl fa nicht ausgeartet fur n 2, 3. Fur
n a 5 ist A/#ô nicht ausgeartet wegen 3.3 und I. Nach dem Hauptlemma ist also
auch A nicht ausgeartet.
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Wiederum ist x(T) ®z R Un.

Positive Wurzeln: et ±ep l^Kj^n, 2en l^
Basis: ocl el- el+1, 1 =^ i ^ n - 1, an 2en

Fundamentalgewichte: œl ex + • • • + en 1 ^ i ^ n.

I. Fur Â=Er=ir/cw/ mit ^6(0,1}, Er=i^^:2, A#û)1 + o&gt;2 lâBt sich das

Hauptlemma mit der langen dominanten Wurzel ô 2el anwenden.
II. Bei Â o)2&gt; W4&gt; • • &gt;

&lt;*)n&gt; û&gt;i + ^2 oder À a)3, n 3, 4 wenden wir das

Hauptlemma mit der kurzen dominanten Wurzel ô ex + e2 an.
III. Es bleibt der Fall A (w3, n ^ 5:

Hier ist 0+(A) {et - e,\ 1 ^ i ^ 3, 4 ^/ ^ n} U {e, -f ey 11 ^ i ^ 3, i ^j&apos;^ n}.

Dièse Menge teilen wir wie folgt ein:

Al:={ae&lt;t&gt;+(k)\(k, a) l,(con,a) 0}

A2:= {or e &lt;^)+(A)| (A, or) 1, (tort, or) 2}

or) 2, (cow, a) 2}

Nach Konstruktion ist &lt;/&gt;*(X) AlÛA20A3, und die ^4&apos; sind unvermischt.

Fur die Unterwurzelsysteme

(f)l:=(au &lt;x2y an-\)&gt;

(f)2:=(au a2fe3 + ent an.u orM_2, • ocA) und

03~ (ûTo or2, 2e3&gt; gilt A1 0,+(A/0f)-

Ist nun n &gt;5, so ist A/0, nicht ausgeartet fur i 1, 2, 3, somit sind die A1

zulàssig und A ist nicht ausgeartet nach Lemma 3.9.
Fur n 5 ist A/03 immer noch nicht ausgeartet, d.h. A3 ist zulàssig.
Sei /:= {(e2 - e5, e3 + e4), (^ - e4, e2 + e5), (ej - e4, e3 + e4)}, dann ist
oc - 0 * &lt;f&gt; fur aile or, j8 mit (or, 0) € /.
Definieren wir va+p wie in Lemma 3.5 und setzen u:=E(&lt;*t0)e/lf£r+/3&gt; so *st

/f^iUy42(u) regulâr, also ist auch A1 UA2 zulàssig und A ist nach Lemma 3.9

nicht ausgeartet.
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4.6 &lt;t&gt; F4:

ax oc2

Sei À E?«i r,o&gt;, mit ^6(0,1}. Fur die hôchste kurze Wurzel &lt;5 or1 + 2ar2 +
3a3 + 2a4 co4 gilt &lt;A, &lt;5 2ra + 4r2 + 3r3 + 2r4 ^ 2, und &lt;£ô ist vom Typ B4. Nun
hat k/&lt;t&gt;ô die Form:

ist also nach 4.4 nicht ausgeartet und das Hauptlemma kann angewendet werden.

4.7
&lt;xx a3a4a5

Hier ist x(T) ®z R {(xu xs) e Us \ x6
Positive Wurzeln: ±et + en 1 ^ i &lt;j ^ 5,

x7 -jc8}.

mit t /5(i) gerade

Basis: ocx |(e! + es) - \{e2 e4 +e5 +e6

I. Ist k^Wi, co6, o)i + ù)2, o)2+(o6, lâBt sich das Hauptlemma mit der
hôchsten Wurzel ô ocx + 2ar2 + 2ar3 + 3a4 + 2or5 -f ar6 anwenden. Denn ist
A Ef=i rto)t mit r, e {0, 1}, so ist (A, ô) rt + 2r2 + 2r3 + 3r4 -h 2r5 + r6^ 2,
und &lt;f&gt;ô {or € (f&gt; | (ar, ô) ist gerade} ist das von at, a3,... a6, ô erzeugte
Unterwurzelsystem und hat den TypA5 xAx.

IL Die Gewichte (ox und w6 sind nicht ausgeartet.
Beweis: Beide Darstellungen sind dual zueinander, daher sei o.E. A &lt;o1.

Betrachte die Unterwurzelsysteme

t&gt;0\= {ae &lt;(&gt; | (o)6, a) =0} und a) (a&gt;6, a)}.

Beide sind vom TypD5, &lt;p0 wird erzeugt von ax,..., a5 und 0! von
+ + r4+ûf5 + ûf6, or2, a3, cr4, or5. Wegen 4.3 ist nun A/0,, i=0, 1,
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nicht ausgeartet, also sind die yl&apos;:=0If(A/0/) zulâssig. Wie man leicht sieht

gilt A1 {a e 0+(A) | (co6, a) r} fur / 0, 1. Daher sind die A1 auch
unvermischt und die Behauptung folgt mit 3.9.

III. a&gt;i + a)2 und œ2 + co6 sind nicht ausgeartet.
Beweis: Es genùgt zu zeigen, daB A co1 + co2 nicht ausgeartet ist. Nun ist

or) 1}

ef +e; | l^/&lt;; ^5} U {&amp;, jB2, p5}

mit A è(e8-ei ^7) + ^, l^5
und A2:= {oc e 0+(A) | (A, or) ^2}.
Fur die a, j3 mit (a, j3) e /, wobei

/:= {{ex + e2, e3 + e4), (i»i, ^2 + e5), (j83, ^4 + ^5)} c.41 x^\
gilt or - j8 ^ 0, und fur or e A2 ist A - 2ar Gewicht von V.

Definieren wir v:=£(«,p)eIva+f} + YtaeA2V2(X mit va+fi wie in Lemma 3.5,
dann hat H(v) die Form

mit einer regulàren Matrix Af und einer regulâren Diagonalmatrix D.

4.8

a6 a7

Ist A E7=i rt(ot mit r, e {0, 1} und 0 2^ + 2oc2 + 3or3 + 4ûr4 + 3or5 + 2ûr6 + &lt;x7

c^! die hôchste Wurzel, so gilt

(A, ô) 2/i + 2r24-3r3-h4r4 + 3r5 + 2r64-r7.

Weiterhin ist &lt;t&gt;ô {a e &lt;l&gt; \ (a, ô) ist gerade} das von a2) a3,..., or7, ô
erzeugte Unterwurzelsystem und hat den Typ D6 x Ax.
Fur A =é (w7 ist (A, ô) ^2 und wir kônnen das Hauptlemma anwenden.
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Fur À o)7 betrachten wir die Unterwurzelsysteme

&lt;t&gt;Q:= {oc e &lt;f&gt; \ (col, a) ist gerade} (a2, &lt;x3&gt; • • •&gt; ocly à)
&lt;^1:={dr€0| (&lt;ou ar) (ft&gt;7, a)} (ax + ûr3+ • • • -f &lt;x7f a2, a3, &lt;x6)

4&gt;0 hat den Typ D6 x Ax, &lt;p1 hat den Typ £6. Somit ist kf&lt;f&gt;t nicht ausgeartet, d.h.
die Al:=&lt;t&gt;?(X/&lt;l)t) sind zulàssig fur j=0, 1. Wie man leicht sieht, gilt yl1

{ûre^+(A)| (coif ûr)=/mod2}, insbesondere ist &lt;t&gt;+(k) A°ÙAl und die A1

sind unvermischt. Also ist nach Lemma 3.9 À co7 nicht ausgeartet.

4.9 (f&gt; ss E8:

ô 2ax + 3ar2 + 4cr3 -f 6or4 H- 5or5 4- 4&lt;*6 -h 3or7 + 2ar8 œ8 sei die hôchste Wurzel.
Dann gilt immer (À, ô) ^2 und 0Ô ist das von aXf or7, ô erzeugte
Unterwurzelsystem. Dièses hat den Typ EjXAx, also ist XI(j)ô nie ausgeartet und
wir kônnen das Hauptlemma anwenden.

4.10 Beweis von Satz 2.2:

Wegen 3.2,3.7 und 4.1 bleibt zu zeigen:
Ist A Er=i W ™t ri e M» und existieren /, 5 mit r7 1 und r5 ^ 2, so ist À nicht

ausgeartet.
Hierfur sei Ai.&apos;^Er.^o^i und A2: Â-À1. Dann ist À! nach 4.1 nicht ausgeartet
und &lt;£+(Â) 0+(Aa). Fur i 1, 2 sei nun V; ein irreduzibler Modul mit hôchstem
Gewicht Âf und/, A, wie in 3.1 definiert. Da Xx nicht ausgeartet ist, existiert ein
*&gt;i € ftfi c Vi mit iV(A,)(vi) regulâr.
Betrachten wir nun die Projektion pr: Vx® V2-+V, so sei u: pr(u1® A2) und
eine kurze Rechnung zeigt v € g/ N. Weiterhin gilt fur aile X, Yen:

also ist H^{k){v) =f2(h2) • H++(XÙ(vt) regulâr.
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