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Type d’homotopie des treillis et treillis des
sous-groupes d’un groupe fini

CHARLES KRATZER et JACQUES THEVENAZ

A tout ensemble (partiellement) ordonné L, on peut associer un complexe
simplicial |L| dont les n-simplexes sont les chaines a,<a,<---<a, dans L. Si L
est un treillis fini avec élément minimal 0 et élément maximal 1, on s’intéresse aux
propriétés homotopiques de complexe |L| ou L=L—{0,1}. Notons qu’il est
nécessaire d’enlever 0 et 1 sinon le complexe est un cdne, donc contractile. Soit
a € L un point fixé; rappelons qu’un complément de a est un élément c € L tel que
cra=0 et cva=1. On démontre tout d’abord (Proposition 1.8) que s’il existe
un point a sans complément, alors |L| est contractile. Certains points trés
particuliers de L, appelés pivots, permettent de décrire le type d’homotopie de
|L]. Le théoréme principal (Théoréme 2.4) affirme en effet qu’on peut
entierement connaitre |L| 2 homotopie prés en fonction de sous-complexes
déterminés par un pivot et ses compléments. On montre alors (Proposition 3.1)
que tout point maximal d’un treillis modulaire est un pivot, et il en résulte
(Théoréme 3.4) que le complexe associé a un treillis modulaire a le type
d’homotopie d’un bouquet de sphéres de dimension n —2, ou n est la longueur du
treillis. La version homologique de ce résultat est diie a Folkman [F] pour les
treillis géométriques. En particulier, on calcule aisément le type d’homotopie du
treillis des sous-espaces d’un espace vectoriel fini et on retrouve ainsi la version
homologique de ce résultat, diie a Lusztig [L].

Si maintenant L est le treillis des sous-groupes d’un groupe fini G, on étudie
d’abord quelques conditions pour que |L| soit contractile. On montre que si N est
un sous-groupe de G normal abélien et semi-simple comme ZG-module (G
agissant par conjugaison sur N), alors N est un pivot (Théoréme 4.7). Il en résulte
que si G est résoluble, le complexe associé a le type d’homotopie d’un bouquet de
sphéres de dimension n—2, ou n est la longueur d’une suite principale de G
(Corollaire 4.10). Le nombre de ces sphéres (qui n’est autre que la caractéristique
d’Euler réduite du complexe) est facilement calculable en fonction du nombre de
compléments de chaque sous-groupe normal d’une suite principale. On retrouve
13 un résultat de notre article [K-T] ou seule la fonction de Mobius du treillis était
étudiée. En effet, il est bien connu [R] que cette fonction coincide avec la
caractéristique d’Euler réduite du complexe associé.
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Le premier paragraphe est consacré aux préliminaires et a quelques résultats
généraux. Le théoréme principal est démontré au paragraphe 2. Les applications
du théoréme aux treillis modulaires font ’objet du troisieme paragraphe. Enfin,
dans le dernier paragraphe, nous étudions le complexe associé au treillis des
sous-groupes d’'un groupe fini.

1. Préliminaires

Soit E un ensemble (partiellement) ordonné et soit |E| le complexe simplicial
associé: un n-simplexe de |E| est une chaine a,<a,;<--:<a, dans E. Une
application croissante f:E — F entre ensembles ordonnés induit une application
simpliciale |f|:|E|— |F|. Cette construction permet d’appliquer aux ensembles
ordonnés des concepts topologiques. Ainsi on dira par exemple que E est
contractile si |E| I’est et que f est une équivalence d’homotopie si |f| I’est.

Nous allons faire un large usage des résultats suivants [Q, §1]:

1.1. Si E posséde un plus grand (ou plus petit) élément a, alors |E| est un cone
de sommet a. En particulier, E est contractile.

1.2. Sif, g: E — F sont deux applications croissantes telles que f(x)= g(x) pour
tout x € E, alors |f| est homotope a |g|.

Ces deux propriétés impliquent la suivante:

1.3. Soit f: E — E une application croissante et a € f(E). Si x=f(x)=a pour
tout x € E, alors |E| a le type d’homotopie d’un cone de sommet a. En particulier, E
est contractile.

On a le méme résultat en renversant les inégalités.

1.4. THEOREME A (Quillen). Soit f: E — F une application croissante. Pour
y € F, on considére la “fibre” fly ={x€ E; f(x)=y}. Si fly est contractile pour tout
y € F, alors f est une équivalence d’homotopie.

On a le méme résultat en remplagant dans ’énoncé f/y par y\f={x € E; y = f(x)}.
Remarque 1.5. On utilisera ce théoréme dans le cas d’une inclusion i: E < F.

Pour y € E, |i/y| est un cdne de sommet vy, si bien qu’il suffit, pour étre dans les
hypothéses du théoréme, de montrer que i/y est contractile si ye F—E.
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Soit E un ensemble ordonné et a, b€ E. On définit les intervalles [a, b]=
[xeE; a=x=b} et (a,b)={xeE;a<x<b}. Si E est un ensemble ordonné
possédant un unique élément minimal O et un unique élément maximal 1 (si bien
que E=[0,1]), on s’intéressera 2 E =(0, 1). Cela s’applique en particulier aux
treillis finis, car ils ont nécessairement un unique élément minimal et un unique
élément maximal.

PROPOSITION 1.6. Soit E =[0, 1] un ensemble ordonné fini et E = (0, 1). Soit
A un sous-ensemble de E tel que (0, a) est contractile pour tout ac A. Alors
Pinclusion E— A & E est une équivalence d’homotopie.

Preuve. Soit M I’ensemble des éléments maximaux de A. II suffit de montrer
que i:E—M S E est une équivalence d’homotopie, puis de répéter ’'opération.
Par le Théoréeme A et la Remarque 1.5, il suffit de montrer que si ye M, i/y est
contractile. Mais comme deux éléments de M ne sont pas comparables, tout x <y
appartient a E—M, si bien que i/y=(0,y). Le résultat s’ensuit car (0, y) est
contractile par hypotheése. [

Remarque. Dualement, E garde le méme type d’homotopie si on lui enléve
des points a pour lesquels (a, 1) est contractile.

Dans la suite, L désignera un treillis fini, c’est-a-dire un ensemble fini
(partiellement) ordonné L tel que toute paire d’éléments a, b possede un
supremum, noté avb et un infimum, noté a Ab; nous noterons 0 son unique
élément minimal, 1 son unique élément maximal et L = (0 1). Rappelons que si

acL, un complément de a dans L est un élément ccL tel que cra=0 et
cva=1.

LEMME 1.7. Soit a, xe L tels que avx=1. Si ¢ est un complément de a nx
dans [0, x], alors ¢ est un complément de a dans [0, 1]=L.

Preuve. Onacva=cv(anx)=x,sibienque cva=Zxva=1letdonccva=
1. Par ailleurs, cha=cAaxana=0. O

Dualement, si aAx =0 et si ¢ est un complément de a v x dans [x, 1], alors ¢
est un complément de a dans L.

PROPOSITION 1.8. Soit L =[0, 1] un treillis fini et L = (0, 1). S’il existe ac L
ne possédant pas de complément dans L, alors L est contractile.



88 CHARLES KRATZER ET JACQUES THEVENAZ

Preuve. Soit X={xeL; avx=1}. Par le lemme 1.7, si x€ X, alors aAnx n’a
pas de complément dans [0, x]. Par induction sur le cardinal de L, on peut
supposer que (0, x) est contractile. Remarquons qu’au départ de I'induction, X est
nécessairement vide. Par la Proposition 1.6, L—X < L est alors une équivalence
d’homotopie et il suffit donc de montrer que L — X est contractile. Or pour tout
yeL—X, on a yvaeL—-X et y=yva=a. Ainsi par 1.3, L—X est
contractile. []

Remarque. La réciproque de la Proposition 1.8 n’est pas vraie. Soit en effet
L=(0,1)={a,b,c,d, e, f} avec a>b<c>d<e>f. Alors L est contractile et
tout point posséde un complément dans L. Par ailleurs, Bjorner démontre dans
[B,] par d’autres méthodes un résultat plus général: pour qu’un treillis soit
non-contractile, il faut qu’il soit fortement complémenté.

2. Pivots et type d’homotopie

Soit L =[0, 1] un treillis fini, L = (0, 1) et a € L. L’ensemble des compléments
de a dans L est noté a*. On suppose que a* est non vide sinon L est contractile
(Proposition 1.8). Si c € a*, on note [0, a]° I'image de I’application [c, 1]— [0, a];
X—>XAaq.

LEMME 2.1. [0,a]°={be[0,al];(bvc)ana=Db}.

Preuve. Si bel[0, al’, il existe x €[c, 1] tel que xAa=b. Comme b=x et c=x,
bvc=x et donc (bvc)ra=xra=>b. Par ailleurs, clairement b=(bvc)aa si
bien que (bvc)aa=b. Réciproquement, si b=(bvc)Aa, alors visiblement b €

[0,a). O

On note aussi (0, a)° =[0, a]* —{0, a}. Remarquons que si cea™, alors aec*
et donc [0,c]* a un sens. Pour cea*, on définit encore les sous-ensembles
suivants:

L.={xeLl;x=x,vx,x, €[0, al, x. [0, c]°}.
{ P X=XV X, Xo € [0, aT, x. €[0, c]}.

(=]
.=L.NL=L_—{0,1}.
L'=L'NL=L'-{0,1}.

Rappelons que si X et Y sont deux ensembles ordonnés, alors X X Y I’est aussi
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pour l'ordre suivant:
(x, y)=(x',y") si x=x' et y=y"

LEMME 2.2. a) Si x=x,vx,eL!, alors x, =xAa.
b) Six=x,vx.€L, alors x,=xra et x.=xAc.
c) L. est isomorphe au produit [0, a] %[0, c]°.

Preuve. a) Clairement, x,=xAa et il s’agit de montrer I'autre inégalité.
Comme x,€[0,al’, x,=zAa ou z=x,vc (Lemme 2.1). Alors x=x,vx. =
Xx,vc=zetdonc xhnas=zAna=x,.

b) Résulte de a) et de ’échange des roles de a et c.

¢) L’application [0, al* X[0, c]* = L.; (x,, x.)~> X, VX, est croissante et sur-
jective par définition de L. Elle est injective car par b), I'écriture x = x, v x, est
unique. [

Remarque 2.3. Si x =x,vx_ L., alors x. n’est pas unique. Le plus grand tel
x. est égal a x Ac.

Notons encore L'=|J..,: L.. On dira que a€L est un pivot si les trois
conditions suivantes sont satisfaites:

(i) [0, al° ne dépend pas de cea".

(ii) Deux compléments distincts de a ne sont pas comparables: si ¢, dea*

avec c =d, alors c=d.

(i) Si xq,...,x, €L’ avec x;<x,<-:-<x,, alors il existe cea" tel que

x;€L. pour tout 1=i=n.
En particulier, si a* = J, alors a est un pivot. Avant d’énoncer le théore¢me
principal, rappelons quelques concepts topologiques:

Cone: Si X est un espace topologique, X %[0, 1}/X x{1} est le cOne sur X,
noté CX.

Suspension: Si X est un espace topologique, X x[0, 1]/ X x{0}U X x {1} est la
suspension de X, notée ) X. Par conséquent, si Y=Y,UY, est tel que X=
Y. NY, et si chaque Y, est un cone sur X, alors Y est la suspension de X. En
particulier, si S™ désigne la sphére de dimension n, Y S"=S"*'.

Joint: Si X, et X, sont deux espaces topologiques, Y;=CX;XX,, Y,=
X, XCX,, alors Y=Y,U, .x, Y, est le joint de X, et X,, not¢ X;*X,. En
particulier, S™ *S™ = S"*™*1, 11 est commode de poser S~! = et de définir le
cone sur & comme étant un point. Alors ¥ 7' =S° et la formule du joint des
spheres s’étend & n, m =—1. Finalement, V,_; X; désigne le bouquet des espaces
(pointés) X.



90 CHARLES KRATZER ET JACQUES THEVENAZ

THEOREME 2.4. Soit L =[0, 1] un treillis fini, L = (0, 1) et a un pivot de L.
Alors |L| a le type d’homotopie de V... ¢ (|(0, a)*|*|(0, c)*]).

Le premier ingrédient pour la preuve de ce théoréme est la proposition
suivante, qui décrit le type d’homotopie d’un produit:

PROPOSITION 2.5. Soit E et F deux ensembles ordonnés possédant chacun un
plus petit élément O et un plus grand élément 1. Soit E=E—{0,1}, F=F—{0, 1} et
G =(ExXF)—{(0,0), (1, 1)}. Alors |G| a le type d’homotopie de ¥ (|E|*|F)).

Preuve. Soit X={(a,b)e G;a<1} et Y={(a,b)e G;b<1}. Alors |X| a le
type d’homotopie d’un cdne de sommet (0, 1) sur | XN Y] car:

(a,b)=(a,1)=(0,1).

De méme, |Y] a le type d’homotopie d’un cone de sommet (1, 0) sur | X N Y]. Non
seulement XU Y = G, mais on a méme que |G|=|X|U|Y]| si bien que |G| a le
type d’homotopie de la suspension de | X|N|Y|=|X N Y]. I suffit donc de montrer
que | X NY]| est égal a |E|*|F|.

Soit U={(a,b)e XNY; a>0et V={(a,b)eXNY;b>0}. On a:UUV=
XNY et |UU|V|=|XNY]. De plus, U= E X(F—{1}) et donc |U|=|E|x C |F|.
De méme, |V|=C |E|X|F|. Finalement, |U|N|V|=|UN V|=|E X F|=|E|x|F|.
Par définition du joint, on a donc |XNY|=|E|+|F|. O

Remarque. Le fait que | X NY|=|E|*|F| apparait déja dans [Q, §1].
COROLLAIRE 2.6. |L.| a le type d’homotopie de Y., (1(0, a)°|*|(0, ¢)*)).

Preuve. Par le lemme 2.2, L. =[0, a]* X[0, c]* et la proposition précédente
d’applique. [

Ainsi, pour démontrer le Théoréme 2.4, il nous reste a voir que dans le cas ou a
est un pivot, |L| a le type d’homotopie de V_,.|L.|.

PROPOSITION 2.7. Soit L=[0,1] un treillis fini, L=(0,1) et acL. Pour
b,cea*, on définit Ly ={xeL;x=x,vx, x,€[0,a]’, x.€[0,c} et L, .=
L;.—{0,1}. Alors, inclusion Upceqr L. < L est une équivalence d’homotopie.

Preuve de théoréeme 2.4. Si a* =, alors L est contractile (Proposition 1.8).
Par ailleurs, un bouquet indexé par un ensemble vide est un point. On peut donc
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supposer a* # &. Comme a est un pivot, on a [0, a]> =[0, a] si b, ce a* et donc,
Li.=L,.=L.,. Par conséquent, Pinclusion L'=|J.,oL. < L est une
équivalence d’homotopie (Proposition 2.7). La troisiéme condition définissant un
pivot affirme exactement que tout simplexe de |L’'| est contenu dans un |L.|. Donc,
|L'|=U¢ceq: LY. Ainsi, pour compléter la preuve du théoréme, il nous reste,
compte tenu du Corollaire 2.6, a démontrer les deux assertions suivantes:

a) L’inclusion i:L. — L. est une équivalence d’homotopie.
b) |L'| a le type d’homotopie du bouquet V... |L.|.

a) Par le Théoréeme A et la Remarque 1.5, il suffit de montrer que si
yeL.—L, alors y\i={xeL_;x=y} est contractile. On a:y=y,vy. avec y, €
[0,a] et y.€[0,c]. De plus, par le Lemme 2.2 et la Remarque 2.3, on
a:y, =yAa et on peut supposer que y. =y AcC.

Montrons que y,Vvc# 1. Comme y, €[0, al’, y,=zAa avec z=c. Or, z#1
sinon y,=a, y=a et par conséquent y.=yAcel0,c]* contrairement a
I’hypothése y¢ L.. Ainsi, y,vc=2z<1. Il s’ensuit que y, Vvcey\i

Finalement, y\i a le type d’homotopie d’un cdne de sommet y, v ¢, car pour
X=X, VX, €y\i,on a: x=y, vx, =y, Vvc. A noter que I'application x > y, v x. est
bien définie car x. = x Ac (Lemme 2.2).

b) On a besoin du lemme suivant:

LEMME 2.8. Une réunion finie de complexes simpliciaux \J;c; X; a le type
d’homotopie du bouquet V;.; X; si pour tout J< I avec card (J)=2, on a (s X
contractile.

Preuve. On proceéde par induction sur le cardinal de I, le cas card (I) =2 étant
clair. Soit k € I et J = I—{k}. Par hypothése d’induction, | J;.; X; est un bouquet et
donc pour montrer que (U;c; X;)U X, est un bouquet, il suffit de montrer que
(Ujer Xi) N X, est contractile, car [,cyup) X, est contractile, donc connexe par
arcs. Or (U;er X)) N X, = Ujes (X; N X, ) est un bouquet de complexes simpliciaux
contractiles par hypothése d’induction, donc contractile. [

Appliquons ce lemme 2 |L'| =J.cq: |L.. Soit J<a* avec card (J)=2. Il s’agit de
montrer que T ={)..; L. est contractile. Soit Z={xe T; avx<1}. Si xe Z, alors
avxeZ. En effet, il s’agit de voir que avxe L, pour tout ceJ. Or x=x,VX,
avec x, €[0, a]® et x.€[0,c] et donc avx=avx, ce qui démontre que avxe
L.. Maintenant, Z est contractile car pour tout x€ Z, on a

XxX=Savx=Za et avx,aclZ.
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Ainsi, pour montrer que T est contractile, il suffit de montrer que I’'inclusion
i:Z < T est une équivalence d’homotopie. A cet effet, il suffit (par 1.4 et 1.5) de
montrer que pour ye T—Z, ifly={xeZ;x=vy} est contractile. Comme y¢ Z,
avy=1.8Siy,=any=0, alors y est un complément de a, et de plus pour c€J,
yeL., cest-a-dire y=1y,vy.=y.€[0, c]. Par la deuxieme condition définissant
un pivot, on a y = ¢ et donc J ={y} contrairement a ’hypothése card (J)=2. Ainsi
Y. =aAny>0etdonc y, € Z Finalement, i/y est contractile car pour tout x €i/y,

x=y,vVx=y, et y,vxei/ly comme on le vérifie facilement.

Ceci achéve la preuve de I’assertion b) et donc du Théoréme 2.4 [

Preuve de la proposition 2.7.

a) Soit L;={xeL; xAa posséde un complément dans [0, x]}. Alors I'inclu-
sion L; < L est une équivalence d’homotopie. En effect, si ye L—L,, alors
(0, y) est contractile (Proposition 1.8) et la Proposition 1.6 s’applique.

La suite de la preuve se fait par applications successives du théoréme A et de la
remarque 1.5.

b) Soit L,={xe L, tel qu’il existe b e a* avec x Aa €[0, al’}. Alors I'inclusion
i:L, < L, est une équivalence d’homotopie. La preuve est analogue a celle de
I’assertion a) dans la démonstration du Théoréme 2.4. Soit ye L,—L, et y\i=
{xeL,;x=y}. Comme yeL,, y=(yAa)vy ou y est un complément de yra
dans y. On montre d’abord que avy# 1. Siavy=1, y est un complément de a
(car yAa=§AyAna=0). Comme ye[y,1], on en déduit que yrae[0,a] et
donc y € L,, une contradiction. Ainsi, avy<1 et avyey\i comme on le voit
facilement. Maintenant y\i est contractile car pour x € y\i, on a:

xZ(xAa)vi=avy.

Pour rendre ce raisonnement licite, il reste & montrer que z=(xAa)vyey\i
D’une part, xAa=ZyAa, et donc z=(xAa)vy=(yra)vy=y et d’autre part,
zeL, car zrna=xAa€[0,a]’” pour un bea* vu que xeL,. En effet, xna =
ZAAG car xXAa=sz, et xAaA=zAa car x=2.

c) Soit E={xeL,;xAra=0 et pour tout cea*, x¢[0, cJ}. Alors I'inclusion
i:Ly=L,—E <L, est une équivalence d’homotopie. Soit ye E et y\i={xe€
Li;x=y}. On a:avy#1, sinon yea* et ye[0, y] contrairement au fait que
y € E. Maintenant, y\i est contractile car pour x € y\i, on a:

xZ(xAna)vy=avy.
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Ceci est licite, car (x Aa)vyey\i. En effet, si xAa=0, x€[0, ¢c] pour un cea*
car xeL; et y=x=c ce qui est contraire a ye E. Donc xAa#0 et (xAa)vye
L.

d) Soit Ly=Upcecar Lpo- Alors linclusion i:L, < L; est une équivalence
d’homotopie. Soit yeL;—L, et soit §y un complément de yAa dans y. Si
yrna=0,y=§€[0,c]pourun cea' (car ye Ly=L,—E) etdonc y=0vyjeL,,
contrairement au fait que y¢ L,. Ainsi, yra>0etyracify={xeL,; x=y}. On

notera en effet que yAna€[0,al’ pour un bea”* car yeL,. Maintenant, i/y est
contractile car pour x€i/y, on a:

x=(yra)vxZyAa
et il reste a montrer que z=(yAa)vxeily. Clairement, yAa=zAa car yArAa=
z, et yrAa=ZzAaa car y=2z. Donc, zAna=yAa. Par ailleurs comme xelL,,

X=Xx,VXx,  avec x,=a et x, =c. Comme x,=xAa=yAaqa,on a:z=(yAa)vx.e€
L;.. Ainsi, zeL, et donc ze€if/y. [

3. Treillis semi-modulaires et modulaires

Afin de pouvoir appliquer le Théoréeme 2.4, il est nécessaire de mettre d’abord
la main sur un pivot dans le treillis qui nous intéresse. La proposition ci-dessous
fait un pas dans cette direction pour les treillis semi-modulaires et résout la
question pour les treillis modulaires. Auparavant, rappelons qu’un treillis L est
semi-modulaire (supérieurement) si:

pour a, be L avec a Ab maximal dans a, alors b est maximal dans a v b.

Dans un treillis semi-modulaire fini, la longueur de toutes les chaines entre 0 et x
est constante, et on la note r(x). De plus, la fonction r satisfait:

r(xvy)+r(xay)=r(x)+r(y).
Un treillis est modulaire si a la fois L et le treillis avec ordre opposé sont
semi-modulaires. Dans ce cas, I'inégalité satisfaite par la fonction r devient une
égalité. Notons que la définition usuelle de treillis modulaire est la suivante:

pour a, b, ceL, si c=a, alors an(bvc)=(anb)vc

Enfin, un treillis fini L est dit géométrique s’il est semi-modulaire et si tout point
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de L—{0} est le supremum d’une famille d’éléments minimaux (non nuls) de L.
Pour plus de détails sur ces définitions, voir [A, chap. II].

PROPOSITION 3.1. Soit L=[0, 1] un treillis semi-modulaire fini et a € L.

a) Si cea” satisfait r(a)+r(c)=r(1), alors [0, c]*=[0,c] et [0, a] =[O0, a].

b) Sir(a)+r(c)=r(1) pour tout c € a*, alors deux compléments distincts de a ne
sont pas comparables.

c) Sia est maximal et si r(a)+r(c)=r(1) pour tout c € a*, alors a est un pivot.

d) Si L est modulaire et si a est maximal, alors a est un pivot.

COROLLAIRE 3.2. Dans les hypotheses c) ou d) de la proposition 3.1, et si
L=(0,1) on a:

|L| a le type d’homotopie de V__,. % |(0, a)l).

Preuve. Par la partie a) de la proposition, (0, a)° =(0, a). De plus, (0, c)=
car la condition r(a)+r(c)=r(1) implique que ¢ est minimal. Ainsi,

(0, a)[*](0, c)|=1(0, a)|,
et on conclut par le Théoréme 2.4. [

Preuve de la Proposition 3.1. a) Si y€[0, c], il est clair que (yva)Aac=y. Par
ailleurs, r((yva)ac)+r(1)=r(yva)+r(c) par semi-modularité et le fait que
(yva)vec=avc=1. De plus, r(yva)=r(y)+r(a) par semi-modularité et le fait
que yAa=0. On en déduit r((yva)ac)+r(1)=r(y)+r(a)+r(c) et donc

r((yva)rc)=r(y)

grice a I’hypothese. Cela force alors ’égalité (yva)Aac =y. La deuxieme asser-
tion résulte de ’échange des rOles de a et c.

b) L’hypotheése implique que r(c) est constant pour c€a™. Donc, si b, cea™
et b=c, alors b=c.

¢) Les deux premiéres conditions de la définition d’un pivot résultent de a) et
b). Compte tenu de a), et du Lemme 2.2, on a:

L=L!={xel;x=x,VX, X, =XAd, X.=XAC}.

Comme a est maximal et r(a)+r(c)=r(1), on a r(c)=1, et donc x. ne peut valoir
que 0 ou c. Les éléments x tels que x. =0 appartiennent a tous les L, et ne jouent
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donc aucun r6le pour la vérification de la troisieme condition de la définition d’un
pivot. En fait, pour vérifier cette condition, il suffit de montrer que si x € L, avec
x.=c,yeLl; avec y;=d et x=y, alors ye L.

Comme c=x=y, on a: y,vc=y et il suffit de montrer I’égalité. Comme
Ya <Ya Vc =Yy, il suffit de voir que y, est maximal dans y. Or cela est immédiat par
semi-modularité car 0 est maximal dans d, y,Ad=0 et y,vd=y.

d) Si L est modulaire, la condition r(a) + r(c) = r(1) est toujours satisfaite pour
cea’. On conclut donc a l'aide de ¢). [

Remarque. Si a est minimal, alors par semi-modularité, tout c €a* est maxi-
mal. La condition r(a)+r(c)=r(1) est donc automatique. Pour que a soit un

pivot, il faudrait encore que la troisi€éme condition soit satisfaite, ce qui n’est pas
clair en général.

PROBLEME 3.3. Dans un treillis semi-modulaire, existe-t-il toujours un
élément minimal qui soit un pivot?

THEOREME 3.4. Soit L =[0, 1] un treillis modulaire fini et L =(0,1). Soit
0=ao<a,<---<a,_;<a,=1 une chaine maximale dans L. Soit m; le nombre de
compléments de a; dans [0, a;,,] et m =[1"_g m;. Alors L a le type d’homotopie
d’un bouquet de m spheres de dimension n—?2.

Preuve. Par inductionsur n.Sin=1, m=my=1, L= et |L|=S".Sin>1,
on applique le Corollaire 3.2 avec a=a,_, et on conclut en appliquant
I’hypothése d’induction a (0, a,,_;). O

Remarques. 1) En renversant 'ordre du treillis, on voit que L a aussi le type
d’homotopie d’un bouquet de s =[], s; sphéres de dimension n—2 ou s; est le
nombre de compléments de a; dans [a;_;, 1]. On a donc: m =s.

2) Le nombre m est égal (au signe pres) a la caractéristique d’Euler réduite
X(L)=x(L)—1. Or il est bien connu [R, thm 3] que x(L)=u(0,1) ou p estla
fonction de Mobius de L. Une formule diie 2 Crapo (voir [A, p. 170]) exprime
(0, 1) en termes de w (0, c¢) et u(c, 1) (égal ici a (0, a)). Une application répétée
de cette formule donne aisément x(L)=(—1)"[[I'za m,.

3) Si la solution du Probléme 3.3 est positive, on montre de maniere analogue
que si L est semi-modulaire, alors |L| a le type d’homotopie d’un bouquet de
sphéres de dimension n—2 ou n = r(1). De toute fagon, ce dernier résultat semble
problable car Folkman [F] a montré qu’un treillis géométrique a le type
d’homologie d’un bouquet de sphéres de dimension n—2. Or tout treillis fini
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semi-modulaire a le type d’homotopie d’un treillis géométrique. En effet:

PROPOSITION 3.5. Soit L=[0, 1] un treillis fini semi-modulaire et L = (0, 1).
Soit ¢ : L— L défini par: y(x) est le supremum de tous les éléments minimaux de
[0, x]. Alors:

a) E= (L) est un treillis géométrique.

b) Si E= (L), alors ¢: L — E est une équivalence d’homotopie.

Preuve. a) Si a,beE, avbeE. Par ailleurs, on définit aNb=y(aAb). On
vérifie aisément que E est un treillis pour v et N. (En fait, on peut montrer que
a Nb = a b, mais cela ne joue pas de rdle ici). Par construction, tout point de E
est le supremum d’éléments minimaux. Il reste donc & montrer que E est
semi-modulaire. Si, a, b € E et si a Nb est maximal dans a (dans E), alors il existe
m minimal avec m=a et mZb (sinon,a=betanNb=aAnb=a). Donc (aNb)<
(aNnb)vm=a et par conséquent (a Nb)vm =a. Maintenant m est minimal,
bAm=0 et donc par semi-modularité de L, b est maximal dans mvb. Or
mvb=avb car m=a et mvb=avb car mvb=Zb et mvb=Zmv(aNb)=a.
Ainsi b est maximal dans avb=mvb.

b) est clair, car si i:E— L est linclusion, alors yci=idg et ioy est
homotope a id; car ¢(x)=x pour tout xe L. []

Comme application du Théoreme 3.4, voici la version homotopique d’un résultat
homologique di a Lusztig [L, chap. 1]:

PROPOSITION 3.6. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini
a q éléments. Soit L le treillis des sous-espaces de V et L =(0, V). Alors L a le type
d’homotopie d’un bouquet de q® sphéres de dimension n—2.

Preuve. En vertu du Théoréme 3.4, il suffit de calculer le nombre m; de
compléments d’un sous-espace W; de dimension i dans un espace de dimension
i+1. Or le nombre de sous-espaces de dimension 1 de W, , est égal a s=
(g"*'—1)/(g—1) et le nombre de ces sous-espaces qui sont contenus dans W, est
t=(q'—1)/(q—1). Donc le nombre de compléments de W, dans W,,, est m; =
s —t=q'. Par conséquent, le nombre de sphéres du bouquet est

n—1
m=[] m=qg*'=q% O

i=0
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4. Le treillis des sous-groupes d’un groupe fini

Soit G un groupe fini, L(G) le treillis des sous-groupes de G et L(G)=(1, G).
On s’intéresse d’abord a trouver des conditions pour que L(G), ou plus
généralement (H, G) soit contractile (H étant un sous-groupe de G).

Si N est un sous-groupe normal de G, la notion de complément de N en
théorie des groupes coincide avec celle introduite pour les treillis. Ainsi, par la
proposition 1.8, L(G) est contractile s’il existe un sous-groupe normal sans
complément. Un exemple typique d’un tel sous-groupe est le sous-groupe de
Frattini @(G), s’il est non trivial. Plus généralement, soit ¢(H, G) 'intersection
de tous les sous-groupes maximaux de G contenant H. Ainsi @(G)=&(1, G).

LEMME 4.1. Si ®(H, G)+# H, alors (H, G) est contractile.

Preuve. Si Ke(H, G), ®vK<G ou & v K désigne le sous-groupe engendré
par @ = ®(H, G) et K. Par conséquent,

K=dévK=d. O

PROPOSITION 4.2. Soit N un sous-groupe normal de G, H un sous-groupe de
G et X=N"- H. Si (X, G) est contractile, alors (H, G) ’est aussi. En particulier,
L(G) est contractile si L(G/N) Dest.

Remarque. Dans le méme ordre d’idée, on démontre aisément que si M€
(X, G) n’a pas de complément dans (X, G), alors il n’en a pas dans (H, G).

Preuve. On procede par induction sur l'ordre de G. Soit A=
{Ze(H, G); Z- N=G}. Soit Ze A et X'=(ZNN) - H. Montrons tout d’abord
que [X G]-=[X",Z]; U,UNZ et [X,Z]—>[X G]; V—V:-N sont des
bijections réciproques. D’une part (UNZ):- N=UN(Z-N) car U=N et donc
(UNZ)- N=UNG=U. Dautre part, ZN(V-N)=V - (ZNN) car V=Z et
donc ZN(V-N)=Vcar ZNN=X'=V.

Par hypothése (X, G) est contractile et donc (X', Z) I'est aussi. L’hypothése
d’induction appliquée a Z implique que (H, Z) est contractile. A noter qu’au
départ de I'induction, ’ensemble A est nécessairement vide. Par la Proposition
1.6, (H,G)— A < (H, G) est une équivalence d’homotopie. Or (H, G)— A est
contractile, car pour Te(H, G)— A, on a:

T=T-Nz=zX

Ainsi (H, G) est contractile. Le cas particulier résulte du cas H=1. O
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COROLLAIRE 4.3. Soit N et M deux sous-groupes normaux de G avec
N<M. Si ®(N, M) # N, alors L(G) est contractile.

Preuve. Soit Z € (N, G) maximal et posons @ = ¢(N, M). Si ¢ - Z =G, alors
®-(ZNM)=M et donc ZNM = M. Par conséquent, ZZM=zbetG=P -Z=
Z, ce qui est impossible. Donc @ -Z=2Z par maximalité de Z et ¢=2Z
Finalement, @ = ®(N, G) ce qui montre que @(N, G)# N. Par le Lemme 4.1,
(N, G) est contractile et par la Proposition 4.2, L(G) I'est aussi. [J

Nous allons étudier L(G) pour G nilpotent, puis résoluble. Mais auparavant,
notons encore ce cas particulier de la Proposition 2.5:

PROPOSITION 4.4. Soit G et H deux groupes d’ordres premiers entre eux.
Alors, |L(G X H)| a le type d’homotopie de Y, (L(G)|*|L(H))).

Preuve. Par la Proposition 2.5, il suffit de montrer que L(GXH)=
L(G)XL(H). Mais ceci est clair pour des groupes d’ordres premiers entre
eux. [

PROPOSITION 4.5. Soit G un groupe nilpotent et H un sous-groupe.

a) Si H n’est pas normal dans G, (H, G) est contractile.

b) Si H] G et G/H n’est pas un produit de groupes abéliens élémentaires, alors
(H, G)=L(G/H) est contractile.

c) Si H]G et G/H=]];_, C}, alors |(H, G)| = |L(G/H)| a le type d’homotopie
d’un bouquet de m sphéres de dimension n—2 ou m =[[;_, p® et n=3;_, n. (C;
désigne le produit de n copies du groupe cyclique d’ordre premier p).

Preuve. a) Comme G est nilpotent, tout sous-groupe maximal de G est
normal et par conséquent ¢(H, G) <l G. Donc ®(H, G) # H et (H, G) est contrac-
tile par le Lemme 4.1.

b) Comme G est nilpotent, G/®(H, G) est un produit de groupes abéliens
élémentaires. Donc @(H, G)# H et (H, G) est contractile.

c) On peut supposer H = 1. Soit P,=C}: le p;-sous-groupe de Sylow de G. Par
la Proposition 3.6, |L(P)| a le type d’homotopie d’un bouquet de p#®’ sphéres de
dimension n; —2. Comme les P, sont d’ordres deux a deux premié€rs entre eux, la
Proposition 4.4 donne la recette du calcul de |[L(G)|. O

Le probleme étant résolu pour les groupes nilpotents, on va s’intéresser aux
groupes résolubles. Tout d’abord, le lemme suivant justifie la notation [1, N1
introduite pour des treillis quelconques.
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LEMME 4.6. Soit N un sous-groupe normal de G et H un complément de N.

a) [1, NT¥ est le treillis des sous-groupes de N qui sont invariants par H.

b) Si N est abélien, [1, NT? est le treillis des sous-groupes de N qui sont
normaux dans G.

c) L’application [H, G]—[1, NT¥, X+ X NN est un isomorphisme de treillis.
En particulier, un complément d’un sous-groupe normal abélien minimal est
maximal.

d) L’application [N, G]—[1, H], X~ X N H est un isomorphisme de treillis et
donc [1, HY =[1, H].

e) Si N est un sous-groupe normal abélien minimal et si N - K = G avec K# G,
alors K est un complément de N.

Preuve. Soit T le treillis des sous-groupes de N qui sont invariants par H. Si
Xe[H,G], alors XNNeT car XNN est normalisé par X, donc par H.
Considérons les applications ¢ :[H,G]—= T, X—>XNN et ¢y:T—[H, G}, Y—
Y - H. Comme H normalise Ye T, Y -H est bien un sous-groupe. Ces applica-
tions sont inverses I’une de I’autre car:

comme H=X, (XNN)-H=XNN-H=XNG=X,
comme Y=N, Y -HNN=Y - (HNN)=Y-1=Y.

Par définition, [1, N est I'image de ¢ et donc [1, NJ*¥ = T, ce qui démontre a) et
c). Si N est abélien et Ye[1, NJ¥, alors N normalise Y et donc Y est normal
dans N - H= G, ce qui prouve b). Le cas particulier de c) en résulte car alors
(H, G)= . Pour montrer d), considérons les applications a«:[N, G]—[1, H],
X+— XNH, B:[1,H]—=[1,G/N], Y=Y N/N et v:[N,G]—[1,G/N], X+
X/N. Clairement, 3 et vy sont des isomorphismes de treillis et donc a en sera un si
I’on montre que Bea =y. Mais ceci est clair car pour X= N, on a:

(XNH)-N=XNH-N=XNG=X.

Pour montrer e), on remarque que K NN est normalisé par K et par N, donc par
G. Comme K# G, KNN#N et donc KNN =1 par minimalité de N. U]

Ea technique des pivots mise en place au paragraphe 2 va s’appliquer au cas des
groupes résolubles grace au résultat suivant:

THEOREME 4.7. Soit N un sous-groupe normal abélien de G. On suppose que
N est semi-simple comme ZG-module (G agissant par conjugaison sur N). Alors N
est un pivot de L(G).
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Preuve. 11 n’y a rien a vérifier si N n’a pas de complément. Sinon, par le
Lemme 4.6b), [1, NJ¥ est indépendant de He N*, ce qui montre la condition (i)
de la définition d’un pivot. La condition (ii) est claire, car si deux compléments H
et K sont tels que H=K, alors H=K vu qu’ils ont le méme ordre. Pour la
condition (iii), rappelons que L;={X=M-K;Me[1,NJ¥, Ke[1,H} et L};=
L{—{1, G}. Soit H,,...,H, des compléments de N et X,eL{; (1=i=n). Il
s’agit de montrer que si X, = X,_;=---=X,, alors tous les X; appartiennent a un
méme L;;. Clest trivial si n=1, et par induction, on peut supposer que X,
X, 1,...,X,€L{p. Disons que X, €Ly, ce qui permet d’écrire X; =M, - K, et
X;=M,-K! avec K;=H et K=H' (2=i=n). Notons que M, =M, _,=---=
M, et que K, =K, _,=---=K;.

Tout élément de H' s’écrit h'=c(h)-h avec he H et c(h)e N. En fait,
Papplication ¢:H— N est un 1-cocycle [H, 17.3]. Au sous-groupe K; de H'
correspond un sous-groupe K; de H en sorte que K;={c(h) - h; h € K;}. Montrons
tout d’abord que c(K,)<M,. Si he K,, c(h) - he K; =M, - K, et donc c(h) e M,.
Maintenant M, €[1, NJ¥, donc M, est un sous-groupe normal de G, en d’autres
termes M, est un sous-ZG-module de N. Comme N est semi-simple, N= M, X P
ou P est aussi un sous-ZG-module de N. On peut donc écrire ¢ =c, X ¢, avec
ci:H— M, et c,: H— P des 1-cocycles. Comme c(K,)< Mj, on a ¢, =0 et
ci1lk, = c|k,- Soit alors H” ={c,(h) - h; he H}. Comme c, est un cocyle, H” est un
sous-groupe de G, complément de N. Alors pour i =2, Ki={c(h) - h; he K}=
{c(h) - h; he K}=K] car c, et ¢ coincident sur K;=K,. Donc, X;=M, - K|=
M, - KieL{p. De plus M, - K,=M, - K| ou K{={c,(h)-h; heK;} car K=
M, - K, vu que c, est a valeurs dans M,. Donc X, = M, - K7 € L. Cela démontre
la condition (iii) de la définition d’un pivot et acheéve la preuve du théoreme. [

Remarque. Des exemples montrent que la condition (iii) de la définition d’un
pivot n’est en général pas satisfaite si N n’est pas semi-simple comme ZG-
module.

COROLLAIRE 4.8. Soit N un sous-groupe normal abélien de G. Alors |L(G)|
a le type d’homotopie de Vin-Q (|(1, N)*|*|L(G/N)|)). De plus L(G) est con-
tractile si N n’est pas semi-simple comme Z G-module.

Preuve. Si N est semi-simple ou si N n’a pas de complément, N est un pivot et
le Théoréeme 2.4 s’applique. On conclut en constatant que (1, H)N=(1, H)=
L(G/N) en vertu du Lemme 4.6d).

Si N n’est pas semi-simple, on va montrer que L(G) et (1, N)* sont contrac-
tiles, ce qui permet de conclure. Soit J le radical du ZG-module N, donc J# 1.
Comme [1, NJ¥ est le treillis des sous-ZG-modules de N, un argument identique
a celui du Lemme 4.1 montre que (1, N)¥ est contractile.
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Par ailleurs, J est caractéristique dans N, donc normal dans G. Comme N
posseéde un complément, N/J aussi. Par conséquent, si J posséde un complément
C, alors C=G/J et donc C contient un complément H de N. Donc H normalise
CNN et CNNe[1, NJ. Mais il est clair que CNN est alors un complément de
J dans [1, N1, ce qui est absurde. Donc, J ne posséde pas de complément dans
[1, G], et donc L(G) est contractile (Proposition 1.8). [

Si G est résoluble, nous allons déterminer le type d’homotopie d’un intervalle
(H, K) de L(G). Comme tout sous-groupe de G est résoluble, il suffit de traiter le
cas K=G.

Rappelons qu’une suite croissante de sous-groupes de G est dite principale
(respectivement caractéristique maximale) si chaque sous-groupe de la suite est
normal (respectivement caractéristique) dans G et si la suite ne peut étre raffinée
en une suite ayant la méme propriété.

Soit 1=Ny<IN;<---<IN,=G une suite principale de G. Pour un sous-
groupe H fixé, soit H=H,<{H,<l---<l1H, = G les termes distincts de la suite
des H - N, Soit R; =N, le plus grand des N; tels que H- N, =H; et L, le plus
petit des N; telsque H - N;=H, (0=i=n). Ainsi, L,=1,N,,;=L;,, et R, =G.

THEOREME 4.9. Soit H un sous-groupe propre d’un groupe résoluble G.
Dans les notations ci-dessus, soit m; le nombre de compléments de L,/R;_, dans
G/R;_; qui contiennent H,_,=H-R,_; (1=i=n). Alors |(H, G)| a le type
d’homotopie d’un bouquetde m, -m, - - - - m,, spheres de dimension n —2. De plus
m, =1.

Preuve. Comme R, < H, quitte a passer au quotient par R,, on peut supposer
R,=1 si bien que L, est un sous-groupe normal minimal de G, en particulier
abélien. On procéde par induction sur n. Si n=1, H-L,=G. Par le Lemme
4.6e), H est un complément de L,. Par le Lemme 4.6¢), H est maximal et donc
(H, G)|==8"". Par ailleurs m; =1 (car H est 'unique complément de L,
contenant H) et ceci prouve que m, =1 en général.

Si n>1, par hypothése d’induction, |(H;, G)| est homotope a un bouquet de
1 PO m,, sphéres de dimension n—3.

ASSERTION 1. C est un complément de H, dans [H, G] si et seulement si C
est un complément de L, dans [1, G] et CZ H.

ASSERTION 2. H, est un pivot de [H, G].
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Il résulte de I’Assertion 1 que m, est le nombre de compléments de H, dans
[H, G] et que chacun de ces compléments est maximal dans G (Lemme 4.6c¢)).
Par ailleurs en vertu de 1’Assertion 2, le Théoréme 2.4 s’applique:

((H, G)|= Veers 2, ((H, H)|*|(H, O)™).

Maintenant, (H, H,)¢ est I'image de (C, G) par intersection avec H,, donc vide
car C est maximal. De plus (H, C)*:=(H, C)=(H,, G) en restreignant aux
intervalles au dessus de H et de H, I'isomorphisme du Lemme 4.6d):

(1’ C)L1 = (1, C)g(Lly G)-

Ainsi, |(H, G)| est homotope & un bouquet, indexé par les m; compléments de H,
dans [H, G], de suspensions de |(H;, G)|. Le théoréme en découle.

Preuve de l’assertion 1. Si C est un complément de L, contenant H, alors
C-H=C-H-L,=G e CNH,=CNH-L,=H-(CNL,)=H. Récipro-
quement, si C est un complément de H; dans [H, G],alors C-L,=C-H-L,=
C-H,=G et donc C est un complément de L, en vertu du lemme 4.6¢).

Preuve de l’assertion 2. On a vu ci-dessus que (H, H,)C est vide, donc
indépendant de C. Comme les compléments de H, sont des compléments de L,
dans [1, G], ils ne peuvent étre comparables vu que les compléments d’un
sous-groupe normal ont tous le méme ordre. Il reste donc a montrer la condition
(iii) de la définition d’un pivot. Soit Z,=Z,=---=Z, avec Z =
(Z,NH,) - (Z,NC) pour un C,e H; et Z,NH, e[H, H,]. Comme (H, H,)“ est
vide, Z; N H, ne peut prendre que les valeurs H ou H;. Soit r le plus grand indice
i tel que ZNH,=H si bien que Z=ZNC=C, pour 1=i=r est Z; =
H, - (ZNC) pour r+1=i=m. Posons C=C, (si r n’existe pas, on choisit
n’importe quel Ce Hy). La condition (iii) de la définition d’un pivot sera
satisfaite si on montre que

Z=(ZNH, - -(ZNC) pourtout 1=i=m.
Sii=rZ,=Z=C,donc Z,=Z NC.Sii>r, Z,=H. Or on a vu ci-dessus qu’on
a un isomorphisme [H;, G]->[H, C] résultant du Lemme 4.6d). En appliquant a

Z; Taller et retour par cet isomorphisme, on obtient Z; = H, - (Z; N C), comme
désiré. 1

Remarque. Si I'on prend H=1 et donc H, = L, dans I’Assertion 2 ci-dessus,



Type d’homotopie des treillis et treillis des sous-groupes d’un groupe fini 103

on retrouve un cas particulier du Théoréme 4.7, a savoir le cas ou le sous-groupe
normal est minimal, c’est-a-dire simple comme Z G-module. Le Théoréme 4.7 en
tant que tel ne sera utilisé que dans la Proposition 4.12.

Il est utile d’énoncer le cas particulier H =1 dans le Théoreme 4.9:

COROLLAIRE 4.10. Soit 1=Ny<IN;<---<IN;=G une suite principale
d’un groupe résoluble G. Soit m; le nombre de compléments de N,/N;_, dans G/N;_,
(1=i=s-1). Alors |L(G)] a le type d’homotopie d’un bouquet de
My My - m,_, spheéres de dimension s—2. [

Remarque. Ce résultat généralise la Proposition 2.6 de [K-T] ou seule la
caractéristique d’Euler réduite x(L(G)) = u(1, G) était calculée.

COROLLAIRE 4.11. Soit 1=N,<IN,;<::--<IN,=G une suite principale
d’un groupe résoluble G et H un sous-groupe de G. S’il existe | tel que N;_; <
H - N;_;NN; <N, alors (H, G) est contractile. En particulier, (H, G) est contractile
si H est compris (proprement) entre deux termes consécutifs d’une suite principale.

Preuve. Si H-N;,_;=H-N, alors H:-N,_;NN,=N, contrairement a
I’hypothese. Par conséquent, H - N;_; <H - N; et dans les notations du Théoréme
4.9, N,_;=R;_; et N;=L; pour un i. Si C est un complément de L;/R;_; dans
G/R;_,, et si C contient H,_;=H-R,_;=H-N,;_y, alors N,_;<H - -N;_{NN,;=
CNN;=CNL,=R,_,=N,_,, ce qui est absurde. Cela signifie que m; =0. Ainsi,
|(H, G)| est homotope a un bouquet de zéro sphéres, donc est contractile. [

Remarques. 1) 11 est clair que la situation décrite dans ce corollaire ne peut
arriver que si H n’est pas normal dans G.

2) Si H-N,_;NN,;=N,_, et si Nj/N;_;=L;/R;_; posséde des compléments
dans G/N,_; = G/R,_4, cela ne signifie pas encore que m; est non nul. En effet, il
peut arriver que H- N, ;/N,_; ne soit contenu dans aucun complément de
N;/N;_1, quand bien méme il intersecte trivialement N;/N;_,.

Pour terminer, on cherche des conditions pour que L(G) soit contractile, toujours
sous ’hypothése que G est résoluble.

PROPOSITION 4.12. Soit 1=M,<\M;<:--<IM,=G une suite de sous-
groupes normaux de G. Pour 1=i=r, on suppose que M;/M,_, est abélien (donc G
est résoluble), et de plus que M,/M,_, est semi-simple comme Z[ G/M;_,]-module et

que M,/M,_, posséde un complément dans G/M,_,. Alors L(G) n’est pas contrac-
tile.
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Preuve. On procede par induction sur r. Si r=1, G doit étre un Z-module
semi-simple (car G agit trivialement), donc un produit de groupes abéliens
élémentaires. Par la Proposition 4.5, L(G) n’est pas contractile.

Si r>1, M; est un pivot en vertu du Théoréme 4.7. Par hypothese d’induction,
L(G/M,)=(M,, G) n’est pas contractile et par le Corollaire 4.8, il suffit de
montrer que (1, M;)" ne P’est pas non plus pour H € M. Or par le Lemme 4.6b),
(1, M) est le treillis des sous-ZG-modules de M,. Comme M, est semi-simple
par hypothése, ce treillis est €gal au produit des treillis des composantes isotypi-
ques de M;. Par la Proposition 2.5, il suffit de montrer que chacun de ces treillis
n’est pas contractile. Or, si M=S®---@®S (k facteurs) est un ZG-module
semi-simple isotypique et si End,5(S) = F, alors F est un corps fini (commutatif
par le théoréme de Wedderburn), et par équivalence de Morita, le treillis des
sous-modules de M est isomorphe au treillis des sous-espaces d’un F-espace

vectoriel de dimension k. Ce dernier n’est pas contractile par la Proposition
3.6. O

Remarquons que la preuve donne en fait une méthode explicite pour calculer le
type d’homotopie de L(G) a 'aide de la suite donnée, ceci de maniere analogue
au Corollaire 4.10. On trouve bien sir un bouquet de spheres de méme dimen-
sion, mais leur nombre et la dimension sont décrits par des formules différentes de
celles du Corollaire 4.10.

Finalement, voici une proposition qui généralise le Corollaire 2.7 de [K-T]:

PROPOSITION 4.13. Soit G un groupe résoluble, 1 = No<I\N;<1::- - IN,=G
une suite principale de G et 1=M,<\M,;<---<IM, =G une suite caractéristique
maximale de G. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) L(G) est contractile.
(i) x(L(G))=x(L(G))—1=0.
(iii) Il existe 1=i=s—1 tel que N;/N,_, ne possede pas de complément dans
G/N, _;.
(iv) Il existe 1=i=r—1 tel que M,/M,_; ne posséde pas de complément dans
G/M,_,.
(v) Il existe un sous-groupe caractéristique de G sans complément dans G.

(vi) Il existe un sous-groupe normal de G sans complément dans G.

(vii) Il existe un sous-groupe de G sans complément dans G (au sens des

treillis).

Preuve. 11 est clair que (v)=>(vi)=>»(vii) et (vii)= (i) par la Proposition 1.8.
De plus, |L(G)| est homotope & un bouquet de x(L(G)) sphéres, ce qui montre
’équivalence de (i) et (ii). Par le Corollaire 4.10, (i) est équivalent a (iii). Par la
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Proposition 4.12, (i) implique (iv). En effet, M;/M,_, est un sous-groupe
caractéristique minimal de G/M;,_,, donc semi-simple comme Z[G/M;_,]-module
car le radical de M,/M,_; est un sous-groupe caractéristique. Finalement, (iv)
implique (v) car si M;/M,_, n’a pas de complément dans G/M,_,, alors M, n’en a
pas dans G. O

Remarques. 1) |L(G)| est homotope a4 un bouquet de sphéres de méme
dimension si G est résoluble. La réciproque n’est en général pas vraie, car |L(Aj)|
a le type d’homotopie d’un bouquet de 60 cercles. Par ailleurs, si G = PSL,(F-), le
groupe simple d’ordre 168, on a: H,(|L(G)|; Z) # 0 et H,(|L(G)|; Z) # 0 et de plus
X(L(G))=0. Donc, non seulement |L(G)| n’est pas un bouquet de sphéres
équidimensionnelles, mais I’équivalence de (i) et (ii) dans la Proposition 4.13 n’a
plus lieu pour G non résoluble.

2) Méme si, pour G résoluble, tous les intervalles (H, K) ont ’homologie d’un
bouquet de sphéres équidimensionnelles, L(G) n’est pas nécessairement Cohen—
Macaulay. En fait, L(G) est Cohen-Macaulay si et seulement si G est
hyperrésoluble [B;, p. 167]. Rappelons qu’un treillis est Cohen—Macaulay si pour
tout intervalle (a, b), toute chaine maximale dans (a, b) a la méme longueur d, et
si (a, b) a 'homologie d’un bouquet de spheres de dimension d-2.

3) Dans une autre direction, mentionnons le travail de Suzuki [S] sur le treillis
L(G) des sous-groupes d’un groupe, étudié du point de vue combinatoire. On y
trouve par exemple des conditions pour que L(G) soit modulaire, semi-
modulaire, etc.
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