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Eine Verschârfung des Satzes von Dirichlet ûber diophantische
Approximation

Peter Thurnheer

I. Einleitung, Résultat

Nach Dirichlet kônnen zwei réelle Zahlen a, |8 von der Ordnung 2 diophantisch
approximiert werden in dem Sinne, dass unendlich viele Gitterpunkte (a, b) e R2,

ab^O, existieren, sodass mit einem positiven fco fco(a, |3) gilt

[aa + /3bl&lt;fco{max(|a|,|b|)}-2,

wobei [ 1 den Abstand von der nàchsten ganzen Zahl bezeichnet. In dieser

Arbeit sollen folgende Fragen untersucht werden:
(A) Wie gut lassen sich a und j3 diophantisch approximieren, wenn man dazu

nur Gitterpunkte aus einem gewissen vorgegebenen Teilgebiet von R2 verwendet?
(B) Lâsst sich der Satz von Dirichlet verschârfen, indem gezeigt wird, dass es

nichttriviale Teilmengen &lt;t&gt; von R2 gibt, sodass a und /3 schon von der Ordnung 2

diophantisch approximiert werden kônnen durch Gitterpunkte ausschliesslich aus
&lt;&amp;?

Bei gegebenem reellem tj bezeichne (o(ri) die grôsste réelle Nullstelle des

Polynoms dritten Grades

und sei

{2,
fur tj&gt;2.5.

o)(y\), fur 1&lt;tj&lt;2.5. (1)

!(1 + V1 + 4t)), fur 0&lt;tî&lt;1.

Ist 6 reell und tgd rational (siehe unten, Bemerkung (iv)), so setzt man

w(li, &amp;) : ^i cos 0 + £2 sin 0, v(Çu £2) : -&amp; sin 6 + £2 cos 6.
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Mit positiven v, vx und % 0&lt;v&lt;vl9 definiert man

-2tï),«), fur 2&lt;&lt;r,&lt;2.5.

Dabei stehe &lt;J&gt;C fur das Komplement der Menge &lt;£&lt;=R2.

SATZ. Seien die reellen Zahlen 1, a, (3 linear unabhângig ùber den rationalen
Zahlen Q und die Parameter v, vx sowie e beliebig positiv, 0&lt;v&lt;v1. Zu
gegebenem r\&gt;0 existieren unendlich viele Paare a, b ganzer Zahlen, ab £ 0, sodass
im Fall

(A) 0&lt;t)&lt;2.5 gilt: (a, b)e &lt;P(v, tj, 0) und [aa + 061^e{max(|a|, |b|)}-T(Ti).

(B) t]&gt;2.5 gilt: (a,6)€*(i;,îï,e) und [aa+ !»Issfc1{max(|a|, |fc|)}-2.
(Bx) 1&lt; rj &lt;2.5 gilt: (a, b) 6 ^(^ vl9 % 0) und laa + ]8b]&lt; k^max (|a|, \b|)}&quot;2.

Dabei hângt die positive Schranke kt hôchstens von a, /3, v, vl5 tj und 6 ab.

Bemerkungen. (i) Fur 1&lt; i\ &lt; 2 kann kx koEC^i/v)17^&quot;^ +1]3 gewâhlt werden
(siehe Kapitel IV, Fall 1), wobei [r] den Ganzteil der reellen Zahl r bezeichnet.
Mit Hilfe der nachfolgenden Ueberlegungen kônnten auch in den anderen Fâllen
môgliche Abhângigkeiten der Grosse k1 von den Parametern v, vu tj und 6

angegeben werden.
(ii) Auf dem Intervall 1&lt;tî&lt;2.5 ist co(tj) monoton wachsend und konkav.

Man beweist dies, indem man sich ûberlegt, dass fur (lW5)/2&lt;x&lt;2 die
Umkehrfunktion wc&quot;1](x) von o&gt; existiert und gegeben ist durch a&gt;c~1](x)

(-2x2 + x + l)/x(x2-2x-l). Damit lâsst sich zeigen, dass die ersten beiden
Ableitungen von &lt;oc~1](x) positiv sind fur (l + V5)/2&lt;x^2, sodass cu[&quot;&quot;1](x) auf
diesem Intervall monoton wachsend und konvex ist, was die entsprechenden
Eigenschaften von &lt;o impliziert. Es ist w(l) (l + &gt;/5)/2= 1.618... und o&gt;(2.5)

2.

(iii) Die Aussage im Fall (Bx) kann auch wie folgt formuliert werden: Unter
den Voraussetzungen des Satzes, lassen sich a und /3 diophantisch approximieren
von der Ordnung 2 entweder durch Gitterpunkte ausschliesslich aus

rj, 6), oder durch solche aus \^cl tA_.__M,C-^\ ^ fûr 2st,&lt;2.5.
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(iv) Die Voraussetzung, dass tgO rational ist, wird nur beim Beweis des Satzes

in den Fâllen A, B fur tj &gt; 1 gebraucht. Sie wâre nicht nôtig, wenn man anstelle

von 4&gt; fur beliebiges positives 8 Gebiete

&lt;P(v9 r,, Ô, 0) : &lt;î&gt;(v, tî, 0) U {(&amp;, &amp;) g R2 | | w(£i, f2)| &lt; 8} betrachten wurde

(v) Fur 17 1 wurde der obige Satz von W. M. Schmidt [1] hergeleitet. Im
nachfolgenden Beweis wird die von ihm dabei eingefûhrte Méthode verwendet.
Insbesondere dient Kapitel II im wesentlichen dazu, die in [1] bewiesenen
Hilfssâtze der hier betrachteten Situation anzupassen.

(vi) Der im Satz angegebene Exponent t(ti) ist sicher nicht fur aile 17 g (0, 5/2)
bestmôglich. Es làsst sich nàmlich folgende Aussage herleiten:

BEHAUPTUNG C. Seien die Zahlen A(l), i\ und k(i\) gegeben, À(l)&lt;2,

r] &gt; 1, à(tî)&lt;2, wobei gelte

(i) (2)
(ii) TîA2(Tï)A(l)-2A(rï)A(l){Tî-l}-rîA(rï)-À(l)-l&lt;0.

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist dann die Aussage

&quot;Es gibt unendlich viele Paare a, b ganzer Zahlen, ab^O, mit ,~,
(x)&quot;(a,b)e&lt;P(v,x,0) und

erfùllt fur mindestens einen der Werte x 1 und x r).

Dabei kônnen fur 17 € (1,5/2) beide der Grôssen A(l) und A(i7) so gewàhlt werden,
dass sowohl (2) gilt, als auch

A(x) &gt; t(x) fur x 1 und x 17.

Auch fur Tj g (0,1] kann man eine zu Behauptung C analoge Aussage beweisen:

BEHAUPTUNG D. Sei A eine Funktion, welche fur aile r\ e (0,1] den folgen-
den Bedingungen genùgt:

(4)
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Unter den Voraussetzungen des Satzes (mit beliebigem reellem 6), sowie fur irgend
ein r\ e (0,1] ist dann die Aussage (3) erfullt fur mindestens einen der Werte x r\
und x t|*(tî).

Dabei existieren Funktionen À mit den Eigenschaften (4), die grôsser sind als t.
Um eine relativ einfache solche anzugeben - durch entsprechenden Aufwand,
liesse sich die Konstruktion von A in Kapitel V an verschiedenen Stellen
verbessern - setzt man mit

zx: 3-J5 0.7639..., 22: (l-h2x-Vl+4x)/x2 |x=0 201 1.4571...:

12-4z2-rîz1(2-z2)

und

g(x ; t)) : x3 - x2 - tjx - tîw(tî).

Bei gegebenem 17 e (0,1] ist g(x; tj) ein Polynom dritten Grades in x. Bezeichnet

à(tj) seine grôsste réelle Nullstelle, so làsst sich zeigen

(i) à(ti)&gt;t(tî), 1
(5)

(ii) À (17) erfullt die Voraussetzungen (4). J

Speziell ist zum Beispiel

A(l) 1.6704 ...&gt; 1.6180 r(l).
T]*(l) w(l)== 0.2003... und

Behauptung D und (5) werden in Kapitel V bewiesen. Die Herleitung von
Behauptung C wird weggelassen. Sie besteht fast ausschliesslich darin, innerhalb
des in Kapitel V angewandten Vorgehens die Ueberlegungen von Kapitel III zu

wiederholen, wobei man nun benùtzt, dass der in Kapitel III, Fall 2.1 gefundene
Punkt § nicht nur in 4&gt;(v, tj, S), sondern sogar in &lt;P(v, 1, 6) liegt.

(vii) Professor K. Chandrasekharan môchte ich danken fur seine Unterstùtzung
bei dieser Arbeit, Professor W. M. Schmidt fur die Anregung und klàrende

Bemerkungen dazu - insbesondere den Hinweis, tgO rational vorauszusetzen - sowie

das Ueberlassen eines Preprints seiner Arbeit [1].

Im weitern bezeichnen grosse Buchstaben in deutscher Schrift Elemente aus dem
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auf die Koordinaten *Çl9 £2, es bezogenen R3 mit Ursprung £), entsprechende
Kleinbuchstaben stehen fur ihre Projektionen parallel £3 in die (£1? £2)-Ebene. Ist

ï (&amp;, &amp;&gt; &amp;)• so sei

und fur se (€1» £2) bedeute

Unter einem Gitterpunkt versteht man von nun an ein Elément des R3 oder R2,

dessen Koordinaten im (t-l9 £2, £3)-respektive (£1? £2)-System ganze Zahlen sind.
Positive Grôssen, die hôchstens von a, |3, v, vu 17, 0 und e abhângen, werden mit
fc2, fc3 bezeichnet. Die in den « -Abschâtzungen implizit auftretenden Schran-
ken sind stets von der Art der fc2, fc3,....

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die zu beweisenden Aussagen des Satzes

folgendermassen formulieren:

BEHAUPTUNG AB. Zu gegebenem t] &gt;0 existieren unendlich viele Gitter-
punkte © mit

und |L(®)|{7/Jjp fftir °&lt;^2-5- (6)l^ lull » fur tî^2.5.

BEHAUPTUNG Bj. Zu gegebenem rj, 1&lt;tî&lt;2.5 existieren unendlich viele
Gitterpunkte © mit

9 5*0,96*! und |L(©)|«yr2. (7)

IL Hilfssàtze

Seien a, ^, v9 vl9 $ und e die im Satz auftretenden Parameter. Sei h &gt; 0 und
#* eine Teilmenge von R2, welche *(i&gt;, h, 0) enthâlt.
Aile Aussagen in diesem Kapitel beweist man entweder unter der
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VORAUSSETZUNG 1.

(i) Fur die Zahl t gelte 1&lt; t &lt; 2 und ht/(t -1) &gt; 1 + h. (8)
(ii) Es existieren hôchstens endlich viele Gitterpunkte &amp; mit

8^o,g€** und

oder unter der

VORAUSSETZUNG 2.

(i) Sei h &gt; 1 und t 2.

(ii) Es existieren hôchstens endlich viele Gitterpunkte © mit

und ,11-2

Wiederholt wird man benûtzen, dass

aus

und |N|&gt;1 folgt |£|«||s||. (10)

LEMMA 1. Zu genùgend grossem N&gt;0 existiert ein Gitterpunkt tÇ^Q, sodass

gilt

J&lt;&lt;Nh&apos; fur h2*1.
und Jund ||g|«N 1^(01 &lt;Nh fùrO&lt;h&lt;l.

Beweis. Man \yâhlt k2 k2{oty j3) so, dasp der konvexe, zu O symmetrische
KôrperS: {3E | \L{7D\^k^trWt&quot;iy\n{di \ |M(3E)|&lt;(fc2/k3)iVh/(t-1),|v(ï)|&lt;NH}das~

von fc3 unabhângige - Volumen 8 hat. Man setzt

k f {(2k2)Ve}1/(t&quot;1), falls Voraussetzung 1 erfûllt ist,
11, falls Voraussetzung 2 erfûllt ist,

sodass im ersten Fall gilt k3 e(2k2lk3)~&apos;t. Nach dem ersten Satz von Minkowski
aus der Géométrie der Zahlen enthâlt H einen Gitterpunkt g ^ O, fur den nur
noch die Bedingung ûber |g| zu verifizieren bleibt. Man benùtzt nun (8), be-
ziehungsweise (9). Ist N genùgend gross, hat man

llfll &lt; Ifl &lt; J (2fc2/fc3)NH/(t-1), unter Voraussetzung 1.
&quot;

tmax (2,2fc2)Nh/(t&apos;1), unter Voraussetzung 2.
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Also ist

j^-ht/it-î) f — £ llfir1, unter Voraussetzung 1.

l^llfir*» unter Voraussetzung 2.

Wieder fur grosses N folgt deshalb auf Grund der Voraussetzung 1 (ii), respektive
2(ii), dass f $É&lt;f&gt;* und damit f ^$(v, K 0) ist. Das heisst, wegen |i&gt;(f)|&lt;NH muss

|u(f)|«N sein und darum

fur Jt&gt;l,

N, fûrO&lt;h&lt;l,

was wegen (10) Lemma 1 beweist.
Sei ^m, m 1,2,... eine Folge von Gitterpunkten ungleich £) mit u(fm)^O,

sodass fur jedes m 1, 2,... gilt:
Es gibt keinen Gitterpunkt g £ O mit

181 &lt; 18ml, fîirh^l.
und

f

max{|«(f)|1/M8|}&lt;max{«(fm)1/MSm|}, fur

Setzt man

&apos; 8m }» ^Ur

so ist iVm, m 1,2,... eine strikt monoton gegen °° wachsende Folge und mit
\ gflt

LEMMA 2. Es gibt einen Index m0, sodass fur aile m&gt;mQ folgende Be-
ziehungen erfùllt sind

(H)

(12)

(13)
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Beweis. Abschâtzung (11) ist eine Folge von Lemma 1. Mit ihr, (8) oder (9)
und

lNm9 fuifur 0&gt;h&lt;sl,
(14)

ùberlegt man sich wie oben, dass (12) gilt und somit auch fm^ &lt;P(v9 h, 0) ist fur
genûgend grosses m. Beachtet man zusàtzlich zu (14) noch (10), ergeben sich
daraus die Beziehungen unter (13), womit Lemma 2 bewiesen ist.

LEMMA 3. Fur unendlich viele j sind 3fj-i&gt; 3f, und %J+X linear unabhàngig.

Die Herleitung von Lemma 3 verlâuft - unter Verwendung der linearen
Unabhângigkeit von a, |3 und 1 ùber Q-gleich wie der Beweis der ent-
sprechenden Aussage in [1] respektive [2]. Zum dabei benôtigten Nachweis, dass

die rechte Seite der Gleichung |uk-iL(gk)-i;kL(gk_1)| |î;nL(gn+1)-i;n+1L(gn)|
gegen 0 geht fur n —&gt; oo, benùtzt man nun Lemma 2 und (8) oder (9).

Im weitern bezeichne / stets ein Elément der unendlichen Folge von Indizes,
fur welche Lemma 3 erfûllt ist. Zudem sei / &gt; m0 und so gross, dass L, &lt; 1 ist.

LEMMA 4. Es ist D, := \u,vJ+1-ul+1vJ\»N™it-1\

Beweis. Ist gm : (^m), &amp;?\ &amp;\ so gilt

tà&quot;&quot;1^-«^-&quot;«H iMm-lt^n - IVn-lWml, m 2, 3, (15)

Mit Hilfe dieser Formel, den Lemmas 2 und 3, sowie (8) oder (9) zeigt man wie in
[1], dass If?^&quot;1&quot;1^^4&quot;1^!»^&quot;!1!»^0&quot;&quot; ist, woraus wieder wegen (15)
Lemma 4 folgt.

Es bezeichne A A} das von f; und fl+1 in der (&amp;, £2)-Ebene aufgespannte
Gitter und juli juli(j), /x2 1*2(1) seien dessen sukzessive Minima bezùglich der
Eichfunktion g(je): max (|w(x)|, \v(x)\). Nach dem zweiten Satz von Minkowski
und Lemma 4 gilt

Da Kt&lt;2 impliziert t/(t-l)&gt;2, und weil nach (10) HU»^ ist, h&gt;l, folgt
daraus, dass ybx fur h &gt; 1 von der Grôssenordnung Nf sein muss, und es ergibt
sich
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LEMMA 5. Fùrh^l ist

Folgende Tatsache wird spâter gebraucht:

Ist x sfJ + rfJ+1, so gilt

denn es ist

(16)

D,\s\
SVj VJ+X

det ?::)

Daraus folgt die Abschàtzung fûr \s\. Eine analoge Rechnung ergibt diejenige fûr
kl-

in. Beweis der Behauptung AB

Fûr die unter (1) definierte Funktion t t(tj) gelten folgende Beziehungen:

Kr&lt;2 und tït/(t-1)&gt;1 + tï, fûr 0&lt;tï&lt;2.5, (17)

l. fur n&gt;l.
(18)

Aussage (17) und die Gleichung in (18) sind leicht zu verifizieren. Zum Beweis
der Ungleichung in (18) setzt man p p(r\) :=|{1 + VÎT4Ï7}. Dann ist p &gt; 1.6 fur
tj&gt;1 und p2—p i|, sowie f(p; Tj) (p —1)(t| — l)2&gt;0, fur 17 &gt;0. Bei festem

t) &gt; 1 ist f(x; r|) eine monoton wachsende Funktion von x fûr

Deshalb muss fûr das in der Einleitung definierte (o(r\) gelten o&gt;(tî)&lt;p(tj), 17 &gt; 1,

woraus die zu beweisende Ungleichung folgt.
Die Behauptung AB wird indirekt bewiesen. Man geht somit aus von der

GEGENANNAHME AB. Zu gegebenem 17 &gt;0 existieren hôchstens endlich
viele Gitterpunkte ®^O, welche (6) erfûllen.
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Beachtet man zudem (17) sieht man, dass fur jedes tj &gt;0 eine der zu Beginn von
Kapitel II formulierten Voraussetzungen 1 und 2 erfùllt ist, wenn man setzt

h rj, t t t(tj) und &lt;2&gt;* &lt;î&gt; &lt;P(v, r\, S).

Fur dièse Wahl gelten somit aile in Kapitel II bewiesenen Aussagen.

Fall 1. 0&lt;tî&lt;1.

Wegen (13) ist

Setzt man ©, : 5l+i-S3p so ^st ®j e^n Gitterpunkt ungleich O und es gilt

(19)

Aus (16) angewandt auf x: Qj — Ôf, +fj-n, erhâlt man unter Beachtung der
Lemmas 2 und 4, sowie von (17)

sodass wegen t}/(t-1)&gt;1 fur tj&gt;0 zusammen mit (19) gilt

9j € &lt;2&gt; fur genùgend grosses /.

Weiter ist

iy«NJ+1

und mit (11)

\L(®,)\«n^n;^-».

Beachtet man (18) und die lineare Unabhângigkeit von a, 0 und 1 ûber Q, so

folgt aus diesen letzten drei Formeln

(20)
9, e &lt;Ê und \L(®,)\ &lt; e ||g,||~T fur aile genùgend grossen
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Das ist ein Widerspruch zur Gegenannahme AB. Damit ist die Behauptung AB
fur 0 &lt; tj &lt; 1 bewiesen.

Den verbleibenden Fall tj&gt;1 unterteilt man in mehrere Unterfâlle, wobei
man den Beweis im ersten mit Hilfe der in [1] eingefùhrten Ueberlegungen
beendet.

Fall 2.1. tj&gt;1; ^«N^^K
Jede Kreisscheibe in der (gl9 £2)-Ebene vom Radius 2fi2 enthâlt einen Punkt des
Gitters A. Deshalb existiert ein Gitterpunkt g; g A, g, ^ o, fur den gilt

9j€E&lt;î&gt;, |ll(ft)|«fl2, |t)(ft)|«|X2. (21)

Mit ganzen Zahlen a,, b} làsst sich g, darstellen in der Form g, a,^ +fc;fJ+1. Setzt

man die Abschâtzungen unter (21) in (16) ein und beachtet die Lemmas 2 und 5,
erhâlt man

^«(N^JN^, \b,\«l.

Fur den Gitterpunkt ©, : oIgJ + 6JiÇJ+1^O, dessen Projektion der Punkt g, ist,
ergibt sich daraus mit (11)

\L(%)\« n^n;?^-».

Zusammen mit (21) und jut2«NJrî(T1(T~1) impliziert dièse Abschâtzung erneut (20)

was, wie man sich ûberlegt hat, die Behauptung in diesem Fall beweist.

Fall 2.2 tî&gt;1;

Nach Lemma 5 und (13) gilt

woraus wegen (18) zusammen mit (13) fur genùgend grosses k4 folgt

klN^N;^+ri/Tir~l)^\th\« Nr (22)

Fall 2.2.1. t,&gt;1; ^klMpf-»; N, &lt; k5N^rir^
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Nach (22) ist u} £ 0. Da tgd rational vorausgesetzt wurde, existiert also ein fc6 mit

Sei

Aus (13) folgt dann fur genùgend grosses ganzes k7&gt;{v~1(2lk6)y}}1/(y]~1):

ft:=k78f,e4&gt;f (23)

sowie

-1&gt;. (24)

Sei ©, :=fc7ôgr Dann ist ©, ein Gitterpunkt ungleich O mit der Projektion gr
Man benùtzt nun (11) und die im Fall 2.2.1 gûltige Voraussetzung ùber Nr Wâhlt
man in letzterer k5 klein genug-zum Beispiel k5 {e/(2k7)1+Tk8}(T2~T~1)/i1T2, wobei
fc8 die implizit in (11) auftretende Schranke ist-so erfùllt ®j zudem die
Abschâtzung

,| 7;\ (25)

Es gilt

1) &lt; -tti2/(tï -1) fur aile 17 &gt; 1, (26)

denn dièse Ungleichung ist âquivalent zu

/(t(tï);tî)&lt;0 fur aile tj&gt;1, (27)

wobei (27) fur 1&lt;t|&lt;2.5 erfùllt ist nach Définition von t(tj) respektive &lt;o(tï)

und fur 17 &gt; 2.5 sofort nachgeprùft werden kann.
Aus (24) bis (26) ergibt sich zusammen mit (23) wieder Aussage (20), sodass

die Behauptung AB nur noch zu beweisen ist im

Fdll 2 2 2 &quot;^ 1 - -— &apos;-3\tîi/t(t-1). KT &quot;^» Ir \jt1-1/t(t-1)
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2

Fur t]&gt;1 setzt man ilt &lt;l/(r]): -^— {1-1/t(t-1)}, sodass gilt

(28)

und wegen (22) wieder fur genûgend grosses fc4

fc4N?&lt;N*+1 (29)

ist. Mit

sowie (28) ergibt sich aus (22)

|u(ôf,)| &gt; ft^+T&quot;^^&quot;&quot; MtfS-

Zudem existiert nach (13) und (29) ein fc9 mit

Dièse letzten beiden Formeln zeigen, dass

(31)

ist, falls man k4 auch grôsser (fc9/v)1/(&apos;r|&apos;&quot;1) wâhlt. Die Projektion des Gitterpunktes
©,: =83,^0 ist gr Gemâss (30) gilt

(32)

und nach (11), (29), sowie der in diesem Fall gûltigen Voraussetzung uber N,
existiert eine Sehranke k10, sodass man hat
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Aequivalent zu (27) ist die Beziehung

^-(îït/(t-1))-tï(1-1/t(t-1))^-t^ fur aile tî&gt;1.

Wâhlt man schliesslich k4 auch grôsser {fc5fcio/e}1/(T~1), so implizieren also (32)
und (33) zusammen mit (31) weider Aussage (20), und die Behauptung AB ist
vollstândig bewiesen.

IY. Beweis der Behauptung Bt

Fall 1. 1&lt;tj&lt;2.

Nach dem Satz von Dirichlet existiert eine unendliche Folge von Gitterpunkten
Sm&gt;fmM m 1,2,... mit

|L(gfm)|^ko||fm|r2,m l,2,.... (34)

Man darf annehmen, dass fm^&lt;£x ist fur genûgend grosses m, da andernfalls die
Behauptung mit (34) bewiesen wâre. Also ist |u(fm)|T1^(l/i&apos;1)|u(fm)|, sodass fur
*ii: [(»&apos;i/i&apos;)1/(&apos;|-1)+l]gilt

9m • fcnfm € &lt;f&gt;i fur aile genûgend grossen m. (35)

Zudem zeigt (34), dass der Gitterpunkt ©m :=fcugm^O, dessen Projektion der
Punkt gm ist, die Abschâtzung

erfûllt, was zusammen mit (35) die Behauptung B1fùrl&lt;T]&lt;2 beweist.

Fall 2. 2&lt;t)&lt;2.5.

Das weitere Vorgehen ist ganz analog wie beim Beweis der Behauptung AB. Man
macht die

GEGENANNAHME Bx. Zu gegebenem % 2&lt;tj&lt;2.5, existieren hôchstens

endlich viele Gitterpunkte © f O, welche (7) genùgen.

Das zeigt, dass die Voraussetzung 2 in Kapitel II erfûllt ist und aile dort
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bewiesenen Aussagen gelten Mr die Wahl

h 7], f=2, #* ^x &lt;PX(V, Vl9 T), 0).

Insbesondere ist nach (12) und der Définition von 4&gt;x zusâtzlich zu (13) die
Abschàtzung

|uJ|»NJTl(5-2Tl)/(4-Tl) (36)

erfûllt. Im

Fall 2.1. 2&lt;tî&lt;2.5; il2^N?1\,

kann die Behauptung durch genau dieselbe Argumentation bewiesen werden, wie
im entsprechenden Fall 2.1 des Kapitels III.

Fall 2.2. 2&lt;î)&lt;2.5;N/«NjtiTî)/2(TJ~1).

Jetzt ist wegen (11)

L, « N;4ri^-m4-v\ (37)

Man definiert

Die Abschâtzungen (13) und (36) zeigen, dass ein ganzes k12 existiert, sodass gilt

ft^fciafif,^*!. (38)

Es ist

r^\ (39)

Die Projektion des Gitterpunktes ®, :=k128%££) ist gr und mit (37) sowie (39)
hat man

Der Widerspruch, der sich daraus zusammen mit (38) zur Gegenannahme Bx



Eine Verschàrfung des Satzes von Dirichlet 75

ergibt, beweist die Behauptung B1 in diesem Fall.

Fall 2.3. 2&lt;tj&lt;2.5; ju

Man benùtzt nun, dass tj &gt; 2 vorausgesetzt ist. Wegen jut2 &gt; NJlft erhâlt man dann
aus (13) und Lemma 4

,\«Nr (40)

Also ist

und mit

8 8, : [14-N^-v/N?],

sowie genugend grossem ganzem fe13 gilt nach (13) und (36)

a-Mf,^! (41)

und

Fur den Gitterpunkt ©, :=k138%j££), dessen Projektion der Punkt g, ist, folgt,
wenn man (11) und die Bedingung ûber N, beachtet

|L(©J)|« N-^N;2?^y^-»« n;^~1)« Hall&apos;2.

Zusammen mit (41) ist dies fur grosse / ein Widerspruch zur Gegenannahme Ba.

Damit ist der Satz vollstândig bewiesen.

V. Beweis der Behauptungen D und (5)

Zum Beweis der Behauptung D betrachtet man eine Funktion A mit den

Eigenschaften (4) und ein t) e (0,1]. Man nimmt an, dass, ausser wenn es explizit

angegeben wird, das Argument von A gleich tî ist, das heisst A : A(tj). Wieder

fûhrt man den Beweis indirekt und geht somit aus von der
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GEGENANNAHME D. Sowohl fur x r\ als auch fur x tj*(tï) gibt es

hôchstens endlich viele Gitterpunkte © (a, b, c) £ O mit den unter (3) angegebe-
nen Eigenschaften.

Wegen (4) ist also Voraussetzung 1 in Kapitel II erfiillt fur

h r,, r A A(î|), ** *(i;,t,, 9), (42)

und aile dort bewiesenen Aussagen gelten fur dièse Wahl. Wie in Kapitel III, Fall
1, zeigt man, dass man fur 8 8, : [uJ+1/i?J], ®} &quot;Sj+i — SfÇ,^© und geeignete
fc14, k15 hat

(43)

(44)

k^N^N;?^-». (45)

Fur NJ1&gt;fc16NJV1n/(x~1), fci6 k15kiJe, ergibt sich aus diesen Formeln wie in den

vorangehenden Beweisen ein Widerspruch zur Gegenannahme D, sodass es

genùgt, folgende Fâlle zu betrachten:

Fall 1. N7&lt;k16Nf+7/(x-1);|M(gJ|

Da aus (4) (iii) folgt A-î|/(A-1)&lt;t|/A(A-1) ist nun

und (44) lâsst sich ersetzen durch

Zusammen mit (45) widerspricht dies fur grosse / wieder der Gegenannahme D.

Fall 2. N7&lt;ki6N^(x-1^

Jetzt ist fur genùgend grosses fc17

also mit (43) und wenn man k17 auch grôsser v-n/x(x&apos;-x-n) wjjjjt:
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Beachtet man (44), die Abschatzung in (45) und (4) (iv), ergibt sich daraus erneut
ein Widerspruch zur Gegenannahme D, und die Behauptung D ist bewiesen. Fur
die spezielle, mit Hilfe von g in Bemerkung (vi) definierte Funktion A sind noch
die Behauptungen (5) zu verifizieren. Sei von nun an tj irgend eine feste Zahl aus
(0,1]. Dann ist g(x\r\) eine monoton wachsende Funktion von x fur x&gt;l&gt;

(1 + %/1 + 3t))/3, und da w(tî)&gt;0 ist, gilt g(T(r]); i))&lt;0, woraus wegen t(t))&gt; 1 die
Behauptung (5) (i) folgt. Es bleibt zu zeigen, dass A die Bedingungen (4) erfùllt.
Nach der Définition von A ist tï*(tî) w(t|) und da fur aile x€(0,1] mit
t(x) p(x): (1 + V1 + 4x)/2 gilt

p(x)&lt;\(x)&lt;p(x) + xw(x), (46)

ist dies fur (4) (i) and (iii) nicht schwierig. Aequivalent zu (4) (ii) ist die
Ungleichung

Dièse ist aber erfùllt, was man wegen g(l + r\;r))&gt;0 einsieht mit Hilfe einer
analogen Ueberlegung wie beim Beweis von (5) (i). Die letzte Beziehung (4) (iv)
hat auf Grund der Définition von A die Form

tî/{A(tî)-1}&gt;A(w(î1)). (47)

Auf dem Intervall 0&lt;x^l ist die Funktion w(x) monoton wachsend und
0&lt;w(x)&lt;x. Man kann dies zum Beispiel zeigen, indem man die entsprechende
Eigenschaft zuerst fur die Umkehrfunktion von w nachweist, respektive indem
man analog argumentiert wie beim Beweis von (5) (i). Also ist

w3(tj)&lt;w2(t}) und w(w(tî))&lt;w(ti),

sowie wegen tj&lt;1, w(tî)&lt;0, 201 auch

V1+4w(tj) &lt; 14- 2vv(tî) - z2w2(r\).

Unter Verwendung von (46) und diesen letzten 4 Formeln sieht man, dass (47)
sicher erfùllt ist, falls gilt
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Da w so gewahlt wurde, dass man in dieser Beziehung Gleichheit hat, ist auch (4)
(iv) verifiziert.
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