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Comment. Math. Helvetici 55 (1980) 13-19

Uber Membranen mit speziellen Knotenlinien

JocHEN BRUNING™

Unter einer Membran M wollen wir im Folgenden ein beschrianktes Gebiet des R?
verstehen, dessen Rand oM der folgenden Regularititsbedingung geniigt: oM
besteht aus endlich vielen paarweise disjunkten Kurven in R?, von denen jede
homdomorph zu S' und stiickweise unendlich oft differenzierbar ist. Wir betrach-
ten die FEigenwerte 0<A;<A,---des Dirichletproblems fur den Lap-
laceoperator A in M und zu jedem Eigenwert den zugehOrigen Eigenraum, der
bekanntlich aus in M reell-analytischen und auf M stetigen Funktionen besteht,
die auf dM verschwinden. Uber weitere allgemeine Eigenschaften dieser Eigen-
funktionen, etwa in welcher Weise die Geometrie von M die Formierung von
Knotenlinien und Knotengebieten beeinfluf3t, ist nur wenig bekannt (s. [1], Kap.
VI, §6 und [2]). Wir wollen daher in der vorliegenden Note die Fragestellung
umkehren und untersuchen, wie eine vorgegebene Eigenschaft der Eigenfunk-
tionen die Geometrie von M einschriankt. Die in Rede stehende Eigenschaft fallt
z.B. ins Auge, wenn man die Eigenfunktionen eines Quadrates betrachtet:

EIGENSCHAFT (K). Es gibt unendlich viele Eigenfunktionen s in M, deren
samtliche (innere) Knotenlinien Geradenstiicke sind.

Wir konnen diese Situation auffassen als besonders enge Analogie zum Fall der
schwingenden Saite. Es stellt sich nun heraus, daB alle Membranen mit der
Eigenschaft (K) aufgezdhlt werden konnen.

SATZ. Die folgende Liste von Membranen mit der Eigenschaft (K) ist vollstindig:

a) Kreise,

b) Kreissektoren,

c) Kreisringe,

d) Kreisringsektoren,

e) alle Membranen, die sich durch endlich viele Spiegelungen an den Seiten aus
einem der folgenden Polygone gewinnen lassen:
a) ein Rechteck,

Diese Arbeit wurde verfaBt mit Unterstiitzung des Sonderforschungsbereichs 40 ‘“Theoretische
Mathematik” an der Universitit Bonn.
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B)ein Dreieck mit den Winkeln

b
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v) ein Dreieck mit den Winkeln 221 , -g ,

o3

Der Beweis des Satzes wird sich aus einer Reihe von Hilfssdtzen ergeben. Wir
betrachten also eine feste Membran M mit der Eigenschaft (K). Bezeichnet [ die
Anzahl der inneren Knotenlinien der Eigenfunktion ¢, d.h. die Anzahl der in M
von Rand zu Rand laufenden Geradenstiicke, auf denen y; verschwindet, so ist
unsere erste Bemerkung, daB [, mit j gegen Unendlich strebt. Genauer gilt

HILFSSATZ 1. Es bezeichne u; den zu y;; gehorigen Eigenwert. Dann gibt es eine
Konstante C>0 und j,eN, so daB fir j=j,

I =CVy,

Beweis. Bezeichnet L; die Gesamtlinge der inneren Knotenlinien von ¢; und
d(M) den Durchmesser von M, so ist

L, <d(M)l.
Damit folgt die Behauptung aus [2].
Der niachste Hilfssatz enthalt den Schlussel zum Beweis des Satzes.

HILFSSATZ 2. Es sei N< M ein Knotengebiet von j, c:(a, b)— M ein inneres
Geradenstiick <¢;'(0), das N berandet, g die zugehirige Gerade im R> und
o :R*— R? die Spiegelung an g. Dann liegt N ganz auf einer Seite von g und o(N)
ist ebenfalls ein Knotengebiet von i,

Insbesondere sind alle Knotengebiete von j; kongruent.

Beweis. Es sei g,: = c((a, b)). Wir setzen fiir pea(N)U g,
JI;(P)i == V/j°U'(P)-
Dann I8st ¢ das Anfangswertproblem

(A+up)¥=0 in o(N),

¢; =0 lings g,,
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%’L%.

a—d’l langs go.

Hierbei bezeichnet u; den zu ; gehorigen Eigenwert und n die nach o(N)
weisende Normale von g,. Da ¢ dasselbe Problem lost, stimmen nach dem Satz
von Cauchy-Kowalewski ¢ und ll;j iiberein in X, wenn X die von g, berandete
Komponente von o(N)N M bezeichnet. Wire nun nicht o(N) < M—und damit
X = a(N)—, so gibe es pe X mit p € 0(N) NdM; dann folgte aber §(p) = ¢;(p) =
0 und damit ;>0 (p) =0, was wegen o(p) € N nicht sein kann. Also ist o(N)= M
und deshalb ein Knotengebiet von ;. Dann ist aber auch NNo(N)=§, so daB N
ganz auf einer Seite von g liegt. Wir nennen nun zwei Knotengebiete N', N” von
Y, éiquivalent wenn es Knotengebiete N'= N,, N;,..., N, = N” gibt derart, daf§
N- und N,,, eine innere (gerade) Knotenlinie von ¥; gemeinsam haben. Es seien
N=N, N,,...,N,; die Elemente der Aquwalenzklasse von N, die nach dem
bisher Bewiesenen alle zu N kongruent sind. Setzen wir dann

U

i=0

so ist Y& M und 9Y < «1;;‘(0); nach Konstruktion ist also dY < dM und damit
Y = M, d.h. alle Knotengebiete von ; sind kongruent.
Die Einschrankungen fiir die geometrische Gestalt von M folgen nun wesent-

lich aus der Tatsache, daB unendlich viele Eigenfunktionen gerade Knotenlinien
haben.

HILFSSATZ 3. M wird von mindestens einem C*—Bogen konstanter Kriimmung
berandet.

Beweis. Nach Voraussetzung besteht dM aus endlich vielen C*—Bogen ¢4, ..., ¢,
die doppelpunktfrei oder geschlossen sind und hochstens Randpunkte gemeinsam
haben. Die I; Knotenlinien von y; verbinden nun jeweils zwei Randpunkte von M.
Die Anzahl m; der verschiedenen Randpunkte von M, die von Knotenlinien von
y; getroffen werden, strebt dann mit j gegen Unendlich; wire ndmlich etwa
m;<m, so miiBten in wenigstens einem Punkt von M mindestens [2[]/m
verschiedene Knotenlinien zusammentreffen, was m; =[2]/m +1 zur Folge hat
und wegen Hilfssatz 1 zum Widerspruch fithrt. Wir konnen also annehmen, daB
die Anzahl n; der verschiedenen Punkte von c;, die von Knotenlinien von Y;
getroffen werden, unbegrenzt wichst. Wird c¢; mit Bogenldnge parametrisiert,
¢;:[0, L]>R?, so treffen die Knotenlinien von ¢; nach Hilfssatz 2 genau die
Punkte ¢,[i(L/n;)], 0<i<n, Bezeichnet dann k die Kriimmung von c;, so finden
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wir weiter mit Hilfssatz 2

max t)—k(t)|= max t)—«k(t’
t,t'e[O,L]lK() K( )I t,t'e[(),L/n,]lK() K( )l

L
=— (t
. max |i'(r)],

woraus die Behauptung folgt.
Nach Hilfssatz 3 hat also etwa die Randkurve ¢, von M konstante Kriimmung,
d.h. ¢, ist ein Kreisbogen oder ein Geradenstiick.

HILFSSATZ 4. Ist ¢, ein Kreisbogen, so ist M ein Kreis, ein Kreissektor, ein
Kreisring oder ein Kreisringsektor.

Beweis. Wir beginnen mit der Bemerkung, daB nach Hilfssatz 2 alle inneren
Knotenlinien einer Eigenfunktion ¢ ¢, senkrecht treffen. In Polarkoordinaten sei
¢, gegeben durch

{(R,¢)|0<¢p=<a}

fiir ein R>0 und 0 <a <27. Wir nehmen zunichst an, da3 M linkerhand von c,
liegt. Setzen wir S:={(r, ) |0<r<R,0<¢ <a}, so ist also SN M#@. Ist dann
S © M, so wiahlen wir eine Eigenfunktion ¢; aus mit n, =4 (s. Beweis von Hilfssatz
3). Wir setzen dann

2
S':={(r, <p)|0<r<R,n3<<p<—3}

j n;

und bemerken, daB S’ ein Knotengebiet von s; ist. Anderenfalls enthielte ndmlich
S’ zwei Knotengebiete, von denen eins von einem Kreisbogen berandet wird,
wihrend das andere ein Polygon ist; dies widerspricht Hilfssatz 2. Damit folgt
aber—ebenfalls aus Hilfssatz 2—, da3 M ein Kreis oder ein Kreissektor ist.

Ist hingegen S¢ M, so gibt es p = (r,, @) € S NIM. Wir kbnnen annehmen, daB
{(r, ) | o<r<R, ¢ = go} = M. Eine Umgebung von p in M sei gegeben durch
{(r(1), (1)) | |t| < €} mit r(0)=r,, ¢(0)=¢,. Nach Wahl von r, ist die Funktion
t— ¢(t) in keiner Umgebung von 0 konstant. Weiter folgt aus der Maximalitit
von r,, daB fiir hinreichend kleines 6§ <& {(r, ¢(¢))|r() <r<R,—-8<t<0}c M
oder aber {(r, (1)) | r(t) <r<R,0<t<3§}c M. Damit haben wir aber wieder ein
Randstick von M gefunden, das von unendlich vielen inneren Knotenlinien
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getroffen wird. Die SchluBweise des Beweises von Hilfssatz 3 liefert dann, da3
dieses Randstiick ebenfalls konstante Krimmung hat. Wire es ein Geradenstiick,
so ergabe sich mit Hilfssatz 2 sofort die Existenz einer Eigenfunktion mit zwei
nicht kongruenten Knotengebieten. Also haben wir einen Kreisbogen, der dann
nach der Anfangsbemerkung zu c, konzentrisch sein muB}. Also gibt es eine
Eigenfunktion ¢, die einen Kreisringsektor als Knotengebiet besitzt; nach
Hilfssatz 2 ist dann M selbst ein Kreisring oder ein Kreisringsektor.

Es verbleibt der Fall, daB M rechts von c, liegt. Ein ganz analoges Vorgehen
liefert dann, daB M ein Kreisring oder ein Kreisringsektor ist.

HILFSSATZ 5. Ist ¢, ein Geradenstuck, so mull M eine Membran von der im Satz
unter e) genannten Art sein.

Beweis. Wir konnen annehmen, daB ¢, gegeben ist durch {(x,0)eR*|0<x<L}
und da3 M oberhalb von c, liegt. Wir wissen dann, daB die Punkte

von inneren Knotenlinien der Eigenfunktion ¢ getroffen werden, aber kein
Punkt von ¢, zwischen p; und p;. Es bezeichne m; die Anzahl der Knoten von ¢,
die p,‘ treffen, I =1,2. Wir untersuchen zunichst den Fall, daB m;=m?=1 fiir
unendlich viele j. Nach Hilfssatz 2 ist es klar, daB} fiir diese j alle inneren
Knotenlinien von ; ¢, senkrecht treffen. Nun finden wir mit derselben
Uberlegung wie im zweiten Teil des Beweises von Hilfssatz 4 ein oberhalb von c,
gelegenes Randstiick von M mit konstanter Kruimmung. Eine weitere Anwendung
von Hilfssatz 2 zeigt, daB dies Randstick ein zu ¢, paralleles Geradenstiick sein
mufB3 und daB es eine Eigenfunktion y; gibt, die ein Rechteck als Knotengebiet
besitzt. Damit entsteht M aus diesem Rechteck durch sukzessive Spiegelungen.

Im anderen Fall konnen, wir annehmen, dal m; >1 fiir unendlich viele j. Um
diese Situation behandeln zu konnen, machen wir von der Tatsache Gebrauch,
daB die inneren Knotenlinien von ; sich in Punkten von M unter gleichen
Winkeln schneiden und daB dies auch in den inneren Punkten von c, gilt, wenn
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man ¢, als Knotenlinie mitzahlt (der erste Teil der Behauptung ist z.B. in [3]
bewiesen; der zweite Teil wird auf den ersten zuruckgefiihrt durch Fortsetzung
der Eigenfunktion mittels Spiegelung an c,). Wir betrachten nun das Dreieck mit
der Strecke von p; nach p? als Basis und den Winkeln #/m; +1 bzw. w/m}+ 1 bei
p; bzw. p?. Fiir geniigend groBes j ist die Spitze dieses Dreiecks ein Schnittpunkt
von Knotenlinien der Eigenfunktion . Also gibt es keN, k=2, so daB

_(ml+1)(m2+1)

k
m;m?—1

Da dieser Ausdruck <2 ist fiir m;>5, rechnet man nun einfach die moglichen
Werte fir m;, m? und k aus. Es ergibt sich, daB das Dreieck nur gleichseitig,
rechtwinklig-gleichschenklig oder rechtwinklig mit den restlichen Winkeln /3
und 7/6 sein kann. Wir wollen noch zeigen, daB das Dreieck auch ein
Knotengebiet von ¢; ist fur groBes j. Dann ist sicher das Innere des Dreiecks
enthalten in M; wiare es kein Knotengebiet, so wiirde jede innere Knotenlinie von
, die von p; und p; ausgehenden Seiten treffen, sofern sie das offene Dreieck
trifft. Nun folgt aber leicht durch Induktion, daB ¢ zwei nicht kongruente
Knotengebiete hitte, namlich ein Dreieck und ein Polygon mit mindestens vier
Seiten. Da eine Membran, die durch sukzessive Spiegelungen aus einem gleich-
seitigen Dreieck entsteht, auch durch sukzessive Spiegelung aus einem Dreieck
mit den Winkeln 7/2, 7/3 und w/6 entsteht, ist der Beweis wegen Hilfssatz 2
vollstandig.

Wir haben damit gezeigt, dal hochstens die im Satz genannten Membranen
die Eigenschaft (K) haben. Daher bleibt noch zu zeigen, daB dies auch wirklich
der Fall ist. Fur Kreis, Kreissektor, Kreisring und Kreisringsektor rechnet man die
Eigenschaft (K) unmittelbar nach. Die Membranen der unter e) genannten Art
sind alle enthalten in Parkettierungen der Ebene bestehend aus kongruenten
Rechtecken oder kongruenten Dreiecken mit den Winkeln /2, nw/4, ©/4 bzw.
w/2, w3, w/6. Diese Parkettierungen lassen sich unbegrenzt verfeinern, indem
man die Grundfigur in 4 bzw. 2 bzw. 4 kongruente Teile zerlegt, die der
Grundfigur dhnlich sind. Zu jeder Verfeinerung betrachtet man die erste Eigen-
funktion des Dirichletproblems fiir A in einer festen Grundfigur; diese Funktion
besitzt eine reellanalytische Fortsetzung auf ganz R?, deren Nullstellen genau die
Réinder der Parkettierung sind. Also liefert ihre Einschrdnkung auf M eine
Eigenfunktion des Dirichletproblems fiir A in M, deren siamtliche innere Knoten-
linien Geradenstiicke sind. Der Beweis des Satzes ist damit beendet.
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