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Ein Endlichkeitssatz fur Klassenzahlen invarianter Formen

Henz-GEORG QUEBBEMANN

Einleitung

Ein grundlegender Satz iiber quadratische Formen auf Gittern tiber einem
globalen Dedekindring besagt: Die Anzahl der Klassen mit gegebenem Rang und
Volumen ist endlich ([3], § 103).

Nun betrachtet man oft Gitter mit einer zusatzlichen Struktur (z.B. der
Operation einer Gruppe), wobei die Formen beziiglich dieser Struktur invariant
sind. Dann gibt es zwar i.a. unendlich viele Klassen von Gittern mit gleichem
Rang, aber fiir Formen auf einem festen Gitter stellt sich wieder die Frage nach
der Endlichkeit von Klassenzahlen. Wie wir hier zeigen wollen, 148t sich diese
Frage mit elementaren Mitteln (ndmlich iiber jedem Dedekindring mit endlichen
RestklassenkOrpern) auf ‘‘klassische” Fille zuruckfihren. Sie wird dann unter
geeigneten Voraussetzungen durch den obigen Satz in positivem Sinne
beantwortet.

Es ergibt sich insbesondere ein Endlichkeitssatz fur Konjugationsklassen in
klassischen Gruppen. Dieser Satz ist fur Klassen mit halbeinfachem Minimal-
polynom kiirzlich von E. Bayer und F. Michel [1] bewiesen worden, und durch
ihre Arbeit wurde die vorliegende angeregt.

Wir benutzen in modifizierter Weise Methoden aus [4], § 1-3 (vgl. auch G. E.
Wall [6]).

1. Definitionen. Formulierung des Ergebnisses.

1.1 Wir benutzen durchgehend die folgenden Bezeichnungen und Vorausset-
zungen: R sei ein Dedekindring mit endlichen RestklassenkOrpern, K der
Quotientenkorper, char (K)#2, A eine R-Algebra, L eine endlich-dimensionale
K-Algebra, S eine R-Ordnung in L (also eine Unter-R-Algebra, als R-Modul
endlich erzeugt, mit KS =L). Es seien R-lineare Antiautomorphismen ¢ auf A
und o auf L mit S =S gegeben. Und zwar sei ¢ eine Involution (d.h. ¢* ist die
Identitat), und es gebe ein £ € S derart, daB o> der Automorphismus ¢ — ece”
(c e L) ist.
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1.2. Unter einem (A, L)-Modul vertstechen wir einen (A, L)-Bimodul, auf
dem R zentral operiert und der iiber L endlich erzeugt projektiv ist. (Im Fall
A = R sprechen wir kurz von L-Moduln.) Unter einer Form auf einem (A, L)-
Modul V verstehen wir eine nicht-singuldare Sesquilinearform h:V XV — L uber
L mit h(av, w)=h(v,a'w) fi a€ A und v, w € V. Die Nicht-Singularitit be-
deutet, daB die Abbildung v+~ h(v,.) von V in V*=Hom,; (V, L) bijektiv ist,
und zwar ist dies ein (A, L)-Modul-Isomorphismus, wenn man die Modul-
Struktur auf V* durch (afc)(v)=c’f(a‘v) definiert (a € A, fe V*, ceL); wir
identifizieren h oft mit diesem Isomorphismus. Die Form h auf V hei3t ¢-
hermitesch, wenn h(v, w)= h(w, v)°e fur v, we V gilt; unter der obigen Identifi-
kation heit das: h = h™ey mit gy : V— V¥ &, (v)(f) = f(v)°¢e filr ve V, fe V*
(Vgl. [4], 8§ 1)

1.3. Ein (A, S)-Gitter (fur A = R kurz S-Gitter) in einem (A, L)-Modul V ist
ein (A, S)-Untermodul M, der iiber R endlich erzeugt ist, mit MK = V. Eine
Form auf M ist eine Form h auf V mit h(M)< M™, wobei M* das (A, S)-Gitter
{f e V*|f(M) < S} bezeichnet. Natiirlich heiBen zwei Formen h, h’ auf M isome-
trisch oder in derselben Klasse, wnn h =g*h'g mit einem (A, S)-linearen Au-
tomorphismus g von M gilt.

Sei M ein (A, S)-Gitter. Wir sagen, fiir (¢-hermitesche Formen auf) M gilt der
Endlichkeitssatz, wenn es zu jedem 87 0 aus R hochstens endlich viele Klassen
von e-hermiteschen Formen h auf M mit SM* < h(M) gibt.

1.4. Sei V ein (A, L)-Modul und {W, ..., W,} ein Vertretersystem fur die
Isomorphieklassen der selbstdualen unzerlegbaren direkten Summanden von V.
(Ein Modul W hei3t selbstdual, wenn W= W¥* gilt.) Insbesondere ist E, =
End (W,) ein lokaler Ring ([2], §2, no. 2, Proposition 4). Sei h; eine fest gewihlte
Form auf W,. Wir konnen h; als (g;e)-hermitesch fur ein ¢; € {1, —1} annehmen
(nachdem wir evt. h; durch h; +h¥(g;e)yw, ersetzt haben; vgl. [4], Proposition 2.5).

Bezeichne J; das maximale Ideal von E, Die Form h; liefert auf dem
Schiefkorper D, = E;/J; eine Involution 7, induziert durch e — h; 'e*h; fir ec E,.
Sei T, irgendeine R-Ordnung in D; mit T, = T}

SATZ. Gilt der Endlichkeitssatz fiir g;-hermitesche Formen auf T;-Gittern
(i=1,...,r), so auch fiir e-hermitesche Formen auf (A, S)-Gittern in V.

1.5. Fiir den Rest dieses Paragraphen sei K ein globaler Korper und R derart,
daB fast alle Primstellen in K von Primidealen in R kommen. Wir betrachten
einen (A, L)-Modul V mit kommutativen D,. Dann ist der Endlichkeitssatz fiir
T;-Gitter im Fall quadratischer Formen der besagte klassische Satz ([3], § 103), im



296 HEINZ-GEORG QUEBBEMANN

Fall alternierender Bilinearformen elementar ([5], Proposition 1.3), im Fall her-
mitescher Formen auf den ersten Fall zurtickfithrbar ([1], Proposition 2).

KOROLLAR. Der Endlichkeitssatz gilt fiir jedes (A, S)-Gitter in V.

1.6. In der Anwendung ist L =K order L/K eine quadratische
Korpererweiterung mit nicht-trivialem Automorphismus o. Sei speziell A der
Laurent-Polynomring R[t, t~'] mit der durch t — ¢! definierten Involution . Da
A Qg L Hauptidealring ist, sind unzerlegbare Moduln zyklisch und haben daher
kommutative Endomorphismenringe.

KOROLLAR. Sei M ein S-Gitter mit nicht-ausgearteter ¢-hemitescher Form h
tiber S. Dann enthdlt eine Konjugationsklasse der linearen Gruppe GL(M) hoshstens
endlich viele Konjugationsklassen der unitiren Gruppe (M, h).

Denn wie man leicht nachrechnet, sind zwei Isometrien ¢; und t,=gt,g""
(g € GL(M)) in U(M, h) konjugiert, wenn h und g*hg als Formen auf dem
(A, S)-Gitter (M, t;) in derselben Klasse liegen.

Analoge Ergebnisse erhalt man fur selbstadjungierte oder schiefadjungierte
Endomorphismen (A = R[t], t* = +t).

2. Beweis des Satzes

2.1. Wir gebrauchen die Bezeichnungen aus 1.4; (A, S)-Gitter heilen kurz
Gitter.

LEMMA. Gilt der Endlichkeitssatz fiir wenigstens ein Gitter in V, so gilt er fiir
jedes Gitter in V.

Beweis. Angenommen, der Endlichkeitssatz gilt fiir ein Gitter M in V. Sei N
ein weiteres Gitter. Wir konnen a, 8# 0 aus R wihlen mit tM < N< 37'M. Sei h
eine Form auf N und 8N* < h(N). Dann ist a*h eine Form auf M, und es gilt

a?B28M* < a’B8N* < a’Bh(N) < a*h(M).

Sei ferner h’ eine Form auf N und a?h’ isometrisch zu a*h auf M, also h' = f*hf
fiir ein fe Aut (V) mit f(M)= M. Es gilt aM < f(N)< 8~ 'M, und da B~ 'M/aM
als ein endlich erzeuger R-Torsionsmodul nur endlich viele Elemente hat, gibt es
fir f(N) nur endlich viele Moglichkeiten. Gilt aber h'=f*hf, h"=g*hg und
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f(N)=g(N), so ist die Einschrankung von g 'f auf N ein Automorphismus mit
h'=(g 'f)*h"g'f, also liegen h’' und h” in derselben Klasse. Damit ist klar, da3
der Endlichkeitssatz auch fur N gilt.

2.2. Wir konnen annehmen, daf3 V selbstdual ist. Nach dem Satz von Krull-
Schmidt ([2], § 2, no. 2, Théorém 1) gibt es eine Zerlegung

V=VOV'AV,® - DV,

wobei V'’ keinen nicht-trivialen selbstdualen direkten Summanden hat, V"= V'*
und V,= W™ fiir geeignete m, e N gilt. Ohne Einschrankung sei V"=V'¥
V, = W7o Nach 2.1 geniigt es, in V ein festes Gitter M zu betrachten. Wir wahlen
Gitter M’ in V', M"=M"*, N, in W, und setzen

M=MOM*®NT'®---DN;"

Als nachstes konstruieren wir eine Algebra E und eine Ordnung Z in E derart,
daB sich das Endlichkeitsproblem von M auf ein Z-Gitter verlagert. Und zwar sei
E =End (U) fur

U=VOV'OW,H---dW.

Wir definieren eine Form h, auf U als die orthogonale Summe der ‘“‘neutralen”
0 id "

Form ( N
ey O

phismus e — hy'e™h, von E. Dann ist > der Automorphismus e — men” mit

) auf V'@ V" und der Formen h; auf W,. Sei 7 der Antiautomor-

T' = halhzf‘:U = idv'@vv® Elidw1® A @l‘jridw'.
Wir setzen
N=MDIOM'SN,D- - - ON..

Die gesuchte R-Ordnung in E ist nun Z = End (N) N End (N)". (Offensichtlich gilt
neZund Z=2"))

2.3. Sei namlich X =Hom (U, V) mit der natiirlichen Struktur als (rechter)
E-Modul. Dann ist P=Hom (N, M) ein Z-Gitter in X. Zu einer Form h auf V
definieren wir nach [4], Proposition 2.4 eine Form hg auf X durch

he(x,y)=ho'x*hy  (x,y € X).
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Ist h e-hermitesch, so ist hg n-hermitesch: Es gilt

he(x, y)= h51X*h*8v)’ = h61X*h*Y**5U

= hb—l’C*h*Y**(hal)*hon = hg(y, x)™n.
Wir konnen ho(N)< N* annehmen und ein §,% 0 in R finden mit §,N* < hy(N).

LEMMA. Ist h eine Form auf M mit 8M™ < h(M), so ist 8,hx eine Form auf P
mit 88,P* < 8,hg(P). Ist ferner h' eine Form auf M und sind 8,hg, 8,hy auf P
isometrisch, so sind h und h' auf M isometrisch.

Beweis. Im Fall h(M)< M* gilt offensichtlich 8,hg(x, y) € End (N) fiir x, y € P,
also auch 8yhg(x, y) =(8,he(y, x))’n € Z. Bezeichne H den Funktor Hom (U, .).
Dann gilt hg = pH(h) mit p: H(V*)—->H(V)*= X* f>H(hy'f*ey).

Sei SM*c< h(M). Es folgt & Hom (N, M*) < Hom (N, h(M))= H(h)(P), also
dp(Hom (N, M*)) < hz(P). Da der Funktor Hom (N, .) auf direkten Summanden
von N@---@DN voll ist, gibt es zu de P* ein b: V— U mit b(M)c N und
d = H(b), also d =p(b*hym). Also gilt P*< p(Hom (N, M*)) und somit 88,P* <
Sohe(P).

Sind 8yhg, dphy isometrisch auf P, so haben wir aus dem gleichen Grund wie
oben hg = H(g)*hgH(g) mit g(M)= M, und die letzte Behauptung folgt.

2.4. Wir miissen also nun den Endlichkeitssatz fur das Z-Gitter P beweisen.
Sei J das Jacobson-Radikal von E und E=E/J, Z=Z/ZNJ. Dann ist Z eine
R-Ordnung in der halbeinfachen K-Algebra E, und r induziert einen An-
tiautomorphismus 7 auf E mit Z = Z".

Eine m-hermitesche Form h auf P induziert eine 7j-hermitesche Form h auf
dem Z-Gitter P=Bild von P in X =X/J. Hierbei gehen natiirlich Klassen auf
Klassen. Uber E ist eine Klasse bekanntlich schon durch ihre Reduktion modulo J

bestimmt. Dieses ‘‘Hensel-Lemma’’ 148t sich fiir unsere Zwecke folgendermafien
modifizieren:

LEMMA. Zu 8#0 in R gibt es Elemente B, y#0 in R mit der folgenden
Eigenschaft: Sind h, h' m-hermitesche Formen auf P mit 8P* < h(P)Nh'(P) und
h,h' isometrisch auf P, so gibt es ein fe Aut(X) mit BP<f(P)c vy 'P und
h' = f*hf.

Beweis. Da P nach Konstruktion iiber End (N) projektiv ist, konnen wir
Automorphismen von P liften. Sind h und h' isometrisch, so gibt es also ein
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fi € Aut (X) mit f,(P)=P und

h'=f¥hf, (mod Hom (X, X*)J).

Angenommen, wir haben firr ein k=1 Elemente B, v, #0 in R, die nur von &
abhangen, und ein f, € Aut (X) mit folgenden Eigenschaften gefunden:

(1), h'=fihf, (mod Hom (X, X*)J*),
2w BP<fi(P)c v 'P.

Wir schreiben h, fur fihf, und setzen
n=3h'(h'—hy), fer1 =fi(1+ny).

Dann gilt: n, € End (X)J*, f, ., € Aut (X),

fiihfirr=A+n)*h (1 +n,)
=h +3(h' = h)*nx +3(h' — h) + niheny,

also

(D1 h =fF 1 hfis(mod Hom (X, X*)J<+Y).
Aus (2), folgt leicht

BiP* < fi(P*) = vy ' P*
und damit

BidP* < h(P) < v *P*.

Es folgt

aknk(P) <P fur o = 23%‘}',2(8.

Da E eine endlich-dimensionale K-Algebra ist, gibt es eine naturliche Zahl m mit
J™ =0. Dann gilt jedenfalls ny' =0, also

A+nm)A-—m+- - +(-n)" =1
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und somit

Qi+ a7 'BP < fira(P) < (ayvi) ' P.

Mit B=8B,., Y=%. und f=f, ist alles bewiesen.

2.5. Es geniigt nach diesem Lemma zu wissen, ob der Endlichkeitssatz fur das
Z-Gitter P gilt. Denn nur jeweils endlich viele Klassen von m-hermiteschen
Formen h auf P mit §P* c h(P) konnen modulo J zusammenfallen: Dies folgt aus
der Endlichkeit von vy 'P/BP mit dem schon im Beweis von 2.1 benutzten
Argument.

Mit dhnlichen Schliissen wie in 2.1 kann ferner Z durch eine andere Ordnung
ersetzt werden:

LEMMA. Gilt der Endlichkeitssatz fiir Gitter iiber wenigstens einer R-Ordnung T
in E mit ne T=T7, so gilt er fiir Gitter iiber jeder solchen Ordnung.

2.6. Nun konnen wir den Beweis unseres Satzes beenden. Sei E' =End (V'),
E"=End (V"). Dann gilt

E=E'®E'®D,®---®D,.

Nach Konstruktion der Form h, vertauscht 7 die Summanden E', E” und ist auf
D; gleich 7,. Sei T' eine R-Ordnung in E', T"=T'" und

T=TPT'®T,D---DT..

Wir brauchen nach dem letzten Lemma den Endlichkeitssatz nur noch fur
T-Gitter zu haben. Ein solches Gitter hat die Gestalt

Q=Q0'dQ"®0D---BQ,

und eine 7-hermitesche Form auf Q ist die orthogonale Summe einer hermite-
schen Form auf Q'@ Q" und ¢;-hermitescher Formen auf Q,. Der erste Summand

!

hat die Gestalt (,?,, }(1)), und seine Klasse ist durch das T"-Gitter h'(Q")<c Q™

bestimmt, fiir das es unter der Bedingung 8Q™*c< h(Q) nur endlich viele
Moglichkeiten gibt. Fiir die anderen Summanden haben wir den Endlichkeitssatz
vorausgesetzt.
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