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Une famille infinie de noeuds fibres cobordants à zéro et ayant
même polynôme d'Alexander

Quach Thi Cam Van et Claude Weber

1. Introduction

Dans [5], H. Morton a construit une infinité de noeuds fibres dans S3, ayant
même polynôme d'Alexander, répondant ainsi par la négative à une question
posée par Burde et Neuwirth. H. Morton utilise la théorie des tresses.

Dans cet article, nous construisons de façon très élémentaire une famille de

noeuds Km, (m 0, 1, 2, 3, • • •)> fibres dans S3, tous distincts, ayant pour
polynôme d'Alexander A(f)2, où A(f)= 1-f+f2.

Ces noeuds ont en plus la propriété d'être tous "ribbon" et sont donc tous
cobordants à zéro.

Les modules d'Alexander de ces noeuds sont distincts sur ZT Z[f, f"1] car
leurs deuxièmes idéaux d'Alexander sont distincts. En revanche, pour m 5*1, ils
ont tous même module d'Alexander sur QT. Ainsi, pour m^l, les noeuds Km

ont même chaîne de polynômes: â1 â2, 42 1, et des chaînes d'idéaux
distinctes.

Considérons la forme de Seifert associée à la surface minimale de Km. Par [3],
nous pouvons associer à chacune de ces formes un (4q + l)-noeud simple dans

S4q+3(q s* 1), qui est fibre puisque la forme de Seifert est unimodulaire. On
obtient ainsi, pour m ^ 1, une famille infinie de noeuds simples fibres de dimension

(4q+1), ayant tous A(t)2 pour polynôme minimal de la monodromie. Comme
ce polynôme n'est pas semi-simple, notre résultat est en accord avec [1].

2. Construction du noeud Km

Considérons la somme connexe du noeud de trèfle avec son image par une
réflexion ("Square knot"). Considérons ensuite la portion hachurée de la surface
de Seifert dessinée sur la figure 1 et remplaçons-la par un ruban qui effectue m
tours complets (m entier s* 0). Le cas m 2 est représenté sur la figure 2. On
obtient ainsi le noeud Xm.

N.B.: Km n'est rien d'autre qu'une union symétrique au sens de [4].
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Figure 1.

Figure 2.
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THÉORÈME. Pour tout m ^0, Km est un noeud fibre.

Note: Ce théorème fut découvert par le premier des deux auteurs en essayant de

montrer que le noeud 820 se fibre. En fait 820 est le noeud Kx et K2 est le noeud
IO140 de la table de Rolfsen. Le même auteur espère donner un exposé plus
systématique des méthodes utilisées ici dans une publication ultérieure.

Preuve du théorème. Considérons la base {xu x2, x3, x4} du groupe fondamental

de la surface de Seifert S dessinée sur la figure 1 dans le cas m 0. (Rien
d'essentiel ne change dans le cas général.)

La méthode de Dehn montre facilement que tt^S3 - S) est libre de base {a1? a2,

a3, a4} où ax est le générateur de Dehn associé au ieme trou (voir figure 1).
Choisissons pour côté positif de S celui qui se trouve au-dessus du point-base.
Soit i+:7r1(S)->7T1(S3-S) l'homomorphisme obtenu en poussant S dans S3-

S du côté positif de la surface.
On trouve pour le noeud Km:

i+(xi) alf i+(x2) arXa2(«31«2)m,

D'après [2], il suffit de voir que i+ est surjectif pour conclure que Km se fibre.
De toute évidence:

<xx et a4elm(i+) et i+(x2x3) aï1a2aï1a4

Donc: a2a3"1GJm(i+).
Les expressions calculées pour i+(x2) et i+(x3) montrent alors que a2 et

a3elm(i+).

N.B.: Si l'on ne veut pas utiliser [2], il n'est pas difficile de voir directement que i+

(et L) sont des isomorphismes. C.q.f.d.

3. Module d'Alexander du noeud Km

Comme le coefficient d'enlacement de xt avec a} est égal à 8l} (symbole de

Kronecker), les formules exprimant i+(x(), i 1, 2, 3, 4, donnent immédiatement
(en permutant les a}) la matrice de Seifert A associée aux choix que nous avons
faits.



Une famille infinie de noeuds fibres cobordants à zéro 565

On trouve:

1-10 0

0 m + 1 -m 0

0 -m m-1 0

0

et donc

tA-A*

1

ft-1 -t 0 0

1 (m + l)(f-l) m(l-r) 0

0 m(l-t) (m-l)(r-l) -1
x

o o t i-tl
A* désigne la matrice transposée de A.

Classiquement, tA-A* est une matrice de présentation sur ZT du module
d'Alexander Mm du noeud Km. Des opérations élémentaires sur les lignes et les

colonnes montrent que Ton peut réduire cette matrice à la matrice suivante, où

A(t) l-t+t2:

(A mt\

\0 AI

Le polynôme d'Alexander de Km est donc A2(t). Si m 0, on retrouve bien

M0~ZT/A(BZT/A. Si m 2*1, mt est une unité de QT. Ceci entraîne
immédiatement que:

Ainsi, pour m^l, A2 est le polynôme minimal de la monodromie.
Considérons maintenant l'idéal Jm de ZT engendré par A et mt. (Par

définition, il s'agit du deuxième idéal élémentaire de Mm.) Il est facile de voir que:
ZT/Jm «Z/m©Z/m comme groupes abéliens. Ceci montre que: si m^ m1 alors

lm* Im> l\ donc Mm* Mm, (D'où: Km¥>KJ).
De là découle par exemple; que Mm est une somme directe de ZT-modules

cycliques si et seulement si m est égal à 0 ou 1.

Comme QT-module, QT/A2 est irréductible, c'est-à-dire: il n'est pas la

somme directe de deux modules non triviaux. Ceci, plus le fait que Km est de



566 QUACH THI CAM VAN ET CLAUDE WEBER

genre deux implique facilement que Km est un noeud premier si m^l. Une
consultation des tables permet alors de montrer (si elles sont complètes!), de

façon purement calculatoire, que Kt est le noeud 82o et que K2 est le noeud 10140

(numérotation de Rolfsen). On peut aussi le voir géométriquement.
Finalement, il n'est pas difficile de voir que Km est "ribbon" car Ko l'est par

construction et les torsions effectuées pour obtenir Km ne changent rien d'essentiel.

Note: Le professeur J. Stallings nour informe qu'il a obtenu essentiellement le

même contre-exemple. Voir Proceedings Symposia in Pure Math. Vol. 32.
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