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Konvexe Polytope mit kongruenten regulâren (h-1)-Seiten fan Rn

R. Blind

1. Eine vollstândige Aufzâhlung der konvexen Polyeder mit regulâren und
zueinander kongruenten Seiten wurde in [3] und in [4] gegeben; in [7] wurden
dann allgemeiner aile konvexen Polyeder mit regulâren Seiten bestimmt. Auf die
analoge Fragestellung in hôheren Dimensionen wird in [5, S.414] hingewiesen.

Eine Aufzâhlung aller konvexen n-Polytope mit kongruenten regulâren
(n-l)-Seiten Deckseiten im Rn (n^5) ist fur ein in [1] behandeltes

lagerungsgeometrisches Problem von Interesse. In der vorliegenden Arbeit wird
gezeigt, daB es im Rn fur n ^ 5 auBer den regulâren konvexen Polytopen und der
als Vereinigung von 2 regulâren Simplizes darstellbaren Bipyramide keine weite-
ren solchen Polytope gibt, und daB im R4 solche Polytope entweder regulàr sind
oder von Tetraedern begrenzt werden.

2. HILFSSATZ 1. Es sei P ein konvexes n-Polytop (n^4) mit kongruenten
regulâren Deckseiten und K sei eine (n — 3)-Seite von P. Dann ist K in i Deckseiten

von P enthalten, wobei nur die folgenden Deckseiten und Werte von i môglich sind:

n=4: Tetraeder, 3^i^5 n^5: reg. (n-l)-Simplex, 3^i^4
Oktaeder, i 3 (n -1)-Mafipolytop, i 3

Kubus, i 3

Dodekaeder, i 3

Beweis. Es seien P} (j' 1,..., i) die Deckseiten von P, die K enthalten. Weil
jede Seite von P Durchschnitt der sie enthaltenden Deckseiten ist, ist i^3.
Andererseits gilt fur den Innenwinkel a, von P, bei seiner (n - 3)-Seite K nach [6]
die Beziehung Xî=i ^ <2tt. Durch Einsetzen der entsprechenden Werte fur a,
(siehe z.B. [2]) folgt die Behauptung.

HILFSSATZ 2. Wenn 3) eine echte Teilmenge der Deckseitenmenge eines

n-Polytops P ist so, dafi jede Deckseite aus 3) mit mindestens einer anderen
Deckseite aus 3) eine (n - 2)-Seite gemeinsam hat, so gibt es eine (n - 3)-Seite von
P, die in 2 Deckseiten aus 3) enthalten ist und in einer Deckseite nicht aus 3).

Beweis. Dièse Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, daB der Graph,
dessen Knoten die Deckseiten von P sind und bei dem 2 Knoten genau dann
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durch eine Kante verbunden werden, wenn ihr Durchschnitt (n-2)-dimensional
ist, zusammenhângend ist.

3. Im R4 gilt:

SATZ 1. Es sei P ein konvexes 4-Polytop mit kongruenten regulâren Deck-
seiten. Dann ist P regulâr, oder die Deckseiten von P sind Tetraeder.

Beweis: Wenn die Deckseiten von P keine Tetraeder sind, so sind sie nach
Hilfssatz 1 Oktaeder, Kubusse, oder Dodekaeder, und jede 1-Seite von P ist in
genau 3 Deckseiten von P enthalten. Nach Hilfssatz 2 folgt daraus die Behaup-
tung.

Bemerkung. Es gibt konvexe 4-Polytope mit Tetraedern als Deckseiten, die
weder regulâr noch eine als Vereinigung von 2 regulàren Simplizes darstellbare
Bipyramide sind: Die Bipyramide P mit dem Ikosaeder als Basis so, daB aile
1-Seiten von P gleich lang sind, ist ein solches 4-Polytop.

4. Im Rn (n^5) gilt im Fall von regulàren (n - 1)-Simplizes als Deckseiten:

SATZ 2. Es sei P ein konvexes n-Polytop (n^5) mit regulàren (n-1)-
Simplizes als Deckseiten. Dann ist P ein regulâres Simplex, eine als Vereinigung
von 2 regulâren Simplizes darstellbare Bipyramide, oder ein regulâres Kreuzpolytop.

Beweis. Es sei 38 (P) der Randkomplex von P, K eine (n-3)-Seite von P,
st (K, 38 (P)) der Stern von K in 38(P), und link (K, 38(P)) der Komplex aus allen
zu K fremden Polytopen von st(K, 38 (P)). Nach Hilfssatz 1 ist K in 3 oder 4
Deckseiten von P enthalten.

Weil aile Elemente von 38 (P) Simplizes sind, bestimmt jedes Elément von
link (K, 38(P)) eindeutig eine K echt enthaltende Seite von P; die dadurch
definierte Abbildung ist eineindeutig und inklusionserhaltend.

Es sei Kx der euklidische Raum, der orthogonal ist zu K und den Schwer-

punkt von K enthâlt. Dann sind die KDK1 enthaltenden 2-Seiten von PflK1
genau die Durchschnitte von Kx mit den K enthaltenden Deckseiten von P. Weil
die Elemente von link (K, 38(P)) in Kx liegen, sind die KHK1 enthaltenden
2-Seiten von PHK^ also genau die konvexen Hùllen von KnKx und den

1-Seiten aus link(K, ®{P)). Analoges gilt fur die KHK1- enthaltenden 1-Seiten

von P H K\ Deshalb ist link (K H K\ 38(P n Xx)) link (X, 38(P)).

Im Fall, daB K in 3 Deckseiten von P enthalten ist, ist KflK1 in 3 2-Seiten

von PHKX enthalten, so daB link (K, 38 (P)) gleich dem Randkomplex eines

Dreiecks ist; und im Fall, da|3 K in 4 Deckseiten enthalten ist, ist link (K, 38(P))
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kombinatorisch âquivalent zum Randkomplex eines 4-Ecks. Dabei sind in jedem
Fall aile 1-Seiten von link (K, 38 (P)) gleich lang.

Wenn K in genau 3 Deckseiten enthalten ist, so hat jetzt st (JK, 38 (P)) genau
n +1 Ecken. Je 2 davon liegen in 1 Deckseitensimplex durch K, so daB die Ecken
von st(K, 38 (P)) paarweise denselben Abstand voneinander haben.

Aus den bisherigen Ûberlegungen ergeben sich unmittelbar die Teile a) und b)

von

HILFSSATZ 3.

a) Wenn die (n — 3)-Seite K in genau 3 Deckseiten von P enthalten ist, so ist
die Eckenmenge von st(K, 38(P)) die Eckenmenge eines regulâren n-Simplex S,

xvobei 3 Deckseiten von S auch Deckseiten von P sind.

b) Wenn die (n — 3)-Seite K in genau 4 Deckseiten von P enthalten ist, so ist
link (K, 38 (P)) kombinatorisch âquivalent zum Randkomplex eines ebenen 4-Eeks.
Die Verbindungsstrecken gegenùberliegender Ecken von link (K, 38 (P)) sind
zueinander orthogonal und orthogonal zur Verbindungsgeraden ihrer Mittelpunkte
(falls dièse verschieden sind).

c) Es sei P' wie P ein konvexes n-Polytop mit reg. (n — l)-Simplizes als

Deckseiten, und K sei gemeinsame (n — 3)-Seite von P und P'. Wenn dann K in 4
Deckseiten von P' enthalten ist, und wenn P'aP gilt, so ist link(lC, 38(P'))
link (K, 38 (P)).

Der Beweis des Teils c) von Hilfssatz 3 ergibt sich durch Ûbergang zu den
Polytopen PDK1- und P'nK2-, deren KHK1^ enthaltende 2-Seiten aile kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke sind.

Zum weiteren Beweis von Satz 2 wird eine Fallunterscheidung durchgefùhrt.

Fall 1. Es gibt eine (n — 3)-Seite von P, die in genau 3 Deckseiten von P
enthalten ist.

Nach Hilfssatz 3a ist dann die Eckenmenge von P Obermenge der Eckenmenge

eines regulâren n-Simplex S, wobei eine Deckseite Pt von S auch
Deckseite von P ist.

Fur P — S ist Satz 2 bewiesen, im folgenden wird deshalb P^S angenommen.
Dann gibt es eine Deckseite P2 von P, die nicht Deckseite von S ist. Mit Hilfe der
zum Beweis von Hilfssatz 2 verwendeten Tatsache sieht man, daB o.B.d.A. Px H P2

eine (n-2)-Seite von P ist. Es sei p die zu Px fremde Ecke von S. Weil nach
Hilfssatz 3a 3 Deckseiten von S auch Deckseiten von P sind, gibt es eine
gemeinsame Deckseite von P und S durch p; dièse schneidet PXHP2 in einer
(n — 3)-Seite Ko, und conv (Ko U {p}) ist gemeinsame (n — 2)-Seite von S und P.

Gâbe es auBer Px und P2 nur noch 1 weitere Ko enthaltende Deckseite von P,

so wâre nach Hilfssatz 3a die Eckenmenge von st(K0, 38 (P)) die Eckenmenge
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eines reg. n-Simplex S'; S' hâtte wie S die Deckseite Pt von P als Deckseite, und
wùrde daher auf derselben Seite von Px liegen wie S, also mit S zusammenfallen;
dann wâre aber P2 eine Deckseite von S im Widerspruch zur Voraussetzung ûber
P2. Also gibt es genau 4 Deckseiten von P, die Ko enthalten.

Nach Hilfssatz 3b ist somit link (Ko, 38 (P)) kombinatorisch âquivalent zum
Randkomplex eines 4-Ecks. Ist P(11) bzw. P21} die zu Ko fremde 1-Seite von Pt
bzw. P2, so gilt P?\ P^elink (Ko, «(P)). Weil conv (K0U{p}) (n -2)-Seite von P
ist, gilt p g link (Ko, 98(P)). Weil nach Définition p^Pl9 P2, ist link (Ko, 38(P))
durch Pi1}, P21} und p eindeutig bestimmt.

p und Pi1} bestimmen den Komplex link(K0, 38 (S)), den Randkomplex eines

gleichseitigen Dreiecks; deshalb bestimmen auch P21} und p den Randkomplex
eines gleichseitigen Dreiecks, das eine 1-Seite mit link (Ko, 38 (S)) gemeinsam hat.
Deshalb ist die Eckenmenge von st(X0, 38 (P)) die Eckenmenge einer als Ver-
einigung von 2 regularen n-Simplizes darstellbaren Bipyramide B. Die Eckenmenge

von P ist also Obermenge der Eckenmenge von B, wobei mindestens eine
Deckseite P3 von B auch Deckseite von P ist.

Fur P B ist Satz 2 bewiesen, im folgenden wird deshalb P=t= B angenommen.
Dann gibt es eine Deckseite P4 von P, die nicht Deckseite von B ist. Mit Hilfe der
zum Beweis von Hilfssatz 2 verwendeten Tatsache sieht man, daB o.B.d.A. P3 n P4

eine (n — 2)-Seite von P ist, und auch von B. Nun liegen die (n — 2)-Seiten von B
entweder ganz in der Symmetriehyperebene von B oder haben mit dieser eine

(n-3)-Seite gemeinsam. P3nP4 enthâlt also eine (n — 3)-Seite Kqq, die ganz in
der Symmetriehyperebene von 38 liegt. Dann gibt es genau 4 Deckseiten von B
durch Koo. Koo ist auch Seite von P. Aus Hilfssatz 3c folgt link (Koo, 98(P))

link(KOo> 98 (B)) im Widerspruch dazu, daB P4 eine Deckseite von P durch Koo

war, die nicht Deckseite von B war. Damit ist im 1. Fall P S oder P B.

Fall 2. Aile (n-3)-Seiten von P sind in 4 Deckseiten von P enthalten.

Es sei Do eine Deckseite von P. Dann gibt es genau n Deckseiten Dx

(i 1,..., n) von P, deren Durchschnitt mit Do eine (n -2)-Seite ist; V[1} sei die
Verbindungsstrecke der zu Do H Dt fremden Ecken von Do und Dr Der Durchschnitt

von Dô, Dj und Dk (j=f=fc, l^j^n, l^k^n) ist eine (n-3)-Seite KJk,

und nach Voraussetzung dièses Falls ist link(Xjk, 38 (P)) kombinatorisch
âquivalent zum Randkomplex eines 4-Ecks.

V,(1) und V^ 0*4= K 1^/^n, l^fc^n) sind die Verbindungsstrecken
gegenùberliegender Ecken von link (Kjk, 38(P)). Deshalb hat die Menge {V\l) 11 ^
i ^ n} nach Hilfssatz 3b die folgende Eigenschaft: Die Strecken V{1) haben

paarweise orthogonale Richtungen, die orthogonal sind zur Verbindungsgeraden
ihrer Mittelpunkte (falls dièse verschieden sind). Die Richtungen der V^1) bestimmen

daher ein orthogonales n-Bein. Es sei A der von den Mittelpunkten der V[x)



308 R BLIND

aufgespannte affine Raum und i0 ein fester Index mit 1 ^ i0 ^ n, dann wird A auch

aufgespannt von den Verbindungsgeraden des Mittelpunkts von V™ mit den dazu

ver schiedenen Mittelpunkten der V*1*; V™ ist orthogonal zu jeder dieser
Verbindungsgeraden, also orthogonal zu A. Folglich ist das von den Richtungen der V*1*

bestimmte orthogonale n-Bein orthogonal zu A, so daB A die Dimension O hat,
d.h.: Aile Strecken Vt(1) schneiden sich in einem Punkt. Weil auBerdem aile 1-Seiten

von link(K]k9 ffl(P)) gleich lang sind, sind aile Strecken V[x) gleich lang.
Damit sind die 2n Ecken aller Strecken V»1) die Ecken eines regulâren

n-Kreuzpolytops X. Weil die Ecken der Strecken V<1} auch Ecken von P waren,
ist die Eckenmenge von P Obermenge der Eckenmenge des regulâren Kreuz-
polytops X. AuBerdem ist P1: D0 gemeinsame Deckseite von X und P.

Fur P X ist Satz 2 bewiesen, im folgenden wird deshalb P4= X angenommen.
Dann gibt es eine Deckseite P2 von P, die nicht Deckseite von X ist. O.B.d.A. ist
wieder P!nP2 eine (n-2)-Seite von P und auch von X. KQ sei eine (n —3)-Seite

von Px fi P2. Dann gibt es genau 4 Deckseiten von X durch Ko. Ko ist auch Seite

von P. Aus Hilfssatz 3c folgt link(K0, $(P)) link(K0, ffl(X)) im Widerspruch
dazu, daB P2 eine Deckseite von P durch Ko war, die nicht Deckseite von X war.
Damit ist im 2. Fall P X.

5. Im Rn (n^=5) gilt im Fall von (n - l)-MaBpolytopen als Deckseiten:

SATZ 3. Es sei P ein konvexes n-Polytop (n ^ 5) mit (n - 1)-Mafipolytopen als
Deckseiten. Dann ist P ein n-Majipolytop.

Beweis. Dies folgt direkt aus den Hilfssâtzen 1 und 2.
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