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Comment. Math. Helvetici 54 (1979) 288-303 Birkhduser Verlag, Basel

Funktionale von primitiven Polygonen Kleinscher Ebenen

Stanko BILINSKI (Zagreb)

1. Einfithrung

Es sei a irgendeine Kleinsche Ebene, also ein Paar (M, I'), wobei insbeson-
dere M eine reelle Zahlenebene ist, welche eventuell irgendwie durch un-
eigentliche Punkte erweitert sein kann, und die Fundamentalgruppe I' dieser
Ebene sei eine Liesche Gruppe. In jeder solchen Kleinschen Ebene gibt es eine
einfache Punktfigur, fiir welche man die allgemeine Form von allen mdglichen
Funktionalen angeben kann. Diese Figuren sind eben die einfachsten endlichen
diskreten Punktfiguren der betreffenden Ebene, welchen noch eine skalare In-
variante zugeordnet werden kann, und diese Figuren seien jetzt erklart.

Eine Menge von n komplanaren Punkten (n>0), welche im Falle n>?2
zyklisch geordnet ist, soll ein “Polygon” heissen, und mit 7, bezeichnet werden.
Im allgemeinen werden wir noch fordern, dass kein Punktetripel aus der Menge
kollinear ist. Die Punkte der Menge nennen wir auch ‘“Eckpunkte”, und die Zahl
n die “Ordnung” des Polygons .. Ist nun die Fundamentalgruppe I' der Ebene «
eine genau v-fach transitive Transformationsgruppe (v =0), dann soll , ., das
“primitive Polygon” dieser Ebene heissen. Es sind z.B. 7, das primitive Polygon
der metrischen Ebenen und 75 das primitive Polygon der projektiven Ebene.

Wenn die Fundamentalgruppe I' der Ebene v-fach transitiv ist, so gehoren
alle Polygone , zu derselben Aquivalenzklasse. Es kann also den Polygonen r,,
ausser dem trivialen Fall einer Konstante, kein Funktional zugeordnet werden.
Die primitiven Polygone m, ., sind also Polygone niedrigster Ordnung, welchen
nichttriviale Funktionale zugeordnet werden konnen.

Unlangst hat H. Schwerdtfeger ([4],[5]) die Invarianten in allgemeinen
Riumen in Bezug auf genau wv-fach transitive Transformationsgruppen unter-
sucht. Dabei hat er gefunden, dass jede genmau w-fach transitive Transfor-
mationsgruppe eine “im wesentlichen einzige’ (v + 1)-Punkt-Invariante hat, d.h.
jede andere Invariante kann nur eine Funktion dieser ‘“‘Grundinvariante” sein.

Andererseits haben schon L. E. J. Brouwer [1] und spater B. Kerékjart6 [2]
den folgenden Satz bewiesen:

Wenn die Transformationsgruppe der Geraden transitiv ist, muss sie notwen-
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dig kontinuierlich sein. Auf einer Geraden kOonnen wv-fach transitive Transfor-
mationsgruppen nur fur » =1, 2, 3 bestehen.

Die einzigen transitiven Gruppen der Geraden sind also die Gruppe der
Translationen, die affine Gruppe und die projektive Gruppe, und im Sinne des
Satzes von Schwerdtfeger entsprechen diesen Gruppen der Reihe nach die
Entfernung, das Teilverhaltnis und das Doppelverhiltnis als im wesentlichen
einzig mogliche Invarianten. Nun haben aber noch J. Aczél, S. GoXab, M.
Kuczma und E. Siwek [3] zwei Beweise des Satzes gegeben, wonach das
Doppelverhiltnis die ‘“‘im wesentlichen einzige” mogliche Invariante eines Punkt-
quadrupels der projektiven Geraden ist.

Wabhrscheinlich ist nun die folgende Erweiterung des Satzes von Brouwer und
Kerékjarté giiltig:

In einem n-dimensionalen Raum (n>0) kOnnen v-fach transitive Transfor-
mationsgruppen nur fir v=0,1,2,...,n+2 bestehen.

Falls diese Vermutung giiltig ist, kann keine Kleinsche Ebene bestehen mit
dem primitiven Polygon m,,,, wo v>4 wire.

Es wird sich zeigen, dass es zwei Arten von primitiven Polygonen gibt. Bei den
primitiven Polygonen “erster Art” wird eine Aquivalenzklasse durch einen ein-
zigen invarianten Parameter x bestimmt. Dabei kann als Parameter irgendeine
skalare Invariante gewdhlt werden unter der Bedingung, dass diese die
Aquivalenzklasse eindeutig bestimmt. F(x) ist dann die allgemeine Form jedes
Funktionals, wobei F eine beliebige Funktion ist. Primitive Polygone erster Art
sind z.B. das Polygon m; der aquiaffinen Ebene, und die Polygone m, der
Euklidischen Ebene und der Homothetieebene.

Fir die Bestimmung einer Aquivalenzklasse von primitiven Polygonen “zwei-
ter Art” sind dagegen zwei unabhéngige invariante Parameter x, y notig. Auch
hier kann ein unabhéngiges Paar von skalaren Invarianten als Parameterpaar
gewahlt werden, wenn nur dieses Paar die Klasse eindeutig bestimmt.

Es kann aber nicht eine beliebige Funktion F(x,y) ein Funktional dieser
Klasse sein, obwohl sie in Bezug auf die Gruppe I' invariant ist. Dieselbe Klasse
von Polygonen zweiter Art kann nidmlich im allgemeinen durch mehrere ver-
schiedene invariante Parameterpaare x, y bestimmt werden, und da jedes Funk-
tional der Klasse eindeutig zugeordnet ist, soll fiir alle diese verschiedenen
Parameterpaare die Funktion F(x,y) denselben Wert annehmen. Darum soll
diese Funktion auch in Bezug auf eine diskrete Transformationsgruppe G end-
licher Ordnung der Parameterebene (x, y) invariant sein, nimlich jene Gruppe G,
in Bezug auf welche alle jene Parameterpaare x,y aquivalent sind, welche
dieselbe Klasse von Polygonen zweiter Art bestimmen.

Die primitiven Polygone zweiter Art sind z.B.: 75 der projektiven Ebene, 7,
der affinen Ebene, m; der dquiformen und zentroaffinen Ebene, m, der Trans-
lationsebene und 7r; der Identititsebene.
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Die Funktionale F(x) der primitiven Polygone erster Art ergeben sich durch
die Losung einer Funktionalgleichung.

Nach der Wahl eines geeigneten unabhidngigen Invariantenpaares x, y einer
Klasse primitiver Polygone zweiter Art werden sich dann durch die Losung eines
Systems von Funktionalgleichungen die Funktionale F(x,y) dieser Klasse
ergeben.

Auf die oben angedeutete Weise wird also die allgemeine Form von allen
Funktionalen der einzelnen Klassen primitiver Polygone bestimmt.

Wie schon gesagt, jedes primitive Polygon gehort zu einer von den zwei Arten.
Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus dem

SATZ A. Die Fundamentalgruppe I einer Kleinschen Ebene sei m-gliedrig und
genau v-fach transitiv. Dann ist

m=2v+u;(¥=0,1,2,...;0=0,1) (1.1)
und das primitive Polygon ., dieser Ebene ist von (2— u)-ter Art.

Beweis: Es sei

_{x—-><p(x,y,a1,...,am),
. y__)!ll(xay’aly---9am)7

wobei ¢ und ¢ zwei beliebige analytische Funktionen ihrer (m+2) Argumente
sind, und seien

Pl(xls YI)9 P2(x2a YZ)7 ceey
(1.2)
Pl(fla yl)ﬁ P2(f2, yz), . Wi e

zwei beliebige Folgen unabhéngiger Punkte der Ebene. Da I' genau v-fach
transitiv ist, so ist sicher fir beliebige Folgen (1.2) das System, welches die v
ersten Gleichungspaare

xi = ‘p(xv Yia a19 LR ) am)
(i=12,...)
Yi = l”(x’v yi’ al’ s ey am)
bilden, l6sbar, aber das System von v+ 1 solchen Paaren ist nicht 16sbar. Darum
ist
2Zv=Em<2v+2,

und die Beziehung (1.1) ist also giiltig.
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Um nun ein Polygon aus einer Aquivalenzklasse von primitiven Polygonen
7, +1 ZU bestimmen, seien zunichst » Punkte der Ebene beliebig aber unabhingig
gewihlt. Durch die Wahl eines weiteren, von anderen unabhédngigen, (v +1)-ten
Punktes P,.,, wird ein Polygon m,,; aus der Aquivalenzklasse bestimmt, also
auch diese Klasse selbst. Bei der Wahl des Punktes P, ;(x, .1, ¥,4+1) verfiigt man
im ersten Falle beliebig mit beiden Koordinaten, wiahrend im zweiten Falle nur
noch eine Koordinate frei wahlbar ist. Daraus folgt aber unmittelbar, dass die
Aquivalenzklasse jedes primitiven Polygons ., je nach der Art dieser Klasse,
entweder durch einen oder durch zwei unabhidngige Parameter bestimmt werden
kann, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Nun stellen wir das Problem auf, die allgemeine Form von allen Funktionalen
primitiver Polygone in einzelnen Kleinschen Ebenen zu bestimmen.

Es sei also die Fundamentalgruppe I' einer Kleinschen Ebene m-gliedrig und
genau v-fach transitiv, und sei

Wv+1{P1(x1) y1), P2(x2’ Y2), CCIRE ) Pv+1(xv+1’ yv+1)}
(im Falle v>1 zyklisch geordnet!)

ein primitives Polygon dieser Ebene. Wenn auf die Koordinaten der Eckpunkte
die allgemeine Transformation der Gruppe I" angewendet wird, so sei das durch

F(xla YI, x2’ YZ7 seey xv+17 YV+1)

bezeichnet. Alle Funktionale des primitiven Polygons m,,; werden sich dann
durch die allgemeine Losung der Funktionalgleichung

F(xl, y1, x2’ Y2, R P y;H—l) = F[F(xla yla x2, Yz, cees Xyt YV+1)] (1°3)

ergeben. Falls mr,,, ein primitives Polygon erster Art ist, kann man diese Funk-
tionalgleichung im allgemeinen einfach 16sen. Im Falle des primitiven Polygons
zweiter Art wird die Losung dieser Gleichung weniger einfach. Dann aber wird
uns eine andere Methode helfen die allgemeine Form von allen Funktionalen des
Polygons ,,, zu bestimmen.

2. Einige primitive Polygone erster Art

Es sei jetzt u =1 angenommen, dann ist nach Satz A das primitive Polygon
m,,, von erster Art. Hier werden fiir einige besondere wichtigere Fille dieser
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Polygone, wobei die Fundamentalgruppe der Ebene eine affine Untergruppe ist,
die allgemeine Form von allen Funktionalen bestimmt.

(a) 115 der dquiaffinen Ebene
Im Falle der dquiaffinen Ebene nimmt die Funktionalgleichung (1.3) die Form

F(xy, 1, X2, Y2, X3, ¥3) = F(aux; ta;y1tags, axtay,t+ass,

A11X2+A15Y,F Qq3, Ax1X0+ Ax Yo+ Go3, Q11 X3F A12Y3F Ag3, A1 X3+ Azy3+a33)
(2.1)

an, wobei die Koeflizienten a; der Beziehung
(@11822— A12051)° =1 (2.2)

geniigen missen, und da die Punkte von 75 nicht kollinear sind, muss auch

x; y1 1
28S=|x, y» 1[#0 (2.3)
x3 y3 1

gelten.

Es handelt sich also hier, die allgemeine Losung einer Funktionalgleichung
elfter Stufe zu finden. Dazu werden wir die Stufe dieser Gleichung um fiinf
reduzieren. Zu diesem Zweck setzen wir folgendes System von fiinf Gleichungen
auf:

a1 Xt apy+a;3=0,
a1 x3+apys+a;3=0,
Az x1+apy, +a=1, (2.4)12,3.4.5
1%+ Ay, +a; =1,

az1X3+ axnysta=0.
Aus (2.4),, folgt mit einem noch unbestimmten Faktor A

a; =A(y,—ys),
a12=A(x3—X5), (2-5)1,2,3

a13=A(X2¥3— X3Y,),
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wihrend das System von Gleichungen (2.4), 4 5 ergibt:

1
a, = _2—5_ (y2—y1),

1

ar = '2”§ (x1—x5), (2-6)1,2,3

1
ar3 = 55 [x3(y1—y2) + ys(x2—x;)].

Setzt man jetzt die Werte (2.5),, und (2.6),, in (2.2) ein, so folgt
A ==28. 2.7
Wegen (2.4), (2.5), (2.6) und (2.7) nimmt jetzt die Gleichung (2.1) die Form
F(x1, Y1, X2, ¥2, X3, ¥3) = F(£45%,1,0, 1, 0, 0). (2.8)

an.
Es sei nun durch

f(u)=F(x4u*1,0,1,0,0) (2.9)

eine neue Funktion f eingefiihrt; dann ist nach (2.8) und (2.9)

1 xy y1 1
F(xla Vi, X2, YZ, X3, y3) =f 5 X3 y2 1 ) . (210)
x3 ys 1

Wenn also die Gleichung (2.1) eine Losung hat, so kann diese immer auf die
Form (2.10) gebracht werden, wobei zunichst die Funktion f durch (2.9)
definiert ist. Man findet aber, dass die Funktion (2.10) die Gleichung (2.1)
tatsidchlich befriedigt, und zwar fiir jede beliebig gewéhlte Funktion f. Das ist also
die allgemeine Losung dieser Gleichung.

Jeder Klasse von primitiven Polygonen r; der dquiaffinen Ebene ist also der
invariante skalare Parameter

x; y1 1
S’_:i x2 y2 1 é
x3 y3 1
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zugeordnet, und diese Funktional sei der “Inhalt” von 75 genannt. Jede andere
skalare Invariante dieser Klasse von primitiven Polygonen ist dann eine Funktion
von S.

(b) 7, der Euklidischen Ebene

Durch die allgemeine Losung der Funktionalgleichung

F(xy, y1, X2, y2) =

F(a,1x,+a12y1+ 43, 21X+ a2y, Faz3, 11X+ A10Y,+ A3, Q21X+ a5, ay3)
(2.11)
wobei die Koeffizienten a; den Gleichungen

a%l + a%z =1,
as +a3=1, (2.12)1 55

A11021+a1205, =0,

geniigen missen, werden alle Funktionale des primitiven Polygons 7, der Euk-
lidischen Ebene bestimmt. Da die Gleichung (2.11) von siebenter Stufe ist, so
muss diese Stufe um drei reduziert werden, um die allgemeine Losung zu
bekommen. Es sei also

Ay X1+a5y,+a;=0,
a;x;tany,+a=0, (2-13)1,2,3

a1 X,+ayy,+a=0

angenommen, dann folgt zunéchst aus (2.13), ; unter Benutzung von (2.12),

-y Xo—X X1Y2— X5V
a, = _Y__x_:E_d_z > Az = —2;‘2"1’, a3 = "Liiﬁ > (2.14), 53
wobei zur Abkiirzung
d =\/(x1"x2)2+()71_}’2)2 (2.15)
gesetzt ist. (2.12);, (2.14),, und (2.12), ergeben dann
X, —X -
a, =1 -2 a12=!‘l“—yz- (2.16);

+d ’ +d
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Aus (2.13), und (2.16), , folgt noch

_ XX+ )’1}’2”35%' )’%

13 y (2.17)
Mit Benutzung von (2.16), (2.17) und (2.13) folgt dann aus (2.11)
F(xy, y1, X, y2) = F(£d, 0, 0). (2.18)
Wird nun durch
f(d)=F(xd, 0,0) (2.19)
eine neue Funktion f eingefiihrt, so ist nach (2.11), (2.18) und (2.19)
F(x1, y1, X2, y2) = f(d). (2.20)

Dabei ist f eine durch (2.19) definierte Funktion. Da aber (2.20) mit jeden
beliebigen Funktion f der Gleichung (2.11) geniigt, so ist das die allgemeine
Losung der Gleichung (2.11). Die Funktion (2.15), als einfachstes Funktional des
primitiven Polygons r,, soll dabei die ‘“Entfernung” der Punkte P,(x;,y;) und
P,(x,, y,) heissen.

(¢) m, der Homothetieebene

Um alle Funktionale des primitiven Polygons der Homothetieebene zu bestim-
men, muss auch jetzt die Funktionalgleichung (2.11) gel6st werden, nun aber
miissen die Koeffizienten a; den Bedingungen

a,,=a,n#0, a,=a;=0 (2.21)

geniigen. Die Variablen der so erhaltenen Funktionalgleichung verbinden wir
noch mit den Gleichungen

apyita=1,
a1 x;+a;3=0, (2.22)

a;y2+a=0.
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Da die Punkte P; und P, nicht zusammenfallen, so konnen x; —x, und y, —y,
nicht zugleich verschwinden. Es sei zunachst der Fall y, # y, betrachtet.
Dann geht (2.11) wegen (2.21) und (2.22) in

F(xb Yb X2, Y2) = F(xl:xz b 19 09 0)

Yi—Y2

uber. Wird nun durch
F(u,1,0,0)=f(u)

eine neue Funktion f eingefiihrt, so findet man, dass

Fxi ya x99 =1 2) (2.23)

die allgemeine Losung von (2.11) fur den Fall (2.21) darstellt, wobei f beliebig ist.
Falls x; # x, gultig ist, beweist man auf analoge Weise, dass man die all-
gemeine Losung in der Form

F(xb y1> X2, y2) g(yl yz) (2-24)

X2

schreiben kann, wobei auch jetzt g eine beliebige Funktion ist. Die LOsungen
(2.23) und (2.24) sind aber offensichtlich dquivalent. Die Grundinvariante (y,—
y.)/(x; —x,) nennen wir die, Steigung” des Punktepaares m,.

3. Einige primitive Polygone zweiter Art

Im Falle p =0 wird das primitive Polygon 1, ., der Ebene von zweiter Art.
Hier wird die allgemeine Form aller Funktionale fiir einige besondere Félle von
solchen Polygonen bestimmt.

(a) 75 der projektiven Ebene |

Da die Fundamentalgruppe I' der projektiven Ebene genau vierfach transitiv
ist, das primitive Polygon dieser Ebene ist s.

Im Folgenden werden alle vorkommenden Indizes von Elementen des
Funfecks 75 auf die kleinste natiirliche Zahl modulo 5 reduziert, da die Eck-
punkte P, von 75 zyklisch geordnet sind.
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Es sei zunichst 75 zum ‘“vollstindigen Finfeck” erginzt. Fir i=1,2,...,5
seien also:

7]

=P, ,P,,, die “Seite”,
=P

u

.—1 Py, die “Diagonale”,
1 L+ 3.1)

)

-

d,_, d;., der “Diagonalpunkt”
L =5 d; der “Nebenpunkt”

Z

des “‘vollstandigen Funfecks” rs.

Da kein Tripel von Eckpunkten des Polygons =5 kollinear ist, sind alle
Elemente (3.1) eindeutig bestimmt und verschieden. Aus (3.1) folgt, dass jede
Diagonale mit fiinf Punkten inzidiert, und zwar

di "¢ Ni’ Pi+13 Di+2’ Di+39 Pi+4' (32)
Daraus folgt, dass auch die Beziehungen

d; =P, D, (3.3)
d;=D;» Py (3.4)

giiltig sind. Aus (3.1) folgt auch
P,=d;_,d.,. (3.5)
Nach (3.2) kann man jedem s finf Doppelverhiltnisse
A=(P,1D;, D3Py, (i=1,2,...,5) (3.6)

zuordnen, und das sind invariante Parameter der durch 75 bestimmten Klasse von
aquivalenten Polygonen. Von diesen fiinf Parametern sind nur zwei unabhangig,
z.B. zwei zyklisch aufeinanderfolgende, und durch diese ist dann auch eine ganze
Aquivalenzklasse von primitiven Polygonen s eindeutig bestimmt.

Um das zu beweisen, nehmen wir an, dass fiir ein bestimmtes i die Parameter-
werte A; und A, beliebig gegeben sind, wobei

A= (Pi+1 D;.; D, 3 Pi—l)a

(3.7
A= (Pi+2 D; 3D, .4 Pi)
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gelten soll. Um jetzt ein 75 aus der durch diese Parameterwerte bestimmten
Klasse (also auch die Klasse selbst) zu bestimmen, kénnen in der projektiven
Ebene 4 beliebige Punkte P,_,, P, P,,,, P.,,, von welchen keine drei kollinear
sind, als Eckpunkte von 75 gewihlt werden, denn die Gruppe I ist jetzt vierfach
transitiv. Dann sind nach (3.1) auch die Diagonalen d; und d;.,; bestimmt, und
ebenso der Diagonalpunkt D,,;. Da aber nach Voraussetzung die Dop-
pelverhiltniswerte (3.7) gegeben sind, sind mithin auch die Punkte D,,, und
D, ., bestimmt. Aus (3.4) und (3.3) folgt dann, dass auch die Diagonalen d,,, und
d;., bestimmt sind. Dann ist aber nach (3.5) auch der funfte Eckpunkt

P 3=d;2d;. 4

des Polygons s, also auch das Polygon s vollstandig bestimmt, und damit auch
seine Aquivalenzklasse.

Da also schon zwei von den fiinf Parametern (3.6) eine Aquivalenzklasse von
Polygonen 75 bestimmen, so bestimmen sie auch die drei iibrigen Parameter. Wir
werden die unmittelbaren Beziehungen zwischen diesen Parametern finden.

Zu diesem Zweck projizieren wir die Diagonale d; aus dem Eckpunkt P, und
die Diagonale d,,, aus dem Eckpunkt P,,,, beide auf die Diagonale d,.;. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit kann man dabei i=1 setzen. Es sei weiter
bezeichnet:

/\1=x, A2=y, A3=u, A4=U, A5=W.
Dann wird

A= (P2D3D4P5) = (N4D2P3P5) =X,
A, =(P;D,DsP,)=(PsPsD;N,) =Yy, (3.8)
A4 = (P5D1D2P3) =0.

Nun gilt aber fiir die fiinf Punkte auf der Diagonale d, die Identitiit von
Mobius:

(P3P5D1N4)(P3P5N4D2)(P3P5D2D1) =1,

oder nach (3.8) yx(v—1)/v=1.
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Daraus berechnet man v abhingig von x und y, und durch zyklische Vertaus-
chungen folgen die weiteren Beziehungen:

U __uw
uv—1’° vw—1"
(3.9)
_owx __xy __yu
T wx—1’ v xy—1’° W yu—1

Aus (3.9) findet man, dass zwischen diesen fiinf invarianten Parametern auch
die symmetrische Gleichung

xyuow = (xy — 1)(yu —1)(uv — 1)(ow — 1)(wx — 1) (3.10)

besteht.

Von den Gleichungen (3.9) sind drei unabhingig. Man kann z.B. die Parame-
ter x, y als unabhéngig betrachten, dann findet man

xy—1 Xy xy—1
= , v= , w= .
(x—1y xy—1 x(y—1)

u

Wenn ein primitives Polygon m; durch das Paar x,y von unabhiingigen und
invarianten Parametern bestimmt wird, so sei es durch m;(x, y) bezeichnet.

Die Eckpunkte von s, also auch die invarianten Parameter A; sind zyklisch
geordnet, und jedes Paar von zyklisch benachbarten Parametern A;, A;,, bestimmt
das Polygon ms. D.h., die Polygone

WS(x9 Y)a ’"'5()’, u)’ 7"5(% U), WS(U’ W); 7T5(W, X)

sind alle projektiv identisch, es sind aber auch die Polygone m5(x, y) und mrs(y, x)
dquivalent. Jedes Funktional des Polygons 75 muss darum invariant sein in Bezug
auf die Diedergruppe G;,= TsS,, welche als Produkt zweier Gruppen bestimmt
ist; einer zyklischen Gruppe Ts mit der Erzeugenden

X =Y,
s . _
y - xy—1
(x—1)y
und einer Involution S, mit der Erzeugenden
{x -,
s
y = X.
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Nun gilt aber der folgende

SATZ B. Sei B ein Bereich der reellen Zahlenebene, welche auch irgendwie
durch uneigentliche Punkte erweitert werden kann, und G ={w,, w,, ..., w,} sei
eine diskrete Transformationsgruppe endliche Ordnung, wobei jede Transformation
w; den Bereich B auf sich abbildet. Jede skalare Funktion F, welche in Bezug auf
die Gruppe G invariant und im Bereich B definiert ist, kann dann in der Form

F(xy)= ¥, flax(x y)] | (3.1)

und auch in der Form

Fx, y)=_I'Il el vl (3.12)

dargestellt werden, wobei f und g zwei beliebige Funktionen sind. Diese beiden
Darstellungen sind dabei dquivalent. (Der Beweis dieses Satzes in allgemeinerer
Form ist in [6] gegeben.)

Auf Grund des Satzes B und Formel (3.11) bekommt man dann den

SATZ C. Jedes Funktional eines Polygons s der projektiven Ebene kann in der
Form

Fee ) =1 )+ 10 5 ) s o)

(x—1)y (x=1y xy—1
+f(xyx—)il ’x)gzi))-l-f(x)gz:i) ’ x)+f(x, f%“:%)*’ G139
+f<x)g)’ : 1) ’ xyxi 1) -i-f(xyxz 1’ ()ty—_l)ly) +f((3ty——1)ly ’ y) 10, %)

dargestellt werden, wobei f eine beliebige Funktion ist, wihrend die Parameter x, y
die zwei auf beliebigen zyklisch aufeinanderfolgenden Diagonalen des Polygons s
bestimmten und durch (3.6) definierten Doppelverhdltnisse sind. Auf Grund der
Formel (3.12) bekommt man eine zur (3.13) analoge Darstellung von Funktionalen
des Polygons s, jetzt aber in Produktform.

In Hinblick auf spitere Anwendungen sei hier noch der Fall des projektiv
reguliren Funfecks 5 betrachtet. Dieses wird durch die Beziehungen x =y =u =
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= v =w ausgezeichnet. Aus (3.10) bekommt man dann die Gleichung
(x*-1)°—x°=0,
welche nur zwei reelle Wurzeln
=1(1-V5); x,=3(1+5)

hat. Durch x, ist die Klasse von projektiv konvexen regularen Fiinfecken bes-
timmt, und x, gehort zur Klasse der projektiv reguldaren Sternfiinfecken.

Es ist selbstverstandlich, dass man auf duale Weise das ““vollstindige Fiinfseit”
35 der projektiven Ebene definieren kann. Dann kann auch die allgemeine Form
von allen seinen Funktionalen angegeben werden.

(b) 7, der affinen Ebene

In dem primitiven Polygon m, der affinen Ebene sei M der Schnittpunkt der
Diagonalen P;P; und P,P,. Dann wird eine affine Klasse von Vierecken m,(x, y)
durch zwei Teilverhiltnisse

P.M _PM
MP,° Y MP,

X = (3.14)

bestimmt, welche invariante Parameter dieser Klasse sind. Auf eine dhnliche
Weise wie bei dem w5 der projektiven Ebene wird bewiesen:

SATZ D. Jedes Funktional einer affinen Klasse von primitiven Polygonen ,
kann in der Form

F(x, y)=f(x, y)+f(y, )+f(— *)+f< x)+f(y’x)+f( )+f(_ ‘) f(l )

dargestellt werden, wobei f eine beliebige Funktion ist, und x,y die durch (3.14)
definierten invarianten Parameter sind. Auch hier kann man fir das allgemeine
Funktional anstatt der Summenform die Produktform angeben.

(Ein Beweis dieses Satzes befindet sich in [7] Gleichung 8a.)
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Es kann noch die Frage gestellt werden, ob man im Satz C und Satz D die
Funktionen f und g so wahlen kann, dass die so gewonnenen Funktionale eine
unmittelbar anschauliche geometrische Bedeutung haben. Diese Frage wird in
einigen weiteren Arbeiten beantwortet [7], [8].

(a) m, der aquiformen und zentroaffinen Ebenen

Es seien in der dquiformen Ebene und in der zentroaffinen Ebene P, (&, m,);
(i=1, 2, 3) die Eckpunkte des Polygons 75, wobei vorausgesetzt sei, dass in der
zentroaffinen Ebene kein Paar von gegebenen Eckpunkten mit dem Zentrum der
zentroaffinen Transformationen kollinear ist.

Im Folgenden seien alle Indizes auf die kleinste natiirliche Zahl modulo 3
reduziert. Dann seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt.

In der dquiformen Ebene:

$; = \/(£i+1 - §i+2)2 + ("Ti+1 - 7'i+2)2> (3.15)
_52 =53 _5
S5 1 Sy

In der zentroaffinen Ebene:

Si=&Miv2— E2Mivrs
LS S S (3.16)
S3 ? y Sl b S2 . =

In beiden betrachteten Ebenen sind also jedem r; drei in Bezug auf die
Transformationsgruppe I' der Ebene invariante Parameter x,y, z zugeordnet.
Von diesen sind nur zwei unabhéngig. Dabei ist der Variabilititsbereich B dieser
Parameter im Falle der dquiformen Ebene durch die Ungleichungen

xy+y—1=0,
xy—y+1=0,
—-xy+y+1=0

bestimmt. Im Falle der Aquiaffinen Ebene bildet den Bereich B die ganze
Zahlenebene mit Ausnahme des Koordinatenursprungs.
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Jedes Funktional F(x, y), welches in beiden Ebenen dem primitiven Polygon
73 zugeordnet werden kann, muss in Bezug auf die Diedergruppe G¢= T3S,
invariant sein. Dabei ist T; die zyklische Gruppe, welche durch die Erzeugende

X =Y,
T 1

y = —

xy

bestimmt ist, wahrend die Gruppe S, durch die involutorische Transformation

X —> Xy,
g-°*- 1
y ==

y

erzeugt wird.
Daraus folgt der

SATZ E. Jedes Funktional des Polygons w5 in der dquiformen und zen-
troaffinen Ebene kann in der Form

Fixo) =)+ ) +1(52) + 10 5)+1( 5 ) + 15 w)

Xy xy’

dargestellt werden, wobei f eine beliebige Funktion ist, und x, y zwei invariante und
unabhdngige, durch (3.15) bzw. (3.16) definierte Parameter sind.
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