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Ueber das quadratische Mittel der Riemannschen Zetafunktion
auf der kritischen Linie

A. Goobp

1. Einleitung

Kiirzlich bewies R. Balasubramanian [1], [2] fiir die Riemannsche Zetafunk-
tion { den folgenden Mittelwertsatz

T
J‘ |¢G+it)) dt=Tlog T—(1+log 27w —2v)T+ O(T*), T — o, (1)
1
wobei y die Eulerkonstante bezeichnet und a > 3% ist. Dazu zeigte er zuerst, dass
T
j |¢G+it)]> dt= Tlog T—(1+log 27w —2y)T+4(W,+ W,)+ O(log® T),
1

T—x, (2)

ist, wenn W; und W, mit Hilfe von K =[(T/27)"*] wie folgt definiert sind:
. m
- sin (T log —J)

W1=Z Z >

= m
n

R S sin (8(T)— T log mn)
Wa= m};l nZwm (mn)'*(6'(T) —log mn)’
LTG—itf2
6(t)=—arg (w"%;—:%%), 0’(t)=%}(t).

Hiefiir benutzte er die asymptotische Entwicklung der Approximation von {
durch Partialsummen, die Siegel [4] in einer Bearbeitung von Riemanns Nachlass
bewiesen hat. Ersetzt man ¢ auf der linken Seite von (2) durch diese Entwicklung
und multipliziert aus, so hatte Balasubramanian vorerst in umfangreichen Rech-
nungen (etwa 40 Seiten) nachzuweisen, dass viele der auftretenden Terme
entweder klein sind oder sich gegenseitig wegheben.
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36 A. GOOD

Wir wollen hier zeigen, dass ein Resultat, das (2) in Bezug auf Anwendungen
(z.B. fiir den Beweis von (1)) entspricht, ziemlich rasch bewiesen werden kann.
Dazu verwenden wir eine Art asymptotischer Approximation von { durch gewich-
tete Partialsummen. In [3] wurden solche Approximationen fiir Dirichletreihen,
die Spitzenformen assoziiert sind, bewiesen. Ein entsprechendes Resultat ist auch
fiir ¢ giiltig (sieche Satz 1). Benutzt man nun dieses Ergebnis auf der linken Seite
von (2), so erscheinen auf der rechten Seite anstelle von W,;, W, gewichtete
Formen von W;, W, und O(log® T) kann zu O(1) verbessert werden (siche Satz
2). Begniigt man sich schon mit dem O-Term in (2), so ldsst sich der Beweis von
Satz 2 weiter verkiirzen (siche die Bemerkung nach dem Beweis von Satz 2).

An dieser Stelle mochte ich Prof. K. Chandrasekharan dafiir danken, dass er
mich in Balasubramanians Preprints Einsicht nehmen liess und mich zur
Niederschrift dieser Arbeit anregte.

2. Eine approximative Funktionalgleichung fiir die Riemannsche Zetafunktion

Zur Formulierung des Resultates fiilhren wir folgende Definitionen ein: Sei &
die Menge der C”-Funktionen ¢ auf [0, «], fiir welche

o(p)=1, wenn O=<p<i
und

¢(p)=0, wenn p=2,
ist. Durch

eolp)=1—9(1/p), p=0, (3)

wird eine Funktion ¢, definiert, die ebenfalls zu & gehért. Ist ¢ aus & und
= x +iy komplex, so setzen wir

. dig
(J) = e— j s LY
¢"(p) &) (), j=0,1,2,...,

le?t= [ le0 01 do

und

o0

K(z, ¢) =I e(p)p*"dp, x>0. (4)

0
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Ist A>0 und s = o +it komplex, so definieren wir

1, t=0,
e (-21). o ®
Gen o =5 | ()i kG p0n e ds @
und
¥i(s5 A) =5}171(§72")J r(sgz)z(z +(?;»‘(.s).)(zz 54 1=l (7)

1

wobei |, in (6) die Integration iiber den Weg z = x +iy, —0 <y <o, y wachsend,

und F; in (7) eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve bezeichnet, die

von den Polen des Integranden genau die Punkte z =0, —1, ..., —j umschliesst.
Mit der Methode aus [3] ldsst sich dann folgendes beweisen:

SATZ 1. Sind ¢ und ¢o aus & durch (3) miteinander verkniipft, so gilt fiir

A>0:
(1) ¢ lasst sich darstellen als

7 2(s/2)¢(s) = w5 (s/2)G(s; A, @)+ 7"~ ”’21“(12 )G(l—s 1/A, @o)

+K(=s, 9)(Aw(s) ™~ K(1 -5, ¢)(Aw(s)) .

(ii) Wenn u=A(|t|/27)"? ist, besitzt G fiir | =1 die Entwicklungen

oono £ {22l ()

+O0(le™ ™ [d™), >,

gleichmassig fiir 0<o <1 und ¢ aus K.
(iii) Es ist fiir = (2/|t)""?

Yols V=1, nls1)=G-0)5+0(d),

yals, )= -0, wlsD=00D),  li—w
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und fiir j>3
Yi(s, V=00, |t >, (8)

gleichmassig fiir 0<o<1.

Bemerkungen zum Beweis von Satz 1. Ersetzt man die Funktionen G und v,
in [3] durch die in (6) und (7) definierten Funktionen, so lasst sich der Beweis von
[3] praktisch wortlich tibertragen.

Der 3. und 4. Term auf der rechten Seite von (i), welche hier zusitzlich
auftreten, sind die Residuen des Integranden von G(s; A, ¢) bei z=—s und

=1-s. Da diese Terme fir jedes A>0 von der Ordnung
O(e™™* |¢|™* (1+A1)A7°), |t| = =, sind, spielen sie im folgenden keine Rolle.

Auf die Relation w=A(|t|//27)"? in (ii) wird man durch Stirlings Formel
gefiihrt. Wie in [3] Lemma 4(i) lassen sich die Abschétzungen (8) fiir jedes j=1
beweisen. Im Beweis von Satz 2 brauchen wir aber noch eine genauere Kenntnis
von vy;, y> und ys;. Ausgedriickt als Summe von Residuen ergibt sich nach (7)

5

Yals, )= T=—pr (haos) ™,
-1 s—2
5) (7)

_l_ 2 -1 2 -2 __1_ ('\w(s))
Va5, ) =5~ M(s) 43 (a(s) 7= il ) =5+ oy
s—1 s—2 s—3
(s,A)= ! F(T) (A ())—1+F(—2——) (A ())_Z-F(T) (Aw(s))™
YIS A = T T (s2) Y 2 (s2) 6I(s2)

1 (Ae(s)?) 1 L1 1
-l A)( —(—_37)—) ~g* el (s—2 3(s—3))‘

Mit der Formel
I'(s)=Qm)"|t|]°" l’zexp{——lt|+l(tlogltl-—t+ ”(0' 2))}

X (1 +5i; (c—o0—8)+ O(Itl'z)), 9)
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gleichmissig fiir 0<o <1, wenn |t| - « strebt, erhilt man also nach (5)

_1-(2)" _ dmt da -2 L‘l)m {_’_’E}
mis =1 (ltl) exP{ 4|t|}(1+2t(2 )+ 0( ))(2 P 4]

~—G-o)+0(i™),

. L
L T

i 1 it 1 ityf 1 1 2\ _ _n
73(“)=2t( )(2 6(s—3))_§+5(s—2 35— 3))“)("| )=0(¢ ™

+0(|t) = ——+ o(|t™),

Aus Satz 1 ergibt sich das

KOROLLAR. Ist w=(|t|/2m)"%, 7= Q2/|t)"* und 1=1, so gilt
(i) fiir jedes feste ¢ aus &

1-s
.

< I w{ L 0 (2)(-2) wa-s nf o, e

i=0

(ii) fiir jedes Paar s, ¢ von C”-Funktionen, die ausserhalb des Intervalls [3,2]
verschwinden und durch

¥(p)=y(l/p), p=0,

miteinander verkniipft sind,

1-s
£ (g (-} L2
« L {3 0o(2)(- 2 na-s ) o, -,

n=1 =0

gleichmadssig fiir 0<o<1.

Bemerkung. Da ¢ — i ebenfalls zu & gehort, ergibt sich Korollar (ii) aus (i)
durch Substraktion.
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3. Das quadratische Mittel von { auf der kritischen Linie
Sei jetzt ¢ eine reellwertige Funktion aus &, die den Bedingungen

e(p)=1, fir p<3},
e(p)=0, fir p=3

(10)

geniigt. Mit ¢ erfiillt auch ¢, diese Bedingungen. Wir wahlen nun reellwertige
C”-Funktionen ¢;, ¢o;, j =1, 2, auf [0, ») so, dass gilt

¢ =1+, o= Yo1+ o2,

¥1(p) = Yoi(p) =0, fiir p=3

- 1 (11D
Pa(p) = o2(p) =0, fir p=s.

Mit diesen Bezeichnungen zeigen wir den folgenden

SATZ 2. Ist y die Eulerkonstante und M = (T/2m)"? so gilt

T
J |tG+it)? dt=Tlog T+(2y~1—log2m)T
0

© iT
* Z ) m(p(—l\r%’%)
Min i(mn)" log—

w SiD (_'"_'+ T+ T log (-’11—2))
4 M
+2 )

=l (mn)'? log (mn)

Y (ﬁ) l1'01(%) +0(1), T-ox,
M
wobei @ durch
B(A, p) = @A) (p) + Po(A)@o(p) + Po2(A) @ (p) + @o(A) 2 p)
+2(A) o1(p) + ¥1(A) Yoelp), A=0, p=0,

definiert ist.

Zunichst beweisen wir das

LEMMA. Seien m, n, 8 positiv, A =0, w = (|t|/2m)"* und M =(T/27)". Sind
g1, &2 zwei C*-Funktionen auf [0, ©) mit g(p)=0, j=1, 2, fiir p=8, so gilt
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(i)

NEGEGIE
(ii) fiir m, n<8M, m+n
[ G e ()ez)ma
B (%)m n m\__, N m = PN
L el ol (o) ol

tlg——

—k dt:{o, falls n=8M oder m=5M,
O((mn)'™), falls A>1,

log

m ‘3)
- s
n

(iii) fiir m, n<8M, 6<1

l—-it)
F 2
(55

J:)T (wmn)* gl(ﬁ)gz(g)t—A di= ;?exg—(%% g‘(ﬁ) gz(ﬁ) +O((mm)™,

wobei

B(t)=g+t(l+log(—'3-2'})) und B’(t)=%?(t)

Beweis. Da gj(n/u) verschwindet, sobald n=<n/§ ist, folgt (i) sofort.

Definieren wir y, durch

xo(t) = g1(n/p)ga(m/p)t >,

so ergeben mehrere partielle Integrationen

T/ \it iT XD X&(T
J (m) voy de =MLy XD XD
o \n a m ‘m m

ilog W i log " (log —r-l—)

+-——3——LT(':) & d. (12)

{ia)
i log;—
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Wegen
2 2
gl(ﬁ)gz(m) =0, fir |f|<Z7 mn<Z;max(m? n?,
w/=\p 5 8

und

IXOI=0@]™, |-»,  j=1,2,3,

folgt nun (ii) aus (12) und (i).
Stirlings Formel (9) liefert

5
it 2 = eiﬂ(t)(

1 .
s+1t
)
Wegen

B'(t) =log (21rmn) =log (%‘-;), t>0,

o
1 24t+0(|t| )), [t| = o.

t

gilt also
|B'(1)|=21og (1/8)>0,

falls g,(n/pn)g2(m/p) 0 ist. Setzen wir

_d 1_@} -
X”l(t)—dt{ﬁ'(t) , j=0,1,...,

so erhélt man nach mehreren partiellen Integrationen

T

(—ixo(T) + x1(T)) - J’ e®Oxy(t) dt.

0

iB(T)

B'(T)

T s
j e Oxo(t) di =
0

Wegen
2
xo(t)=0, fur ts—ggmn
und

xi()=0(]™, Jt|lo», j=1,2,...,

folgt nun (iii) aus (13), (14) und (i).
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Beweis von Satz 2. Sei wieder w = (|t|/27)"? und 7= (2/]¢|)"*. Mit Hilfe der
Funktionen ¢, Yo, [ =1, 2, aus (11) definieren wir

folt) = i p 12t Z ¢g)(£)(—£)jyj(%+ it, ), k=1,2,

n=1 i=0

()

(SIS

ﬂ

f(t)= =" 12_ i nl2E Z Y- 2( )(——n")j%'(%—it, 7, k=34,
F(5+ lt) net1 i= v 7
2
und
B f=e6+in- L f.
Nach Korollar (i), (10) und (11) ist dann
fs(=0(t>"", |t|—> . (15)

Wir schreiben

J. |£G+ i) dt = Z A

K,v=1

wobei A,, durch

AKV=J f(OFf. (1) dt, kv=1,...,5,

gegeben ist. Mit diesen Definitionen erhalten wir
2 T it
L Aw=31+ ) (mn)““ZJ (—'3)
0

K, v=1 m+n
3 j |
ny\ . n ny_ .
X2 ¢ (—)(——) viG+is m%”(—)(———) VWG +it, 7) di,
Li=0 [ 1% 73

wobei 3, die Summe iiber alle Diagonalterme m = n bezeichnet:

00 T 3 i 1
5= lL ) <p‘“(£)(——£—) y,(3+ i, 7)¢"’(£)(——3) Y1G+it,7)dt.  (16)

14)

n=11 il1=0
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Somit ergibt sich aus Satz 1(iii) und Lemma (i) (i) mit M = (T/2m)"?

2 iT
- (m/n) (_"1) (_'3_) iy o
K’VZ__‘IAKV—ENHEH N m(P M ¢ M (mn)""“+ 0O(), T , (17)

wenn man in gewohnter Weise

(mn)'?

Im—n|’

m*n

m——l
log — <1+
o]

zur Abschétzuné der Doppelsummen beniitzt. In gleicher Weise erhilt man auch

S Aw=54Y ('"/"):<,,0(_"_’)¢0<_A"2)(mn)—”2+0(1), T—w, (18)

k,v=3 m%n . M
i log —
wobei
o 1(T& n n\i , n n\'_ . .
5=, "'J’ ) 408)(—)(——) y, (3~ it, 'r)qoé”(—)(--—) yG-it,7)dt (19
n=1MJo ji=o0 [ . P “

ist. Analog ergibt sich mit Satz 1(iii) und Lemma (i), (ii)

anfeerfen(22)

Azt Az =2 Z ¢1(£)¢01(_n_1.)+o(1)’
mn=1 1/21 mn M M
(mn)"" log ‘M"z‘ (20)
T — o,
Weiter ist

5

Y (Aes+As)=0(1), (21)
k=1

denn mit (15), der Schwarzschen Ungleichung und Lemma (i) (ii) erhdlt man z.B.

T T
|Ausl* = O(L [fu(o)f " dtL |fs(0)l dt) =0(1), T-oo. (22)
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Benutzen wir nun Korollar (ii), so folgt wie in (17) und (22), dass

T it
Ag+ Ay =35+ z (mn)—llzj‘ (%1)
0

m+n

X io qo‘”( )(—;) v, G+ it, r)ap(”(g)(—%)ly,(%ﬂt, ) dt+ O(1)

jhl=

—5i+ 3 T (BN (Bommr0), T, 23

m*n .

1 _—
ilog—

wenn 35 durch die rechte Seite von (16) mit ¢33 anstelle von ¢ definiert wird.
Wird 3, durch die rechte Seite von (19) mit ¢35 anstelle von ¢$ definiert, so
ergibt sich mit Korollar (ii) auch

At =2+ 3, %(—5)&2(—1\'})(mn)‘”2+ 0M), Tow (24)

g log—r-l-
T E W E W
mEn ilog—r-l- (25)

T — o,

Denn in A,3 und A4, verschwinden die Diagonalterme m = n, da nach (10), (11)

'ﬁz(P)lﬁm(P) =0,
Y1(p)Po2(p) =0

ist. Nach (17), (18), (20), (21), (23-25) ist Satz 2 bewiesen, wenn wir noch zeigen,
dass

3.+3,+3:+3,=Tlog T+(2y—1-log2m)T+ O(1), T — o,

ist.
Nun ist

(P(P)lﬁoz(P) =0
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und
eo(p)i2(p) =0,
wenn p nicht im Intervall [3, 3] liegt, wihrend fiir 3<p <3 gilt

Po2(p) = o2 (1/p) = @o(1/p) = 1— o (p)

und
ll;z(P) =1-¢o(p).
Somit ergibt sich nach (16), (19), (23) und (24)

o 1 (T n\i
S+ 3,4+ 354 3,= ), = LZ "’ )(—;)7;(%+it,f)dt

n=1 1 j=0
1 T 3 i
E “J Z (“)("ﬁ) y;G—it, ) dt. (26)
n i=0 n
Nach (4) ist fuir z=x+iy und j=0,1,...

il<p”)(f-)(—ﬁ)j~(——lzj {z+DK(z+j, @M dz,  x>0. Q27)
[ x)

n=1 N p/ o 2mi

Der Integrand auf der rechten Seite von (27) ist bis auf einen Pol bei z=0
analytisch. Fiir jedes j und A >0 gilt ferner

K(iz+j, e =0(y|™), |yl

gleichmaissig fiir x aus einem beschrinkten Intervall. Also erhalten wir mit dem
Satz von Cauchy

> Loo(B)(-2Y =R+ 52 [
nz—-:ln“D ([L ( ® Ri(w)+ 27 Jsp {(z+1DK(z+], ¢")u” dz
=Ri(n)+ O™ =R;(n)+ O(|f[™"%), lt| >, (28)

wobei R;(p) das entsprechende Residuum bei z =0 bezeichnet. Um z =0 gelten
die Laurententwicklungen

pi=1+zlogu+z°--),

€(z+1)=§+7+2(“-),



Das Quadratische Mittel der Riemannschen Zetafunktion 47

oo

1 . 1(~ y
K(z, ¢)=—;J ¢ (p)p dp=—;L ¢"(p) dP—J; ¢ (p)logpdp+2z(: - ),

0

oo

(—1'K(z +], <p(‘))=(*1)jj ePp)p" M dp+2z(--), fiir j=1.
0
Well

(—1)’[0 ePp)p'tdp=T(), j=12,...,

ist, ergibt sich somit

[-<]

log F«‘*‘Y‘J ¢(p)logpdp, j=0,

(0

R;j(u) =
rg), j=L

Folglich erhalten wir aus (26), (28) und Satz 1(iii)

T e
S1+3,+ 33+ 3= J {2 log uw+2y —J’ (e(p)+ 06 (p)) log p dp} dt
0

+ ‘Zl r (f)L (%@+it, 7)+vG—it, 7)) dt+ O(1)

=Tlog T+2y—1-log2#)T+ O(1), T — ,
da

” ” 1 1\dp
D(p)logpd =J (1)(—) lo (—)—
ch(p)gppoqopgppz
Q0 1 _ oo
=—J’ <P“’(;)p 2logpdp=--j0 ¢6(p) log p dp
0

ist. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Bemerkung. Einen Restterm O(log2 T) erhalt man in Satz 2 schon, wenn man
in den A,,, 1<x, v<4 die Doppelsumme iber j und [ mit dem Integral ver-
tauscht und alle Summanden mit j+1!=1 unter Beniitzung der Schwarzschen
Ungleichung wie in (22) abschétzt. Dazu braucht man lediglich

yils, )= 0(|t]™), fiir j>1 (s, 7)=0(t|), || >,

und eine schwichere Form des Hilfssatzes.
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