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Ueber das quadratische Mittel der Riemannschen Zetafunktion
auf der kritischen Linîe

A. Good

1. Einleitung

Kûrzlich bewies R. Balasubramanian [1], [2] fur die Riemannsche Zetafunk-
tion £ den folgenden Mittelwertsatz

f T

T->«, (1)

wobei y die Eulerkonstante bezeichnet und a > 82 ist. Dazu zeigte er zuerst, dass

fJl

r-+°o, (2)

ist, wenn Wi und W2 mit Hilfe von K [(T/2ir)1/2] wie folgt definiert sind:

inlTlog -l
/ \l/2i rn
(mn)1/2log —

n

w y y sin(e(T)-Tlogmn)
2

m=i n<m (mn)1/2(0'(T) - log mit) '

Hiefûr benutzte er die asymptotische Entwicklung der Approximation von £

durch Partialsummen, die Siegel [4] in einer Bearbeitung von Riemanns Nachlass
bewiesen hat. Ersetzt man i auf der linken Seite von (2) durch dièse Entwicklung
und multipliziert aus, so hatte Balasubramanian vorerst in umfangreichen Rech-

nungen (etwa 40 Seiten) nachzuweisen, dass viele der auftretenden Terme
entweder klein sind oder sich gegenseitig wegheben.
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Wir wollen hier zeigen, dass ein Résultat, das (2) in Bezug auf Anwendungen
(z.B. fur den Beweis von (1)) entspricht, ziemlich rasch bewiesen werden kann.
Dazu verwenden wir eine Art asymptotischer Approximation von £ durch gewich-
tete Partialsummen. In [3] wurden solche Approximationen fur Dirichletreihen,
die Spitzenformen assoziiert sind, bewiesen. Ein entsprechendes Résultat ist auch
fur f gûltig (siehe Satz 1). Benutzt man nun dièses Ergebnis auf der linken Seite

von (2), so erscheinen auf der rechten Seite anstelle von Wu W2 gewichtete
Formen von Wu W2 und O(log2 T) kann zu O(l) verbessert werden (siehe Satz

2). Begnûgt man sich schon mit dem O-Term in (2), so lâsst sich der Beweis von
Satz 2 weiter verkûrzen (siehe die Bemerkung nach dem Beweis von Satz 2).

An dieser Stelle môchte ich Prof. K. Chandrasekharan dafiir danken, dass er
mich in Balasubramanians Preprints Einsicht nehmen liess und mich zur
Niederschrift dieser Arbeit anregte.

2. Eine approximative Funktionalgleichung fur die Riemannsche Zetafunktion

Zur Formulierung des Résultâtes fûhren wir folgende Definitionen ein: Sei

die Menge der C°°-Funktionen <p auf [0, <»], fur welche

<p(p) l, wenn

und

<p(p) O, wenn

ist. Durch

(3)

wird eine Funktion cp0 definiert, die ebenfalls zu ® gehôrt. Ist <p aus ® und

z x + iy komplex, so setzen wir

und

j ldp, x>Q. (4)
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Ist À > 0 und s a + it komplex, so definieren wir

[l, t 0,

(5)

und

wobei J(X) in (6) die Intégration ûber den Weg z x + iy, -°° < y < °°, y wachsend,
und $j in (7) eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve bezeichnet, die

von den Polen des Integranden genau die Punkte z 0, —1,...,—/ umschliesst.

Mit der Méthode aus [3] lâsst sich dann folgendes beweisen:

SATZ 1. Sind ç und <p0 aus ® durch (3) miteinander verknùpft, so gilt fur
0:

(i) £ lâsst sich darstellen als

7T-s/2r(sl2H(s) 7r-s/2r(s/2)G(s; A, (p) + 7r(s-1)/2r(^G(l-s; 1/A, q>0)

+ K(-s, <p)(\<o(s)r - K(l - s, <p)(Acu(s))1"s.

(ii) Wenn fx A(|f|/27r)1/2 ist, besitzt G fur 1^1 die Entwicklungen

gleichmâssig fur 0^<r«l und <p aus Si.

(iii) Es ist fur t (2/|t\)m

7o(s, A) -1, yi(s, t) (1- a) -+

s'T)=-i-
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und fur / > 3

y,(s,r)=O(\t\-»2), |t|->«, (8)

gleichmâssig fur 0 ^ a ^ 1.

Bemerkungen zum Beweis von Satz 1. Ersetzt man die Funktionen G und y}
in [3] durch die in (6) und (7) definierten Funktionen, so lâsst sich der Beweis von
[3] praktisch wôrtlich ûbertragen.

Der 3. und 4. Term auf der rechten Seite von (i), welche hier zusâtzlich
auftreten, sind die Residuen des Integranden von G(s;\,<p) bei z -s und
z 1 - s. Da dièse Terme fur jedes A > 0 von der Ordnung
O(e"7r|t|/4|r|~A (l + A)A"or), |f|->», sind, spielen sie im folgenden keine Rolle.

Auf die Relation /la À(|t|/2ir)1/2 in (ii) wird man durch Stirlings Formel
gefûhrt. Wie in [3] Lemma 4(i) lassen sich die Abschâtzungen (8) fur jedes j^l
beweisen. Im Beweis von Satz 2 brauchen wir aber noch eine genauere Kenntnis
von yu y2 und 73. Ausgedrûckt als Summe von Residuen ergibt sich nach (7)

s-l\ Js-2\
2

Mit der Formel

(9)



Das Quadratische Mittel der Riemannschen Zetafunktion 39

gleichmâssig fur 0^(7=^1, wenn |f|-*» strebt, erhâlt man also nach'(5)

Aus Satz 1 ergibt sich das

KOROLLAR. Ist n (M/2tt)1/2, T (2/|f|)1/2 und l&l, so gilt
(i) fur jedes feste <p aus &

(ii) /iîr jedes Paar if/, îj/ von (?°-Funktionen9 die ausserhalb des Intervalls [§, 2]
verschwinden und durch

p>0,

miteinander verknûpft sind,

r(s/2)

gleichmâssig fur 0 ^ cr ^ 1.

Bemerkung. Da (p-i/* ebenfalls zu $ gehôrt, ergibt sich Korollar (ii) aus (i)
durch Substraktion.
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3. Das quadratische Mittel von £ auf der kritischen Linie

Sei jetzt ç eine reellwertige Funktion aus $, die den Bedingungen

l, fur p^f,
<p(p) O, fur p^§, (10)

genùgt. Mit <p erfùllt auch <p0 dièse Bedingungen. Wir wâhlen nun reellwertige
CT-Funktionen i/rJ? i^Oj, / 1, 2, auf [0, °°) so, dass gilt

<P <h + <h, <Po <Aoi + fe,
ï^i(p) ^oi(p) 0, fur p^f,
^2(p) ^o2(p) 0, fur p ^ i

Mit diesen Bezeichnungen zeigen wir den folgenden

SATZ 2. ht y die Eulerkonstante und M (T/2tt)1/2 so gilt

|^+it)|2dr=TlogT+(27-l-log27r)T

/m ^\
\M'M/

p) <p(À)<p(p) + (po(A)<po(p) + i

(p), A ^ 0, p ^ 0,

definiert ist.

Zunâchst beweisen wir das

LEMMA. Seien m, n, 8 positiv, A^0, /x (H/2tt)1/2 und M (T/2tt)1/2. Sind

gi, g2 2wei C°-Funktionen auf [0, ») mir gj(p) 0, / 1, 2, /wr p ^ ô, so gi/f



Das Quadratische Mittel der Riemannschen Zetafunktion 41

(i)

fT (Hi\ (U}\I r*dt J°> /««« ns= SM oder
Jo glWg2WI loCCmw)1-"), /a/Is A>1,

ms* 5M,

(ii) fur m, n « ôM, m #= n

•1 m
ilog —

n

(iii) /wr m, n ^ ÔM, Ô < 1

wobei

isr.

^)) und ^'(0 f (0

Beweis. Da g}(n/fx) verschwindet, sobald fx^n/8 ist, folgt (i) sofort.
Definieren wir #0 durch

so ergeben mehrere partielle Integrationen

i [TM-
w»\3 Jo Vn/ (12)
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Wegen

(n\ (m\
/g2\ /=(n\ (m\ 2tt 2tt 2

/g2\ /= Irl^-^j mn ^-^j max (m

und

folgt nun (ii) aus (12) und (i).
Stirlings Formel (9) liefert

Wegen

„,, s /27rmn\ /mn\
P'(0 log (—7-) loê (—)> t > 0,

gilt also

falls gi(n/jUL)g2(m//LL)=t=O ist. Setzen wir

so erhâlt man nach mehreren partiellen Integrationen

Wegen

und

0, fur t^-jo

folgt nun (iii) aus (13), (14) und (i).



14)
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Beweis von Satz 2. Sei wieder /u, (|t|/27r)1/2 und r (2/|r|)1/2. Mit Hilfe der
Funktionen ^, ipoi, 1=1,2, aus (11) definieren wir

n l j=0

und

Nach Korollar (i), (10) und (11) ist dann

/5(f) O(|*r5/4), |rH«. (15)

Wir schreiben

tf

wobei AKV durch

j fK(t)fM) dt, k,v=1,...,5,

gegeben ist. Mit diesen Definitionen erhalten wir

m+n JO

Ê
,,1=0 W\ M'/

wobei 5i die Summe ûber aile Diagonalterme m n bezeichnet:

\Î ^(-)(-1yJê+^),f)(--)'fi^i<.r)à (16)
o ,,1=0 \^/\ II) \fJL/\ fX/
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Somit ergibt sich aus Satz l(iii) und Lemma (i) (ii) mit M (T/2tt)1/2

"+"«-Iog-

wenn man in gewohnter Weise

m
log-

n

(mn) 1/2

m+n

zur Abschâtzung der Doppelsummen benutzt. In gleicher Weise erhâlt man auch

£ AKV 22+ I ^
y°("^)<P0('i^)^mn)"1/2+O(1^ T-»°°> (18)

k,v 3 mïn llog_

wobei

S2= Z ~" Z ^oH"-)! Tjté-if, t)(Po}( — J yié~it,r) dt (19)

ist. Analog ergibt sich mit Satz l(iii) und Lemma (i), (ii)

sm It n \ I m

(20)

Weiter ist

5

denn mit (15), der Schwarzschen Ungleichung und Lemma (i) (ii) erhâlt man z.B.

(22)IA15|2 O^Ut)\2 T5/4 dtJJ |/5(0| dt) O(l), T
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Benutzen wir nun Korollar (ii), so folgt wie in (17) und (22), dass

t <P0)(-)(--)V,(l+ it, r)*8(

ilog —
n

(23)

wenn 53 durch die rechte Seite von (16) mit ^02 anstelle von <p(I) definiert wird.
Wird 24 durch die rechte Seite von (19) mit 1^2° anstelle von <po° definiert, so

ergibt sich mit Korollar (ii) auch

(24)

ilog —
n

(25)

Denn in A23 und A4i verschwinden die Diagonalterme m n, da nach (10), (11)

ist. Nach (17), (18), (20), (21), (23-25) ist Satz 2 bewiesen, wenn wir noch zeigen,
dass

ist.
Nun ist
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und

wenn p nicht im Intervall [§, §] liegt, wâhrend fur f^p^f gilt

und

Somit ergibt sich nach (16), (19), (23) und (24)

Nach (4) ist fur z x + iy und ; 0,1,...

^V^ ^>0- (27)
n=in \/ul/\ jll/ 2tti J(x)

Der Integrand auf der rechten Seite von (27) ist bis auf einen Pol bei z 0

analytisch. Fur jedes / und À>0 gilt ferner

gleichmâssig fur x aus einem beschrânkten Intervall. Also erhalten wir mit dem
Satz von Cauchy

ï V(-)(--)' W^f/t/\ jU,/ 2iTl J(-5/2)

R,(m) + O(m~5/2) R/(m) + O(M-5/4)) |r|-K», (28)

wobei R;(/a) das entsprechende Residuum bei 2 0 bezeichnet. Um z 0 gelten
die Laurententwicklungen
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,«p) --| <pm(p)pzdp --[ <pw(p)dp-\ <p
z Jo z Jo Jo

mz + jV) (-!)'( <PUXp)p>

\
o

fur /s

Weil

(-DJ£ ç(j)(p)P1-1dp r(j), 7 1,2,...,

ist, ergibt sich somit

(1)(p) log p dp, j 0,
Jo

Folglich erhalten wir aus (26), (28) und Satz l(iii)

T log T + (2y -1 -log 2tt)T+ O(l), T

da

ist. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Bemerkung. Einen Restterm O(log2 T) erhâlt man in Satz 2 schon, wenn man
in den Axv, 1 ^ x, v ^ 4 die Doppelsumme ùber / und / mit dem Intégral ver-
tauscht und aile Summanden mit /4-/^l unter Benùtzung der Schwarzschen

Ungleichung wie in (22) abschàtzt. Dazu braucht man lediglich

7l(s,r) O(|rr1), fur />i 7,(5,7) O(|rp/2), |r|-*œ,

und eine schwâchere Form des Hilfssatzes.
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