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Ein einfacher Beweis eines Satzes von P. Fatou

Kurt Meier

Ist G ein Gebiet der komplexen Ebene, welches von einer rektifizierbaren
Jordankurve berandet wird, und f eine in G holomorphe und beschrânkte Funktion,
so besitzt f in fast allen Randpunkten von G einen Winkelgrenzwert.

Dies ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von P. Fatou. Der Originalbeweis
beschrànkt sich auf den Fall, dass das Gebiet G eine Kreisscheibe ist.

Die Uebertragung des Satzes von einer Kreisscheibe auf ein allgemeines
Jordangebiet mit rektifizierbarem Rand erfordert Hilfsmittel, deren Beweis mit
verhâltnismâssig grossem Aufwand verbunden ist. Zum Beispiel den
Riemannschen Abbildungssatz und die folgenden Eigenschaften der Abbil-
dungsfunktion:

Sind Gi und G2 Jordangebiete, Gi und G2 ihre Abschliessungen, und vermit-
telt die Funktion <p eine konforme Abbildung von Gi auf G2, so gibt es eine

Fortsetzung <p von <p, welche Gx topologisch auf G2 abbildet.
Besitzen die Jordangebiete Gt und G2 rektifizierbare Rânder, so fûhrt <p jede

Punktmenge vom Mass 0 auf dem Rand von d in eine Punktmenge vom Mass 0

auf dem Rand von G2 ùber.
S. Lojasiewicz hat gezeigt, wie man den verallgemeinerten Satz von Fatou

ohne Verwendung solcher Hilfsmittel beweisen kann.(1)

Sowohl der klassische Beweis, der uns aus den Lehrbûchern bekannt ist(2), wie
auch der Beweis von Lojasiewicz stûtzen sich auf den folgenden Satz von
Lebesgue: Ist u eine reellwertige Funktion der reellen Variablen x, und ist fur aile

jci, x2 aus einem Intervall (a, b) die Bedingung \u(x2)-u(xi)\^M\x2~Xi\ erfullt,
so besitzt u fast ûberall in (a, b) eine Ableitung.

Auch im folgenden Beweis bildet dieser Satz einen wichtigen Bestandteil.
Weitere Hilfsmittel sind das Maximumprinzip und die folgenden einfachen Aus-
sagen ùber eine in G holomorphe Funktion /:

Ist G einfach zusammenhàngend, so gibt es eine in G holomorphe Funktion F,

welche fur aile z aus G die Eigenschaft F'(z) f(z) besitzt.

'Vgl. [1], S 241-244

2Vgl. [2], S. 43-46.
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Ist z0 ein Punkt von G, so ist die durch <f>(z) [f(z) — f(zo)]l(z-zQ) fur z^z0
und <t>(zo) fr(zo) definierte Funktion in G holomorph.

Wir beschrânken uns darauf, die folgende einfache Form des Satzes von Fatou
zu beweisen:

Ist G die Halbebene {z x + /y/y > 0}, / ein endliches Intervall der reellen Achse
und f eine in G holomorphe und beschrânkte Funktion, so hat f in fast jedem Punkt
von J einen Winkelgrenzwert.

Dièse Beschrânkung ist gerechtfertigt, denn der eingangs formulierte verall-
gemeinerte Satz von Fatou lâsst sich ohne Schwierigkeiten auf dem gleichen Weg
beweisen. Bei der Uebertragung des Beweises ist zu beachten, dass die rektifizier-
bare Randkurve von G aufgrund des oben erwâhnten Satzes von Lebesgue in fast

jedem ihrer Punkte eine Tangente besitzt.

Beweis

a) Es sei F eine Funktion, welche in G die Eigenschaft F'(z) f{z) besitzt. Da

/ in G beschrânkt ist, gibt es eine Schranke M derart, dass fur aile z', z" aus G
die Bedingung

|F(z")-F(z')|^M|z"-z'| (1)

erfûllt ist. Daraus folgt fur jeden Punkt £ von J, dass die Funktion F fur z—»£,

zeG gegen einen Grenzwert strebt. Definieren wir F(£) durch diesen Grenzwert,
so wird F zu einer auf GUJ stetigen Funktion. Auch die Randfunktion F* F/J
erfûllt jetzt die Bedingung (1) und besitzt daher aufgrund des Satzes von Lebesgue

in fast allen Punkten von J eine Ableitung.
Bis zu dieser Stelle folgte der Beweis dem ûblichen Weg.
Es sei nun f0 ein Punkt von J, in welchem die Ableitung der Randfunktion F*

existiert, jR0 eine positive Zahl mit der Eigenschaft [Ço-Ro, Ço + Ro]cJ, A) die
ofïene Halbkreisflâche |z|<R0, zgG, Do ihre abgeschlossene Huile und Do ihr
Rand. Setzen wir ao F(£o) und bo F*'(£o), so ist die Funktion G(z)
F(Ço+z)-ao-boz in Do holomorph und auf Do stetig. Sie erfûllt ferner die

Bedingungen G(0) 0 und G(z)/z-»0 fur z-*0, z e J. Folglich ist H(z) G(z)/z
eine Punktes

z 0 auf Do stetig ist und fur z—>0, zeD0 gegen 0 strebt. Ergànzen wir die

Définition von H durch H(0) 0, so ist jetzt H auf Do stetig.

b) Ist e eine vorgegebene positive Zahl, so gibt es eine Zahl 6, ()<6<R0
derart, dass fur zeD0, \z\<8 die Ungleichung \H(z)\<e gilt. Wâhlen wir nun
eine hinreichend grosse natùrliche Zahl N, so wird \H(z)l(i + Nz)\<e fur zeD0,
\z\^ô. Unter der Bedingung zeD0, \z\<8 ist wegen \H(z)\<s und
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ebenfalls |H(z)/(i + Nz)\ < s. Die Funktion J(z) H(z)l(i + Nz) besitzt somit auf Do
die Eigenschaft |J(z)|<e.

Es sei nun z0 ein Punkt von Do und 170 eine positive Zahl, fur welche

\G{zo)/zo-G(zo)l(zo+irio)\<e\i + Nzo\ ist. Setzen wir J0(z) G(z)l
[(zo+lTîo)(i+Nz)], SO gilt \J(Z0)-J0(Z0)\<8.

Die Funktion Jo erfûllt fur z g Do, z^O wegen |z + ît]o|>|z| die Bedingung
\Jo(z)\<\J(z)\. Berùcksichtigen wir, dass Jo(0) /(0) 0 ist, so steht damit die

Ungleichung |Jo(z)|^|J(z)| fur aile Punkte z von Do fest. Da die Funktion Jo in
Do holomorph und auf Do stetig ist, schliessen wir nach dem Maximumprinzip
IJoUo)! ^ e. Wegen \J(zo)-Jo(zo)\<e folgt daraus |jT(z_o)|<2e, also |H(zo)|<
2e\i + Nzo\. Dièse Ungleichung ist fur aile Punkte z0 von Do erfûllt. Daraus folgt

H(z)-*0 fur z-»0, zgDo. (2)

Nun sei z* x* + iy*, x*e J, ein Punkt von G und K* die offene Kreisscheibe
mit dem Mittelpunkt z* und dem Radius y*. Die durch H*(z)
[G(z)-G(z*)]/(z-z*) fur z* z* und H*(z*)= G'(z*) definierte Funktion H* ist
in X* holomorph und auf K* stetig. Nach dem Maximumprinzip gibt es daher auf
der Kreislinie K* einen Punkt f* derart, dass |G'(z*)|^|G(f*)-G(z*)|/y* ist.

Wegen G(z) zH(z), |z*|^|x*| + y* und |£*|^|z*| + y**s|x*| + 2y* folgt daraus

|G'(z*)| ^ \{*H(£*)\/y* + |z*H(z*)|y* ^ |x*|{|H(p| + |H(z*)|}/y* 4- 2|Jf(f*)| +
|H(z*)| und mit Hilfe dieser Abschâtzung lâsst sich jetzt der Beweis folgender-
massen vollenden:

Ist a eine Zahl des Intervalls (0, tt/2) und Wa der Winkelraum {z | a < arg z

<7r-a}, so gilt |x*|/y*<ctga fur z*eWa. Beim Grezûbergang z*—»0, z*€
Wa bleibt somit |x*|/y* beschrânkt. Da mit z* auch ^* gegen 0 strebt, folgt jetzt
aufgrund von (2) aus der obigen Abschâtzung G'(z*)—>0 fur z*—>0, z*eWa.
Wegen G(z) F(£o + z) - a0 ~ boz, G\z) F((o + z)-bo f(£0 + z) - b0 steht
damit fest, dass die Funktion / im Punkt £0 den Winkelgrenzwert b0 besitzt.

Demnach hat die Funktion / einen Winkelgrenzwert in jedem Punkt von J, in
welchem die Ableitung F*' existiert. Dies trifft aber fur fast aile Punkte von / zu.
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