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Konforme Verheftung von Gebieten mît

beschrânkter Randdrehung

Alfred Huber (Zurich)

Das Problem, wann eine vorgegebene Verheftungsvorschrift fur die Rânder zweier
ebener Jordanbereiche im Sinne von A. Pfluger [9] zulâssig ist, d.h. wann sie eine

Verheftung der beiden konformen Strukturen zur Folge hat, ist wohl heute noch als

ungelôst zu betrachten. Immerhin ist man im Rahmen der Théorie der quasikon-
formen Abbildungen - im Anschluss an eine Entdeckung von Ahlfors und Beurling
[3] ûber das Randverhalten - zu einem nûtzlichen hinreichenden Kriterium gelangt
(O. Lehto und K. I. Virtanen [4], A. Pfluger [9]).

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir einen Fall von isometrischer Verheftung:
Zwei von rektifizierbaren Jordankurven berandete Bereiche sollen derart miteinander
verheftet werden, dass zugeordnete Randbogen stets dieselbe Lange aufweisen. Wir
beschrânken uns auf eine Teilklasse der rektifizierbaren Kurven, nâmlich die Kurven
von beschrânkter Drehung (V. Paatero[7, 8]). Durch Anwendung eines Darstellungs-
satzes von Paatero und des oben erwâhnten hinreichenden Kriteriums erhalten wir
folgendes Résultat:

SATZ. Lângs Bogen, welche keine Nullwinkel enthaîten, ist die isometrische

Verheftung von Kurven beschrânkter Drehung zulâssig.
Dièses Ergebnis steht in enger Beziehung zum Alexandrowschen Verheftungssatz

fur zweidimensionale Mannigfaltigkeiten beschrânkter Krûmmung [1, 2]. Einerseits

wird es durch diesen und Resultate von I. G. Reschetnjak [10] impliziert. (Es ist also

bereits bewiesen, und zwar sogar ohne Annahme ûber die Abwesenheit von Null-
winkeln, allerdings - vom funktionentheoretischen Standpunkt aus gesehen - auf
kolossalem Umweg). Anderseits aber bildet der obige Satz eine der Grundlagen fur
einen funktionentheoretischen Zugang zum Alexandrowschen Verheftungssatz. (Die
interessanten Problème eines solchen Zugangs sind von H. Leutwiler [6] eingehend
diskutiert worden.)

Beweis des Satzes. Sei Q ein beschrânktes, einfach zusammenhângendes Gebiet
in der komplexen Ebene, dessen Rand F von beschrânkter Drehung ist (Définition
siehe V. Paatero [7, p. 6]). Sei / eine konforme Abbildung des Einheitskreises

{£ | |Ç|<1} auf Q. Nach Paatero [7, p. 45] existiert eine Funktion \j/9 definiert und
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von beschrankter Schwankung auf [0, 2tt], derart dass

logI/'(C)l - ^ J log\e" - CI #(3). (1)

0

Wir ûbertragen dièse Darstellung vom Einheitskreis auf die obère Halbebene
{z | Im>0}. Die Funktion

g f°h, wobei h(z) -

z + i

bildet dièse Halbebene konform auf Q ab. Dabei ist

log|g'(z)|=log J
+ j; Iog2-21og|z + j|. (2)

Es bezeichne \i' die durch h 1 auf die réelle Achse verpflanzte Funktion \j/, ft'(t)
^[M0]' ^r nch^1611 an» dass/(l)=g(oo) innerer Punkt eines geradlinigen

Randstùcks ist. (Dièse Annahme ist fur das Folgende ohne Belang, da die zu be-

weisende Zulâssigkeit einer Verheftung eine lokale Eigenschaft ist). Dann besitzt das

durch // erzeugte Mass kompakten Trâger, und es ist

+ 00

J

Aus (1) und (2) erhâlt man nach kurzer Rechnung die Darstellung

+ oo +00
1 f \z-t\ flog|g'(z)|= -Iog2-- log—j=dn'(t)= log|z-f| d//(*)+const., (3)
71 J y/l+t2 J

— oo — oo

wobei

Kurven von beschrânkter Drehung sind rektifizierbar (V. Paatero [8, p. 6]). Es

bezeichne y denjenigen Teilbogen von J\ welchem bei der Abbildung/ ~ * das zwischen
eict und eifi (a<j8) liegende Kreisbogenstûck entspricht. Nach bekannten Resultaten
ûber das Randverhalten bei konformer Abbildung (F. Riesz [11], W. Seidel [12])
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besitzt y die Lange

fi

L (p(e10) d&, (4)

wobei

(Dieser Limes existiert fur fast aile 0, da die Randkurve F rektifizierbar ist) Durch
Arwendung des Lebesgueschen Konvergenzsatzes erhalt man m unserm speziellen
Fall

-H log|e'9-elO|

0

Aus (4) folgt damit

p in

=fexp{-1

Die Verpflanzung auf die Halbebene ergibt

(5)C expjf

Dabei ist [a, b~] das dem Bogen y bei der Abbildung g"1 entsprechende Intervall auf
der reellen Achse

Seien nun Qt und Q2 einfach zusammenhangende, beschrankte Gebiete von
beschrankter Randdrehung mit (gleich langen) Randern I\ und T2, welche isometrisch
verheftet werden sollen Zur Beurteilung der Zulassigkeit der Verheftung fuhren wir
das Problem auf die Verheftung von Halbebenen zuruck Sei gt eine konforme
Abbildung der obern Halbebene auf Ql9 und sei g2 eine konforme Abbildung der
untern Halbebene auf Q2, dièse Abbildungen konnen stetig auf die Gebietsrander
ausgedehnt werden Dabei seien g^O) und g2(0) Punkte, welche bei der Verheftung
mitemander identifiziert werden Da die Zulassigkeit einer Verheftung eine lokale
Eigenschaft ist, durfen wir ohne Verlust an Allgememheit annehmen, dass gi(oo) und
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g2{oo) innere Punkte eines geradlinigen Randstûckes sind. Wir definieren

a(x) := Lange des Bogens gi([0, x]),
fi(x): Lange des Bogens g2([0, xj).

Die isometrische Verheftungsvorschrift fur F1 und F2 induziert auf der reellen Achse
die Verheftung xt-+p~1[_<x(x)"]. Zum Beweis von Satz 1 ist nun noch nachzuweisen,
dass die Funktion fi-1 oa auf jedem endlichen Intervall quasisymmetrisch ist. (Fur die
hier verwendeten Begriffe und Resultate siehe Lehto und Virtanen [5], insbesondere

p. 91/92). Hiefûr genûgt es zu verifizieren, dass a (und somit auch fi auf jedem
endlichen Intervall quasisymmetrisch ist.

BEHAUPTUNG. Es gibt positive Zahlen M und t0 mit der Eigenschaft, dass

^<S 1 \-2<m (6)
M~oc(x)-a(x-t)~

v J

fur aile reellen x und aile fe(0, to).

Beweis. Da

.«-Cj-pj/
0 -oo

ist (6) aequivalent mit

J exp{ J

Das Mass /x besitzt folgende Eigenschaften:
(a) fi hat kompakten Trâger,

(c) Fur aile rj eR ist /z+ {rj}) < 1 und /x {rj}) < 1, wobei fi jâ
+ — \x die Jordansche

Zerlegung des Masses \x bezeichnet. (Dièse Eigenschaft ist eine Folge des Ausschlusses

von Nullwinkeln).
Sei nun t0 eine positive Zahl mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine Zahl A< 1 so,

dass

)^À und /

fur jedes abgeschlossene Intervall /, dessen Lange 4 t0 nicht ûbersteigt.
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Seien nun xeR und fe(O, t0) vorgegeben. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

9 +00)),

$!=**-((-00, jc-
q2 fi-((x + 2t, +00)).

Abschâtzung des Zàhlers im mittleren Terni von Ungleichung (7) nach oben: Fur

\mdrje( — 00, x — 2t)gût

Fur ^e[x, x + 0 und rje(x+2t, +oo)gilt

|x + r-iy|g|{-7l^|v-i7|.
Daraus schhessen wir, dass fur fe[x, x+t]

+ 00

- J log |£-ff| d/i" (f,),

wobei

J

/2= j log|x
(-Q0,X-2t)

I3= j
(x + 2f, +00)

/*= J
(x + 2t, +00)

Aus (8) folgt
X + t +00

J expj J iog\i-n\dii(n)\dç

jc + r

f expj- J
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Zur Abschâtzung des letzten Intégrais nehmen wir zunâchst an, auf \_x — 2t, x+2t~]
bestehe das Mass \T aus einer einzigen Punktmasse q0. Das in Frage stehende

Intégral nimmt in diesem Falle dann seinen grôssten Wert an, wenn sich die Masse q0

im Punkt x+(t/2) befindet:

x + t

exp j-
X + f t/2

2 f s~qods<
\-X

Besteht das Mass \x auf [x — 2t, x + 2t] aus endlich vielen Punktmassen, nàmlich

a^0 in rju oc2qo mrf2,..., ccmq0 in rjm (at +a2 + ••• +aw 1, aile ay>0), so fuhrt uns eine

Anwendung der Hôlderschen Ungleichung aufden eben behandelten Spezialfall zurûck :

¦ï( .n \z-ij

Durch Verschmieren der Punktmassen ergibt sich die Gùltigkeit derselben Abschâtzung

fur ein beliebiges Mass \T. Damit ist gezeigt, dass

X + t +00

J expjf (9)

Abschâtzung des Nenners im mittleren Glied von Ungleichung (7) nach unten: Durch
Anwendung der Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

x-t
X + 00 +00

a{C f fexP^i I l°gl£~-rçl dfÂ(n)> exp< —\
{ J l J

x — t — oo — a
jc +oo x

g J expjj \ou\Ç-t,\dn(Adt- J expj- J log|«-ij| dp(t,)\ d«.

— oo

+oo



Konforme Verheftung von Gebieten mit beschrânkter Randdrehung 185

Unser Ziel ist eine Abschâtzung des zweitletzten Intégrais nach unten. Zu diesem
Zweck suchen wir zunâchst eine obère Schranke fur das letzte Intégral. Dies geschieht
nach der beim Beweis von (9) benûtzten Méthode. Wir stùtzen uns dabei auf folgende
Ungleichungen:

Fur £e[x — t, x] und rje(-oo, x — 2t) giit

Fur ^e[x — t, x] und rje(x + 2t, + oo)gilt

Daraus schliessen wir, dass fur Çe\_x-t, x]
+ 00

— 00

log(3t)- J loglê-rçlVM, (10)

lx-2t,x+2n

K2= j \og\x-rj\dfi-(rj) I2, Kx= J \og\x-t-n\ d^ {n)9

(-oo,x-2t) (-oo,jc-2O

X4= J log\x-1-1]\ dii~ (ti), K3= j \og\x-r,\dfi+(r,) I3.

+ q0

wobei

(x + 2t, +oo (x+2t, +oo)

Indem wir das rechte Intégral in (10) nach derselben Méthode abschâtzen wie das

rechte Intégral in (8), erhalten wir

X +00

f expj- f
x — t — oo

Daraus folgt
+ 00

f expj J log\Ç-r,\dfi(n)\d^exp{K1-K2+Kî-K4}-~---tl+'>°-'°. (11)

x — t — oo

Beweis der rechten Hàlfte von Ungleichung (7): Aus (9) und (11) erhalten wir fur
das mittlere Glied von Ungleichung (7) die obère Schranke

„ 36
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Dabei ist

•
("00,

f
x~2t)

Iog
x + t — rj

x — t — tj

ALFRED

*?*,:

HUBER

(13)

(Die obère Grenze des ïntegranden ist Iog 3).

Analog gilt

I4-K4= Iog
x-t-rj

x + 2t, +00)

(14)

(Die untere Grenze des ïntegranden ist —Iog3). Da
schliessen wir aus (12), (13) und (14), dass die rechte Hâlfte von Ungleichung (7)
gûltig ist, falls wir

m-
36 -

(l-A)2

setzen. Mit derselben Zahl M gilt auch die ///ïfce Hâlfte von Ungleichung (7). Der
Beweis verlâuft ganz analog.
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