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Zum Satz von Artin-Schreier iiber die Eindeutigkeit des reellen

Abschlusses eines angeordneten Korpers

von EBERHARD BECKER UND KARL-JOSEF SPITZLAY

1. Nach Artin und Schreier [1] besitzt ein angeordneter Korper X bis auf Anord-
nungsisomorphie nur einen reellen AbschluB. Fiir diesen Satz sind in jiingster Zeit zwei
weitere Beweise veroffentlicht worden: von Gross und Hafner [3] sowie von Kne-
busch [5]. An zentraler Stelle in allen Beweisen wird nachgewiesen, daB ein Polynom
f(x)eK[x], welches in einem reellen AbschluB eine Nullstelle besitzt, auch in anderen
reellen Abschliissen Nullstellen hat. Artin und Schreier gelingt dies mittels des Sturm-
schen Kriteriums, Gross und Hafner durch die Anwendung des WeierstraBschen
Nullstellensatzes und des Satzes von Rolle. Véllig andersartig zieht dagegen Knebusch
die Theorie quadratischer Formen heran. Er geht aus von der durch Harrison und
Leicht und Lorenz entdeckten Korrespondenz zwischen den Anordnungen eines
Korpers und seinen Signaturen, d.h. den Homomorphismen seines Wittringes auf Z.
Statt mit Korpern und ihren Anordnungen arbeitet Knebusch mit den zugehdrigen
Wittringen und deren Signaturen. Dieser Ansatz hat nicht nur zu einem neuen Beweis
gefiihrt, sondern es war Knebusch auch mdglich, die Artin-Schreier-Theorie der reel-
len Hiillen auf Ringe zu iibertragen [6].

DaB sich der Satz von Artin-Schreier mit Sidtzen i{iber quadratische Formen be-
weisen lassen soll, erscheint auf den ersten Blick vollig iiberraschend. In den Lemmata
4.1 und 4.3 von [5] wird - in anderer Formulierung - folgendes bewiesen: R sei
reeller AbschluB von K, jedem irreduziblen Polynom f(x)e K[x] laBt sich eine qua-
dratische Form zuordnen, deren Signatur genau dann positiv ist, wenn f(x) eine Null-
stelle in R besitzt. Derartige Kriterien iiber die Realitdt von Wurzeln einer algebra-
ischen Gleichung gehen im Fall, daf R der K&rper der reellen Zahlen ist, auf Sylvester
und Hermite zuriick. Man findet sie auch noch in alteren Lehrbiichern iiber Algebra
[2], S. 186ff, [8], S. 1-7, [9], S. 281fL.

Wir werden zum SchluB der Arbeit skizzieren, wie die Sylvesterschen Untersuchun-
gen iiber den Sturmschen Satz zu diesen Kriterien gefiihrt haben. Daneben haben wir
die Absicht, den Beweis von Knebusch so weit zu vereinfachen, daB aus der Theorie
quadratischer Formen nur der Sylvestersche Tragheitssatz herangezogen wird. Da-

zu greifen wir einen alten Beweis wieder auf. '
Wir m&chten an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Benz fiir seine Unterstiitzung bei

der Abfassung dieser Arbeit danken.
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2. Sei K ein angeordneter Korper und R ein reell-abgeschlossener ErweiterungskSrper
von K, dessen Anordnung die Anordnung von K fortsetze. Jede quadratische Form
iiber K @(xy, ..., X,) =Y 1. s=1 @sX, X 14Btsich iiber K auf Diagonalgestalt ¢(y,,..., y,)=
=Y"_1a, 2 transformieren. Nach dem Trigheitssatz von Sylvester ist die Anzahl der
positiven bzw. negativen Koeffizienten fiir alle Diagonaldarstellungen diesselbe. Man
nennt die ganze Zahl sgno:= # {aq, | a,>0}— #{a, | a,<0} die Signatur von ¢. Es
ist sgn @ =k aquivalent dazu, daB ¢ iiber R eine Diagonaldarstellung

| k] l
¢(21’ ceey Zn)=SgIl(k) Zl Zf+ Zl (Zlf+23—zl%+2s—1)
r= s=

besitzt.

Sei f(x) ein Polynom iiber K vom Grade n, a;,..., a, seien die evtl. mehrfach ge-
zéhlten Wurzeln von f(x) in einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper.
Wir ordnen f(x) die folgende quadratische Form zu, wobei wir uns in der Bezeich-
nung an [5] anlehnen:

n
T (xgy o0y X)) = Y Gppso2XXs it o=y af, k=0,1,2,.... (1)
r,s=1 =1

Mittels dieser Form 1aBt sich die Anzahl der Nullstellen von f(x) in K bestimmen,
falls K reell-abgeschlossen ist. Den Beweis fithren wir nach [2], [8], [9]. Zusétzlich
zeigen wir, daB die universelle Anwendbarkeit dieses Kriteriums die reell-abgeschlosse-
nen Kdorper kennzeichnet. Diese neue Kennzeichnung ist implizit in der Theorie der
wechselseitigen Lage von Nullstellen zweier Polynome (,,theory of intercalation‘)
von Sylvester enthalten [7].

SATZ 1. i) Tr'Y) ist eine quadratische Form iiber K, die genau dann nichtausgeartet
ist, wenn f keine mehrfachen Nullstellen besitzt,
ii) ist K reell-abgeschlossen, so gilt:

sgnTr' = 4 {aeK | f(x)=0},

iii) gilt umgekehrt fiir alle Polynome f(x) iiber K die Beziehung in ii), so ist K reell-
abgeschlossen.

Beweis. i) Die Potenzsummen o, sind bekanntlich ganz-rationale Funktionen der
Koeffizienten von f(x) und liegen daher in K.

Dem folgenden Beweis von ii) entnimmt man, daB Tr(/? iiber einem reell-abge-
schlossenen Erweiterungskorper zu einer quadratischen Form dquivalent ist, deren
Dimension mit der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f iibereinstimmt. Das
ergibt die noch fehlende Aussage von i).

ii) Die Wurzeln o, liegen bereits im algebraischen AbschluB K(i) von K. Fiir
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z=a+bi, a,bekK, sei Z=a—bi die ,konjugiertkomplexe” Zahl. Seien B, ..., B, die
verschiedenen Nullstellen von f(x) in K, und sei y,,..., y, ein Vertretersystem der
verschiedenen Paare konjugiert-komplexer Wurzeln; die jeweiligen Vielfachheiten
seien ny, ..., n, bzw. my, ..., m;. Damit folgt:

n n 2 n 2
Tr" (x)= Z OC;‘—1-'-53_1":rxs= Z (Z ‘x:—lx») = Z ":'(Z ﬂz—lxr) +
r t r

r,s,t t=1

1
l n 2 n 2
+ 2, m, [(Z 7§'1x,) +(Z ?;"lx,) ]
s=1 r=1 r=1

Die regulédre Substitution

V=X +B Xy +Br " x,, t=1,.... k
+— 2+—2 n—l+-n-l
YVe+2s-1=%1 +ys %s x2+‘ys D) ¥s x3+'"+})f“— 2),3 Xns S=1,, yI
- 2 =2 n—1 -n—1
Ys— Vs Ys —7Vs Ys Vs
= X+ Ryfose p Tty
Yi+2s 2 2 2 3 2i n
Yo=Xy» U=k+21+l,,..,n

transformiert Tr)(x) iiber K auf die Gestalt:

k 1
Tr'/ =X ny; + 3, 2m, (Ver2e-1=Ver2s)>
woraus man sgnTr') = 4 {«eK | f(«)=0} abliest.

iii) Es geniigt nach [1], Satz 3a, zu zeigen, daB jedes positive Element von K eine
Quadratwurzel in K und daB jedes irreduzible Polynom ungeraden Grades eine Null-
stelle in K besitzt. Sei aeK, a>0; fiir das Polynom f(x)=x*—a gilt Tr/)(x, y)=
=2(x*+ay?); also hat sgnTr/?=2 die Existenz einer Wurzel in X zur Folge. Ein
iiber K irreduzibles Polynom f(x) vom ungeraden Grad hat keine mehrfachen
Nullstellen, also ist Tr{/? eine nichtausgeartete Form ungerader Dimension. Daraus
schlieBt man sgn Tr/? 0, was n.V. die Existenz einer Nullstelle von f(x) in K besagt.

Bemerkungen. 1) Ist der angeordnete Korper K nicht reell-abgeschlossen, so ist
zwar Tr)(x) noch eine Form iiber K, aber sgnTr{/) ist nicht mehr die Anzahl der
Nullstellen von f(x) in K, sondern die der Nullstellen in jedem reell-abgeschlossenen
Oberkdrper R, dessen Anordnung die Anordnung von K fortsetzt. In dieser Weise
werden wir das Kriterium aus Satz 1 anwenden.

2) Sei L/K endliche Korpererweiterung, etwa L=K(x;) und f(x)=Irr(a,, K).
Dann ist Tr, x(a¥)=0, und daher Tr'/’(x) die Darstellung der quadratischen Form
Tr*(1) bzgl. der Basis 1, ay,..., o7 '3 vel. [5].
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SATZ 2. (vgl. [3]; [5], Prop. 4.4). L sei angeordneter Kirper und endlich iiber
dem Korper K, der die induzierte Anordnung trage. Jeder anordnungstreue Monomor-
phismus o:K— F in einen reell-abgeschlossenen Korper besitzt eine anordnungstreue
Fortsetzung t: L — F.

Beweis. Sei R reelle Hiille von L, L=K(o,) und f(x)=x"+a;x""'+--- +a, das
irreduzible Polynom von «, iiber K. Wir beweisen zunachst, dal es iiberhaupt eine
Fortsetzung t:L— F von ¢:K— F gibt; dazu muB man zeigen, daB f°(x):=x"+
+a(a,) x" ! +--- +0(a,) eine Nullstelle in F besitzt. Nach Satz 1 gilt:

sgnTr) = # {aeR | f(x)=0},
g0 Te0 = 4 {feF | f7(8)=0}.

Einer quadratischen Form ¢(x)=), ; a,.x,X, iiber K ordnen wir die Form ¢°(x):=
=Y, s 0(a,s)x,x, iber 6(K) zu. Dabei gehen isometrische Formen in isometrische
Formen iiber, und da ¢ anordnungstreu ist, gilt ferner

sgn @’ =sgno.

Sei ¢’: R(i) — F(i) eine Fortsetzung von ¢: K — F; iiber R(i) gilt:

F@=T] (=),

daher iiber F(i):

Daraus leitet man ab

1*@=1" @)= TT (=0’ @) =: [T —):
¥ A=Y o' @)= (

n
k k
a,) =0 (Z oc,) ,
1
was

TtV =(TrY)°,  sgn TrY") =sgnTr/)

»-M:

nach sich zieht. Nach Wahl von R ist aber sgnTr{/) >0, und f° hat daher eine Null-
stelle in F.

Um zu zeigen, daB auch eine anordnungstreue Fortsetzung existiert, geben wir das
Argument von Knebusch aus [5] wieder. Seien t;:L— F, j=1,..., r, saimtliche Fort-
setzungen von o, und keine von ihnen sei anordnungstreu. Dann findet man ;>0 in
L mit 7;(a;)<01in F, j=1,..., r. In R ist jedes positive Element Quadrat, daher liegt
auch L' :=L(\/ay,...,/a,) in R, und es gibt nach dem Bewiesenen eine Fortsetzung
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7:L" - Fvon 0. Daraus folgt t(a,) =1(,/a ;)?>0im Widerspruch zu der Tatsache, daB
7 auf L mit einem der Monomorphismen © ; ibereinstimmen muB.

Damit ist die Hauptarbeit fiir den Eindeutigkeitsbeweis geleistet.

SATZ 3. R sei reeller Abschluf des angeordneten Korpers K. Jeder anordnungstreue
Monomorphismus o:K— F in einen reell-abgeschlossenen Korper F besitzt genau eine
(notwendig anordnungstreue) Fortsetzung t:R — F.

Beweis. Satz 2 zeigt unter Anwendung des Zornschen Lemmas die Existenz einer
anordnungstreuen Fortsetzung 7: R —» F. Sei t’ eine weitere Fortsetzung; t’ ist anord-
nungstreu, da in reell-abgeschlossenen Kérpern Quadrate und positive Elemente iiber-
einstimmen. Sei € R, und seien a; <---<a,=a<--- <a, alle Nullstellen des Minimal-
polynoms f(x)eK[x] von « in R. Nach dem Beweis zu Satz 2 hat f°(x) auch genau k
Nullstellen in F, daher

{tla), st} ={t"(@1)s .., 7'(2)}-
Aus

ta) < <tw),  t(a) < <t'(o)
folgt
t(a)=1(,)=1"(2t,)=7"().

3. Zum SchluB3 wollen wir skizzieren, wie Sylvesters Untersuchungen iiber den Sturm-
schen Satz zu dem im vorliegenden Beweis verwendeten Kriterium gefiihrt haben.
Dabei legen wir seine groBe Arbeit [7] aus dem Jahre 1853 zugrunde.

Sei f(x)=x"+a;x"" ! +---+a,eR[x] ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen;
fiir die Sturmsche Kette werden nach dem Euklidischen Algorithmus Hilfsfunktionen
Ro=f'(x), Ry,..., R,, bestimmt. Sylvester fiihrt eine Art ,,generischer”’ Untersuchung
durch, bei der er so rechnet, als ob die auftretenden rationalen Funktionen der
Koeffizienten nicht verschwinden. Zunéchst erhédlt man bei dieser Betrachtung eine

Kette (£, f', Ry,..., R,_;) der Lange n+1:

f(x) =M,f'(x)—R, gradR,=n—1-i,
f' =MR —R, grad M,=1,
R, =M,R,—R, R,_, =const. #0,

Rn-—3=Mn—2Rn-—2_Rn—1‘

Die R;, M, sind Polynome in x iiber dem rationalen Funktionenkdrper Q(ay, ..., a,).
Nach Abspalten des Inhaltes A; von R; erhilt man eine Zerlegung

R;= 40,
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mit

1,€Q(ay,...,a,), 0,€Q[ay,...,a, x].
Die Faktoren 4,, ,,the allotrious factors”, erweisen sich als Quadrate, so daB man fiir
das Sturmsche Kriterium mit der Untersuchung der vereinfachten Sturmschen Reste
0; auskommt. Bereits 1839 war es Sylvester gelungen, die Polynome g; durch die

Wurzeln «, von f(x) auszudriicken, insbesondere ist der hiéchste Koeffizient von
R,y (Ro=f") gleich

Oo Oi-1
0'1 O'i .
D;:=| ~ , i=1,..,n,
Oi-1 02i-2
n
o-k=zaf.
1

Die Vorzeichen in der Sturmschen Kette (f(x), f'(x), Ry;eees R,-1) sind fiir Argu-
mente x von geniigend groBem Betrage allein durch die héchsten Koeffizienten be-
stimmt. Bezeichnet ¢ die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

(1, Dy,..., D,),

so hat f(x) nach dem Sturmschen Satz genau n— 2¢ reelle Nullstellen. Durch Cauchy
war bereits bekannt, daB eine quadratische Form Y, , a,,x,x, auf die Diagonalgestalt

. D D’
D1y§+5,2-y§+-~+ L y2
1 n-1

transformiert werden kann, wenn D, die sukzessiven Hauptunterdeterminanten von
(a,,) sind. Im vorliegenden Fall besitzt daher Tr{/) eine Diagonaldarstellung mit ¢ ne-
gativen und n—¢ positiven Quadraten. Es ist interessant zu bemerken, da Sylvester
bei diesen Uberlegungen den Trigheitssatz beweist [7], Art. 44. Nach diesem Satz ist
die Zahl n—2¢ der Form Tr'Y) invariant zugeordnet und kann aus jeder Diagonaldar-
stellung abgelesen werden. In Verbindung mit dem Sturmschen Satz erhilt man weiter-
hin, daB die Signatur von Tr") mit der Anzahl reeller Nullstellen von f(x) iiberein-
stimmt.

Sylvester selbst hat diese letzte Aussage nicht explizit formuliert; er stellt vielmehr
einen Zusammenhang her zwischen der Anzahl reeller Nullstellen und der Signatur
der Bezoutiante, einer quadratischen Form, die in der Eliminationstheorie auftritt.
Hermite dagegen arbeitet mit einer Form TrY’, die aus Tr'"? durch die Einfiihrung
eines reellen Parameters o entsteht und beweist ein Analogon zum Sturmschen Satz:
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die Anzahl der reellen Nullstellen in einem Intervall (, 8) ist gleich } (sgnTr”—
—sgnTry"), [4], auch [2], S. 217f [8], S. 5, [9], S. 313ff.

Wie auch Sylvester bemerkt hat, 148t sich dieses Ergebnis ohne Verwendung des
Sturmschen Satzes direkt aus dem Tragheitssatz folgen; der Beweis von Sylvester ist
die Vorstufe des Beweises von Satz 1, [7], Art. 46ff.

Wir haben den Beweis des Satzes von Artin-Schreier nach Satz 1 in der von Kne-
busch gewdhlten Weise fortgesetzt. Jedoch lieBe sich auch der urspriingliche Beweis
von Artin und Schreier modifizieren, indem man das Sturmsche Kriterium durch das
Kriterium von Satz 1 ersetzt.
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