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Fortsetzung von Spezialisierungen: ein idealtheoretischer Zugang

Urs Schweizer (Mathematisches Institut Basel)

§1. Einleitung

Sei Am (resp. Pm) der m-dimensionale affine (resp. projektive) Raum ûber einem

algebraisch abgeschlossenen Kôrper k und seien UcAm9 VaAn, WaPn irreduzible
algebraische Mengen. Mit/(resp. g) bezeichnen wir die Projektion von VxU auf
U (resp. von Wx C/auf U).

Jeder algebraischen Teilmenge Aa Vx U (resp. Ba Wx U) ordnen wir A'cU
(resp. B'cU) zu. Dabei soll A' (resp. Br) der topologische Abschluss bezûglich der

Zariskitopologie von/(v4) (resp. g(B)) in U sein. Bekanntlich gilt in dieser Situation:
(i) Es gibt eine echte algebraische Untermenge A" von A' mit A" u f(A) Af.

(ii) B'=g(B).
(ii) besagt, dass g fur jedes U eine abgeschlossene Abbildung ist, d.h. dass der

projektive Raum komplett ist (vgl. Mumford [2, p. 104]). (/) besagt, dass/(v4) fast
abgeschlossen ist, genauer gesagt, dass sich/(^4) von A' hôchstens um eine algebraische

Menge niedriger Dimension unterscheidet.
Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass es genugt, (i) und (ii) fur irreduzible

algebraische Mengen A und B zu beweisen. Dann besitzen aber U, V, W, A und B gene-
rische Punkte (w) (w1,..., um\ (v) (vl9...9 vn)9 (w) (w0,..., wH)9 (à) (au...9 an+m)

und (b)=(b0,..., bn+m) in den entsprechenden Râumen ûber einem Universalkôrper
Qzd k vonk.

Ein Punkt (u') von U liegt im Bild von/(resp. g) genau dann, wenn sich die Spe-

zialisierung k [w] -? k [u'~\ endlich fortsetzen lâsst auf k\u, v]-+k[u', vr~\ mit einem

geeigneten (i/) (resp. homogen fortsetzen lâsst auf k[u, w"] -? k[u', w'~] mit einem ge-
eigneten (w;)).

Der Beweis von (i) und (ii) kann mit Hilfe von altbekannten Fortsetzungssâtzen
fur Spezialisierungen gefûhrt werden (vgl. [3, Samuel, Chap. I, §§ 1-3]).

Das Problem, Spezialisierungen fortsuzetzen, kann auch idealtheoretisch formu-
liert werden. Sei R0 k[u], R=R0[Xl9...,XH'] ein Polynomring, p {FeR/F(v) 0}
und q0 {FeR0/F(u') 0}, dann sind p cR und q0 c Ro Primideale und es gilt pnR0

(0). Die Spezialisierung k[u] -+k\u'~\ lâsst sich genau dann auf k[u, v] ~>k[u\ t/]
fortsetzen, wenn es ein Primideal qczR gibt mit q n Ro q0 und q 3 p.

Die idealtheoretische Formulierung des Problems, Spezialisierungen homogen
fortzusetzen, lautet: Sei R'=RO[XO9...9 Xn~\ mit der Graduierung des Polynomrings
versehen, Ro wie vorher, p' {FeR'/F(w)=0}9 dann ist p' ein homogènes Primideal,
welches das Idéal X=(X0,...9 Xn) nicht enthâlt und es gilt p nR0= (0). Die Spezia-
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lisierung k\u\-+k[w'] lâsst sich genau dann homogen fortsetzen auf k[u, w]-+k[u\
h>'], wenn es ein homogènes Primideal q'cR gibt mit q'nl?0=q0, q':=>p' und Xcjrq'.

In der vorliegenden Arbeit werden die Fortsetzungssâtze fur Spezialisierungen in
grosser Allgemeinheit idealtheoretisch bewiesen. Dièse liefern zusammen mit dem
Hilbertsehen Nullstellensatz neue Beweise fur (i) und (ii).

Als Anwendung wird schliesslich ein dimensionstheoretisches Résultat fur noe-
thersche Ringe hergeleitet. Ist Ro ein Ring, so bezeichnen wir seine Krullsche Dimension

mit dimi?0 und verstehen darunter das Supremum aller Lângen von Primideal-
ketten in Ro. Ist poaRo ein Primideal, so definieren wir dimp0 als Supremum aller
Lângen von Primidealketten in R09 die von p0 aufsteigen, d.h. dimpo dimi?o/po.
Schliesslich soll der Rang von p0, abgekûrtz rgp0, das Supremum aller Lângen von
Primidealketten in jR0 zwischen (0) und p0 sein, d.h. rgpo dimjROpo, wobei ROpo die

Lokalisierung von Ro bei p0 ist.
Man sagt, Ro erfûlle den Rangsatz, wenn Ro noethersch ist und fur jedes Primideal

In dieser Situation beweisen wir fur jeden Polynomring R=RO[XU...9 X^\ uber
Ro und jedes Primideal pczR: rgp + dimp>dimlÊ— 1. D.h. das Bestehen des Rang-
satzes vererbt sich bei Adjunktion von Unbestimmten beinahe. Dies mag erstaunen,
haben doch andere dimensionstheoretische Regelmâssigkeiten dièse Eigenschaft
nicht. So zum Beispiel gibt es Ringe, die katenarisch aber nicht universal katenarisch
sind. Dabei heisst ein Ring Ro katenarisch, wenn fur je zwei Primideale Po^qo^^o
jede unverfeinerbare Primidealkette zwischen p0 und q0 die gleiche Lange hat, und
universal katenarisch, wenn mit jR0 auch jeder Polynomring uber Ro dièse Eigenschaft
besitzt. Nagata hat ein Beispiel fur einen noetherschen Ring gegeben, der zwar
katenarisch, aber nicht universal katenarisch ist (vgl. [1, Matsumura, pp. 87-88)].

Ich môchte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. W. Habicht danken fur seine Anregun-
gen und sein Interesse an dieser Arbeit.

§2. Inhomogener Fortsetzungssatz

Sei Ro ein nœtherscher Ring und R=R0[vl9..., vn~] eine liber Ro endlich erzeugte
Algebra, die Ro als Unterring enthâlt.

DEFINITION 1. Das Fortsetzungsproblem heisst bezuglich des Primideals

lôsbarfur ein Primoberideal q0 c Ro von p0 p n Ro genau dann, wenn es ein Primober-

idealqczR von p gibt mit q nRQ=q0.
Das Fortsetzungsproblem ist bekanntlich nicht immer lôsbar (Beispiel :R0~k [X~\,

R=Ro [ F], p (XY-1 und q0 (JT)). Aber es gilt :

SATZ 1. Es gibt ein echtes Oberideal a0 von p0 mit der Eigenschaft, dass das Fort-
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setzungsproblem bezuglich p hôchstens fiir diejenigen Primideale q0 nicht lôsbar ist, die

d0 umfassen.
Dieser Satz liefert sofort (i). Sei nâmlich p c Ro \XX,..., Xn] k [w] [Xt,..., Zj das

zu ^ gehôrige Primideal, d.h. p {/(m, X)eiÊ: fur aile (w\ t/) aus ^ gilt/(w\ t/) 0}.
Dann gehôrt p0 p n i?0 zu A' und das Nullstellengebilde .4" c Udes Ideals û0 erfullt (i).

Man ûberlegt sich leicht, dass Satz 1 nur fur Polynomringe R RO\XX,...9 Xn~]

bewiesen werden muss. Wir schicken dem Beweis zwei Lemmatas voraus.

LEMMA 1. Sei (R, m) ein lokaler Integritâtsbereich mit Maximalideal m und

Quotientenkôrper K. IstfeR[X\$mR[X\ geK[X~] undfgeR\X~\, so liegt g schon in

R\X\.
Beweis. Sei/=^ a^faeR), g=% bjX^bjeK) und/g=£ ckXk{ckeR).
Ist ap der hôchste Koeffizient von/, der nicht in m liegt, so gilt fur die bj folgendes

Gleichungssystem :

-•+ap b1-{

--+ap-1b1+ap bo cp.

Wegen der Wahl vonp liegt die Déterminante dièses Gleichungssystems nicht in nt,
ist also eine Einheit in R. Daraus folgt fur /=0,..., n bj-eR, wobei n der Grad von g ist
und das Lemma ist bewiesen.

LEMMA 2. Sei wiederum (R9 m) ein lokaler Integritâtsbereich mit dem

Quotientenkôrper K IstfeRlX], $mR[X] undirreduzibeluber Kt so ist p=/R[JT| ein Prim-
ideal Das Fortsetzungsproblem bezuglich p ist lôsbar fiir m,falls ein Koeffizient vonf
vonpositivem Gradnicht in m liegt.

Beweis. fK[X] ist ein Primideal, da K ein Kôrper und / irreduzibel uber K ist.
Lemma 1 besagt, dass das Primideal/K[Ar] n^[^] schon von/aufgespannt wird und
die erste Behauptung ist bewiesen.

Die Lôsbarkeit des Fortsetzungsproblems fur das Maximalideal m ist gleich-
bedeutend mit û=ntK[X] 4-/R[Z]#jR[Z]. Jedes Polynom aus a, das nicht schon im
Idéal mR[X~\ liegt, hat einen Koeffizienten von positivem Grad, der Einheit ist in R.
Also enthâlt û die Eins nicht und somit ist auch die zweite Behauptung bewiesen.

Beweis von Satz 1. Wir verwenden Induktion uber die Variablenanzahl n. Sei n 1.

Wir kônnen ohne Beschrânkung der Allgemeinheit po (0) annehmen. Ist p auch (0),
so kann das Fortsetzungsproblem fiir jedes Primideal cjo^^o vermôge Cfo^oC^]
gelôst werden und die Behauptung ist in diesem Fall mit a0 Ro bewiesen.

Andernfalls gibt es ein/#0 in p von kleinstem Grad./ist irreduzibel uber K, dem
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Quotientenkôrper von Ro. Sei/=£^o ai^\ ûo^Eix) R&i und qo<=^o ein Primideal,
welches a0 nicht umfasst. Wir lokalisieren nach q0 und kônnen annehmen, (R09 q0)
sei lokal. Lemma 2 liefert die Lôsbarkeit des Fortsetzungsproblems fur q0 und die
Induktionsverankerung ist bewiesen.

Sei also n grôsser als 1. Wiederum dûrfen wir p0 (0) annehmen. Es gibt ein Prim-
oberideal p' cR von p vom Rangw mit p' n jR0 (0). Haben wir ein a0 gefunden,
welches Satz 1 fur p' statt fur p erfûllt, so tut es dies auch fur p. Wir kônnen deshalb
zusâtzlich rgp=n voraussetzen.

Sei p pnR[Xl9...9XH_1']. Dann gibt es nach Induktionsannahme ein Idéal
bo<^Ro, ï>o^(^)> sodass das Fortsetzungsproblem beziiglich p fur aile Primideale

q0 cR0 losbar ist, die b0 nicht umfassen.

Weiter gibt es nach Induktionsverankerung ein Idéal ccR=R0[Xl9...9Xn-1'].
welches p echt umfasst, derart, dass das Fortsetzungsproblem beziiglich p fur aile
Primideale qczR, welche zwar p, nicht aber c umfassen, losbar ist. Wegen rgp=n gilt
rgp n — 1, somit ïnR0 c0¥:(0), also auch ct0 b0nc0¥"(0).

Sei qo^^o &n Primideal, welches a0 nicht umfasst. Zunâchst umfasst q0 erst
recht b0 nicht. Also gibt es ein Primoberideal qcR von p mit qni?0 q0- qo umfasst
aber auch nicht c0» also umfasst q erst recht nicht c und es gibt ein Primoberideal q c R
von p mit q n R=q, woraus q n Ro=q0 folgt und Satz 1 ist vollstândig bewiesen.

§3. Homogener Fortsetzungssatz

Sei R © i>0 Rt ein noetherscher graduierter Ring.

SATZ 2. Das Fortsetzungsproblem ist beziiglich jedem homogenen Primideal pczR
undfur jedesPrimoberidealqoczRo von po pnRo losbar durch ein homogènes Primideal

qczR mit dim qRqo=dim p Rpo.

Dieser Satz liefert sofort (ii). Sei nâmlich RQ=k[u\, R=RQ[XQ>..., Zn], pcR
das zu B gehôrige homogène Primideal. Dann ist po pnRo das zu Bf gehôrige
Primideal. Es gilt ^=(^0,..., Xn) cjip, also dimpjRPo^ 1. Entspricht q0 einem Punkt
(wf) von B\ d.h. qo^Po* so liefert das q des Satzes die Existenz eines Punktes (w')e W
mit (w\ u')eBund damit (w')eg(B).

Beweis von Satz 2. Da R noethersch ist, besitzt das homogène Idéal ® i>0 Rt eine

endliche -R-Basis aus Formen, au...9an. Hat at den Grad eh so ist R ein graduierter
Restklassenring von jR' Ro \Xei Xenn~]. Es ist deshalb klar, dass Satz 2 nur fur Ringe
der Gestalt R' gefuhrt werden muss.

Ausserdem kann ohne Beschrânkung der Allgemeinheit po (O)» tBqo/Vo—l und
(Ro, qo) lokal angenommen werden. Ro ist als eindimensionaler lokaler Integritâts-
bereich ein Cohen-Macaulay-Ring und somit universal katenarisch (vgl. [1, Matsu-

mura, pp. 108-109]).
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Sei req0, r#0. Da p homogen ist und r in q0 liegt, folgt p + rRî£R. Also gibt es ein
minimales Primoberideal q von p + rR, welches notwendigerweise homogen ist. Dann
folgt qnl?0 q0 und rgq/p l (vgl. [1, Matsumura, p. 77]). Weil R katenarisch ist,
heisst das fur q'
und so

§4. Anwendung

SATZ 3. Sei R~R0[Xl9...9 X^\ ein endlich dimensionaler Polynomring mit
notherschemKoeffizientenring, pcReinbeliebigesPrimidealundp0 pnRo.Danngilt:

Dieser Satz liefert sofort die in der Einleitung erwâhnte Vererbung des Rangsatzes
bei Adjunktion von Unbestimmten. Man beachte, dass der Satz nicht verschàrft wer-
den kann. Zunâchst ist klar, dass fur gewisse p die redite Ungleichung zur Gleichung
wird.

Aber auch die linke Ungleichung kann fiir gewisse p zur Gleichung werden, wie das

folgende Beispiel zeigt. Sei Z der Ring der ganzen Zahl und peZ eine Primzahl,
und p (l+p+pX)R. Dann gilt rgp + dimp l +0 rgpo +

Beweis von Satz 3. Es gilt rgp rgpo + rgp/poi? (vgl. [1, Matsumura, p. 79)].
Zusammen mit dimpoi? dimpo + «^rgp/poi? + dimp folgt daraus sofort die zweite

Ungleichung.
Die erste Ungleichung beweisen wir induktiv ûber dimp0. Ist dimpo 0, so

rgp + dimp rgpo + rgp/poi* + dimp rgpo + «(vgl. [1, Matsumura, p. 92]).
Ist dimpo=l, so

Sei also dimp0 > 1 und û0 <= Rq das Idéal, dessen Existenz in Satz 1 bewiesen wurde
Entweder ist a0 Ro, dann ist das Fortsetzungsproblem beziiglich p fiir jedes Primideal

qo=>po lôsbar, insbesondere fur ein q0 mit dimqo dimpo — 1. Sei q die Lôsung. Sie

erfiillt nach Induktionsannahme rg q + dim q ^ rg q0 + dim q0 + n — 1, also rg p + dim p

«--l, weil RJp0Rqo
ein Cohen-Macaulay-Ring ist (vgl. Beweis von Satz 2) und wir sind in diesem Fall fertig.

Oder es ist û0 #Ro- Finden wir trotzdem ein Primoberideal q0 c Ro von p0, welches

û0 nicht umfasst mit dimqo dimpo— 1, so kônnen wir gleich schliessen wie im Fall
ao Ro.

Nun gibt es aber hôchstens endlich viele Primideale q0 c p0 mit dimq0 dim p0 — 1

und qo^cto, denn jedes solche ist ein minimales Primoberideal von oo. Mit Lemma 3

ist deshalb Satz 3 vollstândig bewiesen.
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LEMMA 3. Sei R ein endlich dimensionaler noetherscher Integritâtsbereich mit
dimjR> 1. Dann gibt es unendlich viele Primideale in R von der Dimension dimR — 1.

Beweis. Sei maR ein Maximalideal mit rgm=dimR. Ohne Beschrânkung der
Allgemeinheit dûrfen wir annehmen, (R, m) sei lokal. Sind pl9..., pn Primideale in R
der Dimension dim R— 1, so gibt es wegen dimi£> 1 ein Elément aem,$Pi u... upn.
Dièses Elément erfûllt dimR/aR=dimR—l (vgl. [1, Matsumura p. 78]). Also liegt
aR in einem Primideal q mit dimq dimJR — 1. Dièses q ist verschieden von pl9..., pn
und das Lemma ist bewiesen.
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