
Zeitschrift: Commentarii Mathematici Helvetici

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 49 (1974)

Artikel: Abzählbarkeit und Wohlordenbarkeit

Autor: Felgner, Ulrich

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-37982

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 06.12.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-37982
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


114

Abzahlbarkeit und \\ohlordenbarkeit

von Ulrich Felgner

In dieser Arbeit wollen wir die Beziehungen zwischen den folgenden beiden
Axiomen untersuchen:

(UW) Die Union einer wohlgeordneten Menge von wohlordenbaren Mengen ist
wohlordenbar.

(UA) Die Union einer abzâhlbaren Menge von abzàhlbaren Mengen ist abzâhlbar.
Die beiden Axiome sind unmittelbare Konsequenzen des Auswahlaxiomes, und

es ist wohlbekannt, daB weder {UW) noch (UA) in der Zermelo-Fraenkelschen
Mengenlehre beweisbar sind. Die beiden Axiome haben den Charakter von Induktions-
Axiomen. P. E. Howard, H. und J. E. Rubin haben in [5] die intéressante Frage
gestellt, ob (UA) eine Konsequenz von (UW) ist. Dièse Frage soll hier beantwortet
werden:

Die Implikation (UW)=>(UA) ist im System ZF nicht beweisbar.

Wir bemerken, daB auch die Implikation (UA)=>(UW) in ZF nicht beweisbar ist.
Das Axiom (UA) folgt aus dem abzâhlbaren Auswahlaxiom (AC™). Die Umkehrung
gilt jedoch nicht. Wir werden zeigen :

(AC*) ist vom System ZF+(UA) +(UW) +(BPI) unabhàngig. Dabei ist (BPI) das

Boolesche Primideal Theorem. Die Beweise werden mittels der Erzwingungs-Methode
(forcing) von P. J. Cohen gefûhrt. Wir nehmen an, daB der Léser mit den Grund-
zùgen der Erzwingungs-Technik vertraut ist, wie sie etwa in [3] oder in [7] dargestellt
ist.

Frau Jean E. Rubin môchte ich fur eine Reihe hilfreicher Bemerkungen und
Hinweise bei der Abfassung dieser Arbeit danken.

1. Einfiihrung

ZF sei das System der Zermelo-Fraenkelschen Axiome der Mengenlehre (ein-
schliefllich Ersetzungsaxiom und Fundierungsaxiom, aber ohne Auswahlaxiom). Mit
(AC) bezeichnen wir das ûbliche Auswahlaxiom. Wenn a eine Kardinalzahl ist, dann
sei (AC*) das folgende eingeschrânkte Auswahlaxiom:

(ACa): Zujeder wohlgeordneten Menge s der Kardinalitât a existiert eine Funktion

fderart, dafif(x) ex fur aile x es gilt.
Sei co die Menge aller endlichen Ordinalzahlen. Wir bemerken:

(I) (UA) ist im System ZF+(AC°>) beweisbar;

(II) (UW) ist im System ZF+(ACW0) beweisbar.

Dabei ist (ACW0) das Auswahlaxiom fur wohlgeordnete Familien nicht-leerer Mengen,
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also (ACwo)o(Va:ACa). Unter der Voraussetzung der Konsistenz von ZF gilt das

folgende

LEMMA 1. (a) Es gibt ein ZF-Model mt so dafi

SRi h (UW) a (UA) a -n (AC).

(b) Es gibt ein ZF-Modell 9Jl2 so dafi

<m2 h -i (UW) a -i (UA) a -i (AC").

Beweis. Zu (a): Sei 2R ein abzâhlbares Standard-Modell von ZF+V=L und
seien aQ, al,..., am... (n e co) Cohen-generische Teilmengen von œ. Sei 50^

=501K, fli,... *„, ...]«6W Feferman's Modell (siehe [2] S.343-344, oder [3] S.160-166).
R. Soïovay hatte gezeigt, daB (ACW0) in SRi gilt. Daher ist SP^ ein Modell von (UW)
und von (6^4). Andererseits ist das Ordnungstheorem und daher auch (AC) in ÏRj
verletzt

Zu (b): Sei S0î2 das Modell von A. Levy, in dem die Menge R aller reellen Zahlen
eine abzâhlbare Union abzâhlbarer Mengen ist. Es gilt also SCTi21= —i (C/^4). Aus

(AC°)=>(UA) ergibt sich damit ferner 9Jl2l= i (ACœ). Levy zeigt, daB in 9ïl2 jede
wohlordenbare Menge reeller Zahlen hôchstens abzâhlbar ist. Daher gilt 9Jl2 ¥~\(UW).
Das Modell Sft2 wird in Levy [6] und in Cohen [1] S.143-147 beschrieben. Q.E.D.

In dem Modell ÎR2 ist Kx mit Ko konfinal. Dies zeigt, daB die Regularitât von XA

in ZF nicht beweisbar ist. Im Zusammenhang mit der Frage, ob (UA) aus (UW)
folgt, zeigen wir jetzt:

LEMMA 2. Die Implikation (UW)=>(UA) ist im System ZF+9tft ist regulâr"
beweisbar.

Beweis. Sei S={tn; neco} eine Menge derart, daB aile /„ abzâhlbar sind. Setze

uo to, un+l=^tn+l-(J{ti; O^i^n}, dann gilt [Js==U{un> neco} und ^Q un sind

paarweise disjunkt. Aus (UW) folgt, daB \JS wohlordenbar ist. Sei also *3 eine

Wohlordnung von {JS. Fur jedes neco gibt es genau eine abzâhlbare Ordinalzahl pn

und genau einen Ordnungs-Isomorphismus/n von <wn, "S > auf </?„, e >. Eine Funktion
g sei wie folgt definiert : falls x e uw dann sei g (x)=p0 + px + • • • + j5w _ t +fn (x). Offenbar
ist g eine ein-eindeutige Abbildung von {J S in œl. Laut Annahme ist œx keine

abzâhlbare Union abzâhlbarer Ordinalzahlen. Also wird \J S mittels g nicht auf œi
abgebildet. {g(x); xel^J S} ist also ein echter Anfangs-Abschnitt von cûx. Also ist

(J S abzâhlbar. Q.E.D.
Bemerkung LA. Tarski hat in [9] die folgenden beiden Fragen gestellt:
(Ax) Ist ZF+,,Die Menge M aller reellen Zahlen ist abzâhlbare Union abzâhlbarer

Mengen" konsistent?
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(A2) Ist ZF+,9Jede unendliche Menge ist abzâhlbare Union von abzâhlbaren
Unionen von abzâhlbaren Mengen" konsistent?

Mit der Konstruktion des Modelles 9K2 hat A. Levy die Frage (A^ positiv beant-

wortet. Aus der Konsistenz von ZF+,,KX ist singulâr" folgt, daB es keinen Term

t(x) von ZF gibt, so daB ,,W [r ist eine Wohlordnung auf einer abzâhlbaren Menge s
=> t(r) ist eine ein-eindeutige Abbildung von s auf co]" in ZF beweisbar ist.

Die Frage (A2) hat E. P. Specker [10] Seite 207 negativ beantwortet. Sei Do

{x; x ist abzâhlbar} und durch Induktion: Dn+l {x; 3 C(C^Dn a C ist abzâhlbar

ax=IJ C)}. Es gilt (DX^DO und wie Specker zeigt: œn+1$Dn. Der Beweis

unseres Lemmas 2 ist im Wesentlichen nichts anderes als ein Beweis fur co2^D1.
Bemerkung 2. Herr H. Rubin hat kûrzlich den folgenden Satz bewiesen: Die

Implikation (UW)=>(UA) ist im System ZF+,,Die Menge U aller reellen Zahlen ist
wohlordenbar" beweisbar. In jedem Permutations-Modell im Sinne von Fraenkel-
Mostowski ist IR wohlordenbar. Daher ergibt sich das folgende Korollar (H. Rubin) :

In jedem Permutations-Modell gilt (UW) => (UA).

2. Das erste Unabhângigkeits-Resultat

Wir werden jetzt zeigen, daB (UA) im System ZF vom Axiom (UW) unabhângig
ist. Dazu werden wir zu einem gegebenen abzâhlbaren Standard-Modell 2ft von ZF
fur jede natûrliche Zahl n unendlich viele generische Bijektionen cp : Ko -» Njf1 (col-
lapsing functions) adjungieren, so daB in der Erweiterung 91 ail dièse Funktionen eine

unendliche, aber Dedekind-endliche Menge bilden. Daraus folgt dann 5tf=(LW).
Andererseits sind die Kardinalzahlen Xjf* (fur n eco) in 51 abzâhlbar, und K^1 ist in 31

die erste ûberabzâhlbare Kardinalzahl : X^ Kf. Also ist Kx in 31 singulâr und es

folgt 91¥

SATZ 1. Jedes abzâhlbare Standard-Modell 501 von ZF+V=L kann zu einem

abzâhlbaren Standard-Modell 91 von ZF erweitert werden, so dafi X^ Kf und

(i) in 91 besitztjede Menge eine lineare Ordnung,

(ii) m(UW)A~i(UA).
Beweis. Definiere in 3JI eine verzweigte Sprache JèP, welche neben den ùblichen

ZF-Symbolen (Variable, s, logische Zeichen v, ~i, V (oder, nicht, es gibt) und

Klammern) noch limitierte Existenz-Quantoren Va, limitierte Komprehensions-
Operatoren E* (fur jede Ordinalzahl oeeSDt), Namen x fur jede Menge xeSDÎ, zwei-

stellige Prâdikate émn (fur neœ und l^meœ) und ein zweistelliges Prâdikat È

enthâlt. Die Formeln und Terme von & werden wie ûblich definiert (siehe etwa [3]

S.78-80). Operationen und Begriffe, die im Sinne von 9JI gemeint sind, schreiben wir
im Folgenden mit einem hochgestellten SOI. So ist z.B. K^1 diejenige Ordinalzahl von
501, die in 9ft die Rolle von Km spielt.
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Eine endliche Teilmenge p von (œ — {0} x co x co x X^1 wird Bedingung genannt,
falls fur aile neco and aile l^meco, /?m,n={<a, /?>; (m, n, a, p} ep} eine ein-ein-

deutige Abbildung von /»!(/>„,„)= {a; 3)5 eK^:<a, jS> e/?m>n} £û> in KJ ist.
In J£? werden die logischen Zeichen a (und), -» (impliziert), <-» (ist âquivalent mit),

A (fur aile) und der limitierte universelle Quantor Aa per definitionem eingefûhrt.
Al*F(x) steht beispielsweise aîs Abkûrzung fur —\\/l-iW(x). Demgegenùber
gehôren die Zeichen =>,<>,&, V, 3 (Implikation, Àquivalenz, Konjunktion, fur aile,
es gibt) der Meta-Sprache an.

Zwischen ^f-Aussagen W und Bedingungen p wird eine Erzwingungsbeziehung
(strong forcing) p\\-W wie ûblich erklârt (siehe etwa [3] S. 81-82). Sie enthâlt die

folgenden beiden wesentlichen Zeilen - dabei sind tl9 t2 konstante Terme von 3? und

ti^.t2 steht fur die limitierte J^f-Aussage /\<$.{x&tl<r+x&t2), wobei oc Ma.x(Rang(t1)>
Rang(t2)):

m,n und plh^-a und p ih r2 - p],
pïï- B{tu t2) o 3neœ 3meco[l < m und pW-t^^c^m und

Va Vj8 : p Ih «a, p> et2 ^ *mf „(

Sei 0* eine vollstândige Folge von Bedingungen und val die kanonische Bewertung
(valuation) der konstanten Terme von ££\ val(t)={val{t')\ Rang{t')<Rang(t)9
0>\\-t'et}. Sei 9l={val(t); t ist ein konstanter Term von &}. 91 ist die gesuchte Er-
weiterung von 30t. Setze

cpmt n val (E^x [ V w V^ x <a, /?> a àMt n (a, /?)]),
a fi

5 val(£û)wx[Vw V^l ^meco a x (m,y} a È(m9yJ])9
m y

Bm {^;<m? (p}eB) und B° {q>; 3meœ:(m, <p}eB}.

Aus der Définition der Erzwingungs-Relation Ih folgt sofort, daB jedes (pmf n in 51 eine

ein-eindeutige Abbildung von Ko auf K^1 ist. Meta-sprachlich gilt ferner

B {<m,<pm>n>; 1 < meœ Scneœ},
Bm {(pm,n;neœ} fur l

Automorphismen. Sei G in 9ft die Gruppe aller ein-eindeutigen Abbildungen von
œ auf co. Sei H= {<rf; ceG & 1 </eco}. Falls /? eine Bedingung ist und V eine e$f-

Formel, GieH, dann sei

^i(p) {iU °{n\ ^ J?>; <ï, «, a, j^>ep} u «m, n, oc, P}ep; m * i},
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diejenige Formel, die aus W entsteht, indem man aile vorkommenden
Symbole 4>in durch Ôit a{n) ersetzt. Die Symbole émn, wobei m^i, werden dabei
nicht durch andere ersetzt.

Mit/? ist auch at{p) eine Bedingung und durch Induktion nach dem Formelaufbau
folgt:

SYMMETRIE-LEMMA. Fur aile at eH, aile Bedingungen p und aile g-Aussagen

RESTRIKTIONS-LEMMA. Sei W eine ^-Aussage, p eine Bedingung und

p= {{m9 n, a, J?> ep; Ômt n kommt in W vor}. Falls p\)rV9 dann gilt auch^lh*F. Dabei
ist il- die schwache Erzwingungs-Beziehung, die durch q\Ç- WoqW (i iW) definiert ist.
Der Beweis ist standard (vergl. [3] S. 132).

LEMMA A. Sei t ein limitierter Komprehensionsterm von &, so dafi t in 91 eine

Abbildung von Kf* auftff1 ist. Falls k=Max{meco; lneco\émi n kommt in t vor]},
dann ist entweder P^k oder jS<a.

Beweis. Fur <x, y} et schreiben wir *F(x, y). Nach Voraussetzung kommen
Symbole der Form émt n hôchstens fur m ^ k in W vor. Weil tin 31 eine Abbildung von
Kf auf Kf ist, gilt:

Vy < Kf 3^ < Kf :9l N V(y, ô) a A* i V(y, t), (•)

d.h. zu yeXf existiert ein kleinstes ôettf so daB <y, 3}et und fur aile Ç<ô gilt
"i<y, Oe*- Zu jedem 7<K^ existiert also ein 5<K^ und eine Bedingung p=p (y, ô),
die von y und 3 abhângt, p e0>9 so daB

(**)

Nach dem Restriktions-Lemma kônnen wir annehmen, daB p=p(y, 3)^
xcoxcox K^1 (wir schreiben k +1 {0,1,.., k}
Definiere jetzt in 3DÎ:

CM={^;3gc(Hl)xû)Xû)X Kf 3y < Kf [^f ist eine

Bedingung & g lh>(y, ô) a A* ~i V (y,

In 5Dt gibt es hôchstens Xf viele Bedingungen ^ fur die q^ (k +1) x co x co x Kf gilt.
Nach (*) und (**) gibt es zu jeder Bedingung q und jedem y<Kf* hôchstens ein

5<Kf so daB #*F(y, ô) a A^i^Cy, t) gilt. Daher hat Ckt a in 2R hôchstens eine

Mâchtigkeit Kf -Kf. Andererseits ist r in Sft surjektiv. Also gilt cof^Ckt0[. Daher

f -Kf. Daraus folgt, daB entweder p^k oder 0<a gilt, denn



Abzahlbarkeit und Wohlordenbarkeit 119

KOROLLAR. K?=K?, also c/w(Kf) K0.
Beweis. In 31 sind X^1, Xf1,..., K^1,... (m eco) abzâhlbare Ordinalzahlen, denn fur

jedes m eco, l^m, und fur jedes n eco ist (pm> „ in 91 eine ein-eindeutige Abbildung von
Ko auf K^1. Nach Lemma A gibt es aber keine Funktion in 9t, die Ko ein-eindeutig auf
X)Jf abbildet. Also ist die Ordinalzahl X;J? in 9i die erste ûberabzâhlbare Kardinalzahl :

K^ Kf. Weil K^ in 9Jt mit Ko konfinal ist, ist es auch K?.

KOROLLAR. 91N -i (UA a
Dies folgt sofort, weil Kx in 91 eine abzâhlbare Union abzâhlbarer Ordinalzahlen

ist.

Bezeichnung. Sei t EaxW(x) ein limitierter Komprehensions-Term von ££ und
oce(f occ^îF) {{m, n)\4>mtn kommt in ¥ vor}. Wir schreiben t t (c), fur c occ(r),
um anzudeuten, daB Symbole Ômn dann und nur dann in t vorkommen, wenn
<m, n)ec.

SUPPORT-LEMMA. Seien t^c^ und t2(c2) limitierte Komprehensions-Terme von
££ so dafi 3l^t1(c1) t2(c2)' Dann existiert ein limitierter Komprehensions-Term t3

t3(c3) so dafi c1nc2 c3 occ(t3) w«c/9lNf1(c1) f3(c3).
Der Beweis verlâuft âhnlich wie der Beweis des entsprechenden Support-Lemmas

in Mathias[8] (siehe auch [3] S. 118-120). Statt auf À bezieht man sich hier jedoch auf
È (m, x) und das Support-Lemma folgt durch Induktion nach m.

LEMMA B. In 91 besitzt jede Menge eine lineare Ordnung.
Beweis. Definiere in 91 eine verzweigte Sprache J?*, welche neben den ûblichen

ZF-Symbolen Namen x* fur jede Menge xe9Jl, Namen q>* fur jede Funktion cpeB0,

Namen i?* (fur l^meco), einen Namen B*9 limitierte Existenz-Quantoren Va und
limitierte Komprehensions-Operatoren E" fur jede Ordinalzahl ae9l enthâlt. Aus
5ÏRN V=L folgt,daB 501 in der Erweiterung 91 definierbar ist. {<*, x*>; xeWl} ist also

eine 9l-definierbare Klasse, und es folgt, daB auch J2P* in 91 definierbar ist. Im Gegen-

satz zu 3? hat <£?* eine 9l-definierbare Interprétation Q* : setze

Q*(x*) x fur

Q*((p*) (p fur cpeB°

Q*(B*) B und

O*(BZ) {y;<m,yyeB} fur Umeco,

und setze D* induktiv fort, so daB Q* eine 9t-definierbare Interprétation aller limi-
tierten Komprehensions-Terme t von J2P* ist. Fur einen Term t von <&* sei occ*(r die

Menge aller çeB° derart, daB q>* in t vorkommt. Fur jede Menge ze9l sei supp*(z)
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f){occ*(t); Q*(t)=z, t ein Term von «£?*}. Da 501 und 5R Standard-Modelle sind,
sind die Mengen occ*(7) nicht nur im Sinne von 51 endlich, sondern auch endlich im
absoluten Sinne. Da 9Jt und 5t dieselben Ordinalzahlen haben, kann J£?* in ££ ûber-
setzt werden und umgekehrt. Ausgehend von ze5t und einem beliebigen J^*-Term t
mit z=Q*(t) kônnen wir also durch Anwendung des Support-Lemmas in endlich
vielen Schritten einen limitierten Komprehensions-Term t' von Jâf* finden mit der

Eigenschaft O*(f')=z und occ*(/') supp*(z). Fur eine endliche Teilmenge d von B°
sei Vd- {ze5t; supp*(z) </}. Da jede Menge zeVd durch einen Term tz von £P* mit
occ*(Vz) rfund Q*(tz) z beschrieben werden kann und da ferner die Menge Td aller
Terme t von »£?* mit occ*(/) Jeine 5l-definierbare Wohlordnung hat, folgt, daB Q*
die Wohlordnung von Td auf Vd ûbertrâgt. Sei Wd dièse Wohlordnung auf Vd. Jede

Menge B^l^meco) hat eine lineare Ordnung. Sei R die ûbliche lexikographische
lineare Ordnung auf der Menge aller endlichen Teilmengen von B° \J {Bm ; 1 ^ meœ}.
Sei jetzt u eine beliebige Menge von 5R. Setze :

D(u) {<x, y}; xeu a yeu a [<supp*(x), supp* (y)}eRv
v (supp* (x) d supp* 0) a <x, >>> e

Wirnehmenan, daB R irreflexiv ist, d.h. fur kein dist (d, d}eR. Es folgt, daB D{u)
eine lineare Ordnung auf u ist.

LEMMA C. Eine Menge ze$l ist in 51 wohlordenbar genau dann wenn es eine

endliche Teilmenge d von B° gibt, so dafi supp*(z)çc/ und supp* (x)ç=id fur aile xez.
Beweis. Angenommen z besitzt in 51 eine Wohlordnung "2. Sei â?=supp*(ti).

z kann als das Feld von 1§ beschrieben werden; daraus folgt supp*(z)çd. Zu jedem

xez existiert eine Ordinalzahl v so daB x eindeutig als das v-te Elément von z in der

Wohlordnung "S beschrieben werden kann. Daher gilt supp*(x)sJ fur aile xez.

- Die Umkehrung folgt sofort, weil jede Klasse Vd fur endliches rfeine 5t-definierbare

Wohlordnung hat.

KOROLLAR, Eine Menge we5l ist in 51 genau dann wohlordenbar wenn D(u) eine

Wohlordnung von u ist.
Dies folgt sofort aus den Lemmata B und C. Daraus folgt auBerdem sofort, daB

UW) in Sfl gilt. Sei nâmlich z eine wohlgeordnete Menge wohlordenbarer Mengen,

z={uv; v<X)e51, dann ist «x,y}; x, jelJzA3v1<A3v2</l[xewVl AyeuV2 a
a (v! < v2 v (vj v2 a <x, yyeD(uVl)))]} eine Wohlordnung von (J z. Also 51 h (C/W),

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Bemerkung. Neben dem schon vorher diskutierten Axiom (ACWO) betrachten wir
noch das folgende Axiom:
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(ACW0): Zujeder Menge z, derart dafi aile yez nicht-leere wohlordenbare Mengen
sind, existiert eine Funktionf so dafif(y)ey fur aile yez.

Aus dem oben stehenden Korollar folgt, daB 9l\=(ACwo). In der Tat, wenn zeïl
gegeben ist so, daB aile Elemente y von z wohlordenbar sind, dann ist D eine Funktion,
die jedem yez eine Wohlordnung D(y) zuordnet. Dann istf(y) Min(D(y)) eine auf z
definierte Auswahlfunktion.

Es gilt ZFh (ACW0) => (UW) und nach J. E. Rubin auch ZFh (ACW0) => (UW). In
Satz 1 haben wir gezeigt, daB Sth(CW) a n(iCw), also ?ll=~i(^CW0). Daraus folgt,
daB (ACW0) von (UW) unabhângig ist.

In Fefermans Modell 3R1 (siehe Lemma 1) ist das Auswahlaxiom fur Mengen von
ungeordneten Paaren (AC2) nicht gûltig (siehe [2] S. 344). Es gilt (ACWO)=>(AC2)9
also mx h -i (ACW0) und <mi h (t/ÏF) a (ACwo). Es folgt, daB auch (ACW0) von (£W)
unabhângig ist.

3. Weitere Unabhàngigkeits-Resultate

Wir wollen jetzt zeigen, daB auch die Implikation (UA)=>(UW) in ZF nicht be-

weisbar ist.

SATZ 2. Jedes abzâhlbare Standard-Modell 501 von ZF+V=L kann zu einem

Modell % von ZF+(UA) + ~\(UW) erweitert werden.

Beweis-Skizze. Sei coa die Menge aller Funktionen von a in m. Definiere in 901:

B= {/; 3a<a)1:/ecoa}. <5, £> ist ein Baum mit der Eigenschaft, daB jeder Punkt

feB genau Ko viele unmittelbare Nachfolger hat. Eine Teilmenge C^B heifit Teil-
baum, wenn VxVj[(.y^xeCAyeB)=>yeC~]. Ein Teilbaum C von BheiBtklein, wenn
eine Ordinalzahl P<co1 existiert derart, daB/?r1(/) {a; 3«ect);<a, «>e/}£j8 fur aile

feC.
Definiere in SOI eine verzweigte Sprache J&f, die neben den ûblichen ZF-Symbolen

Konstante x fur jede Menge xe$Jl, Konstante âf fur jedes/eJ5,zweistelligePrâdikate
fc fur jeden kleinen Teilbaum C von B, ein zweistelliges Prâdikat ^ und limitierte
Existenz-Quantoren Va und limitierte Komprehensions-Operatoren E* fur jede
Ordinalzahl aeSDl enthalt. Endliche partielle Abbildungen p von co x B in 2= {0, 1}

werden Bedingungen genannt. Eine Erzwingungs-Beziehung Ih wird wie ûblich de-

finiert - sie enthalt die folgenden Zeilen:

p\h teàfo3neco\j>\b t ^n &p(n9f) 1],

pïï- h k h o 3feB 3geB[p\\- tt ~ àf &p\V t2 - âg &/ S g],

Wâhle eine vollstândige Folge von Bedingungen, 0*, und definiere wie ûblich eine
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Bewertung val(t) der konstanten Terme t von J£\ Das resultirende Modell sei 21. Sei

af val(âf),

und sei ^ das Feld von S:A=pr1(^)upr2(^). Es gilt A {af;feB} und "S ist
eine partielle Ordnung auf ^4 derart, daB (A, ^> ein Baum ist. Tc= {(af9f};fe C}
ist in 21 eine ein-eindeutige Abbildung mit Bildbereich C. Da Ce .g in 9JI eine Wohlord-
nung hat, wird dièse auf/?r1(Tc)={ûr/;/eC} ûbertragen.

Fur jedes x g A ist x= {yeA;y^x} wohlgeordnet. Der Ordnungstyp von x wird
Ordnung von x genannt und mit o(x) bezeichnet. Sei Aa={xeA; o(x) ol}. Fur jedes
a<cof gibt es einen kleinen Teilbaum Ca^B, so daB A^pr^TcJ. Jede Menge Aa

(a<co^) ist daher in 21 wohlordenbar. Ein Symmetrie-Argument zeigt, daB A îm
Modell 21 nicht wohlordenbar ist. Es gilt A (J{Aa; a<œf}9 und daher folgt
S0L)r-\{UW).

Sei G in 9Jt die Gruppe aller Automorphismen von <#,£>. Fur <reG und eine

Bedingung p sei

* 00 «^ a (/)» *>;<*> /» e> eP) >

und fur eine oèf-Formel W sei <x(!F) diejenige Formel, die aus W entsteht indem man an
allen Stellen àf durch àaif) und tc durch tc{C) ersetzt. Es gilt das folgende

SYMMETRIE-LEMMA. Fur aile aeG\p\YxFoG{p)\\-a{xF).
Im nâchsten Schritt beweist man wie ûblich das folgende Kombinatorische Lemma :

Sei K in 501 eine Menge von Bedingungen. Dann gibt es in 9Jt eine Teilmenge Kx von

Kso dafi Kx in SOI abzâhlbar ist und so dafi zujedem peK ein qeKx existiert derart, dafi

puq eine Bedingung ist. (siehe etwa [3] S. 157). Es folgt, daB 9ft und 21 dieselben

Alephs haben. Insbesondere folgt c/,(KÏ) c/TO(Nf Kf=K?.
Fur einen kleinen Teilbaum C von B sei J^(C) diejenige Teilsprache von J^, die

Konstante df nur fur feC und Prâdikate tD nur fur D^C enthàlt. Es gibt eine 21-

definierbare Interprétation Qc von J£{C) in 21 so daB val(t) Qc(t) fur konstante
Terme t der Sprache J£?(C). Dies ist der Fall, weil Tc eine Menge von 21 ist. Sei

F(C)={Oc0); t ist ein konstanter Term von J^(C)}. J^(C) hat eine 9K-definierbare

Wohlordnung; Qc induziert daher eine 2l-definierbare Wohlordnung auf V(Ç). Fur
jede einzelne gegebene unlimitierte J^-Aussage W ist bekanntlich die Erzwingungs-
Relation p IHP in 3R. Daher gilt:

LEMMA. (in 9JI) Zu jedem konstanten Term t von ££ existiert ein kleiner Teilbaum

C von B so dafifur jede Bedingung p, p \b(t <$<®-+tn V{C) + 0) gilt.
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Beweis. Betrachte K= {q; q\h \/x xet}e$Jl. Nach dem Kombinatorischen Lemma
existiert eine in 50Î abzâhlbare Teilmenge KX^K so daB zu jedem peK eine mit p
vertrâgliche Bedingung qeKx existiert. Sei Kx={q0, qu q2, ...} und wâhle in 501 zu
jedem qneKx einen limitierten Komprehensionsterm tn so daB qn\Ç-tnet. Fur jeden
Term tn sei Drt der kleinste kleine Teilbaum von B so daB âf nur fur feDn und T£nur
fur E^Dn in tn vorkommen. Sei C={J{Dn; neœ}, dann ist C der gesuchte kleine
Teilbaum von B.

LEMMA. %ï(AC").
Beweis. Sei z={yn; neœ} in 91 eine abzâhlbare Menge nicht-leerer Mengen. Es

existiert ein Term tF von 3? derart daB F— val(tF) eine ein-eindeutige Abbildung von
œ auf z ist, z={F(«); weo;}. Sei yn F(n) val(tF(n)). Aus dem vorangegangenen
Lemma folgt fur jedes neœ die Existenz eins kleinen Teilbaums Cn derart, daB fur
aile Bedingungenp, /?|h(fF(n)^0->/F(n)n V(Cn)^Q). Da auch die Relation {</?, n};
^^^(n) & neœ} fur jede einzelne J^-Formel *F(x) in 501 vorhanden ist, kônnen wir in
501 fur jedes neœ einen solchen Teilbaum Cn wâhlen und C— [J{Cn; neœ} ist wieder
ein kleiner Teilbaum von B so daB fur jede Bedingung/? und jede natûrliche Zahl n:
P\t(tF(n)±Q^tF(n)nV(C)±0) gilt. Daher folgt «h(fF(n)#0-*fF(n)n F(C)#0)
fur aile neœ. Nach Voraussetzung gilt %¥yn^0 fur aile neœ. Also hat jede Mengeyn
einen nicht-leeren Durchschnitt mit V(C) in 91. F(C) hat jedoch eine Wohlordnung
in 91 und wir erhalten die gesuchte Auswahlfunktion, wenn wir aus jeder Menge

ynn V(C) das kleinste Elément auswâhlen.

KOROLLAR: %¥{UA).
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Wir diskutieren abschlieBend die Frage, in welcher Beziehung die Axiome (UA)
und (AC03) zueinander stehen. Es gilt in ZF:(,4Cw)=>(£/.4). Wir wollen zeigen, daB

(AC") in ZF nicht einmal aus (UA) a (UW) a (BPI) a (KW-AC) ableitbar ist. Dabei
ist (BPI) das Boolesche Prim-Ideal Theorem (,,Jede Boolesche Algebra besitzt ein

Prim-Ideal") und (KW-AC) ist das Selektions-Prinzip von Kinna und Wagner (,,Zu
jeder Menge z, deren sâmtliche Elemente mindestens zwei Elemente enthalten, existiert
eine Funktionf so dafi 0¥:f(y)<=yfur aile yez." Dabei steht aczb fur a^bAa^b).
Unter der Voraussetzung der Existenz eines ZF-Modelles gilt:

SATZ 3. Es gibt ein ZF-Modell 93 so dafi

<B£(UW)a(UA)a(BPI)a(KW-AC)a-i(AC(0).

Beweis. Sei 501 ein abzâhlbares Standard-Modell und 93=50t[tfo> au •••> #»>•••> ^]
diejenige Cohen-Erweiterung von 50Î, die entsteht, indem man zu 501 Cohen-generische

Mengen anaœ(neœ) und eine Menge A={an; neœ} adjungiert. J. D. Halpern und
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A. Levy [4] haben gezeigt, daB das Boolesche Prim-Ideal Theorem (BPI) und das

Kinna-Wagnersche Selektions-Prinzip (KJV-AC) in 23 gelten (siehe auch [3] S. 131—

144). A ist in 33 unendlich, aber Dedekind-endlich. Daher gilt 23f=-i(,4C£O). Wie im
Beweis von Satz 1 zeigt man, daB 23 ¥(ACWO) und folglich 23 ¥(UW) gilt. In 23 ist Ht
regulâr. Nach Lemma 2 gilt daher $5}f(UA). Damit ist Satz 3 bewiesen.
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