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Ùber ein Problem von Reiter und ein Problem von

Derighetti zur Eigenschaft Px lokalkompakter Gruppen1)

Von Harald Rindler

Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit linkem HaarmaB dx. Wir setzen fur
feL1(G),x,yeGLyf(x)=f(y-1x) Ryf{x)=f(xy~1) A^y'1) (JG linker Haar-
modul von G). Sei H eine abgeschlossene normale Untergruppe von G. Wir setzen

THf(*) jHf(xy) dy3 feL1 (G), x nH (x) e G/H (dy linkes HaarmaB von H). TH

ist eine lineare Abbildung von L1 (G) auf L1 (G/H), \\ TH\\ < 1 (siehe [3] Ch. 3, §4.4).
Den Kern der Abbildung bezeichnen wir wie iiblich mit Jl (G, H). Ein Teilraum
£c L1 (G)heiBt #-rechtsinvariant, wenn mit feE und y eH auch RyfeE gilt.

1. Reiter hat in [3], Ch. 8, §4.6 gezeigt, daB, falls H die Eigenschaft Pt hat, das

Bild jedes abgeschlossenen //-rechtsinvarianten Teilraumes unter der Abbildung TH

ein abgeschlossener Teilraum von L1(G/H) ist. (Es wurde dort ein allgemeineres
Résultat fur nicht notwendig normale Untergruppen bewiesen.) Ist G/H endlich, dann
ist L1 (GjH) endlichdimensional und daher jeder Teilraum abgeschlossen. Ist die

Quotientengruppe GjH unendlich kônnen wir auch die Unkehrung des obigen Résultâtes

zeigen. Fur Spezialfâlle hat dies bereits B. Johnson gezeigt [1]; wir kônnen seine

Méthode verallgemeinern.
Ich môchte H. Reiter, der einen ersten Entwurf dieser Arbeit kritisch gelesen hat,

fur wertvolle Anregungen herzlich danken.

THEOREM 1. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, H eine abgeschlossene normale

Untergruppe, GjH unendlich, dann hat H die Eigenschaft Px genou dann wenn das Bild
jedes abgeschlossenen H-rechtsinvarianten Teilraumes von Lt (G) ein abgeschlossener

Teilraum von L1 (GjH) ist.

Zum Beweis geniigt es folgendes zu zeigen: Hat H die Eigenschaft Px nicht, dann

gibt es einen abgeschlossenen i/-rechtsinvarianten Teilraum E, sodaB THE nicht
abgeschlossen ist. Wir benôtigen zunâchst folgendes

LEMMA 1. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe, die die Eigenschaft Px nicht
hat, dann gibt es Elemente yu y2,~- y^^H, sodafi fur aile feL1 (G) mit J/= 1 fur
hi^LyJ—f eine nur von f abhângige Konstante Cf>0 existiert mit:

2) Daruber trug der Autor bei einem mathematischen KongreB ûber das Thema «Analyse
Harmonique et Représentations Unitaires*' in Les Plans sur Bex - Schweiz am 26.3.1973 vor.
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- hiW^ Cf fur aile Re®°H

(^° {*:* £ cnR,.H, cneC, £ cM 0, y'neH}).
n

Wir fûhren den Beweis indirekt. (Die Beweismethode ist im wesentlichen dieselbe wie
in [2], Lemma.)

Angenommen fur jede endliche Menge {yu j>2,... yN} £ H gibt es zu beliebigen
e > 0 einen Operator R e @t°H mit

II**i-Mi<û, Ki<N, h^LJ-f (1)

Es gilt: R(Lyix -/) - {LJ-f) Lyt Rf- Rf- (L,J-f) Lyi(Rf-f) - (*/-/),
da R und Lyi vertauschen.

Setztman5 |i?/-/|/||i?/-/||1,undbeachtetman,daB||JR/~/||1 ^ | $(Rf-f)\
,{(£„ cn - 1)-/| |J/| 1 gilt erhâlt man wegen (1)

/)||x < e (1 < * < JV) (2)

(2) besagt nun, daB (G, H) die Eigenschaft P*(G, i^f) hat; daher hat H die Eigenschaft

Pt im Widerspruch zur Voraussetzung. (siehe [4] §3, Définition und Proposition

1).

LEMMA 2. Die normale Untergruppe H besitze die Eigenschaft Pt nicht und GH
sei unendlich. Seien hu /z2)- • hN wie in Lemma 1. Dann gibt es zujeder offene H-in-
varianten Menge X^ G, die (mindestens) N verschiedenen Restklassen (mod/f) enthâlt,
ein \j/ e/1 (G, H) mit Trtfr £ X und MR eâloH \\lty - M i > 1. (Tr^ Trâger von xj/).

Beweis. Wir kônnen eine offene Umgebung U von {e} mit UH U und Elemente

at9a29... aNeG(Nwie in Lemma 1) so wâhlen, daB gilt:

(Die Existenz von U und {au... aN} erkennt man unmittelbar, wenn man von der
offenen Menge nH(X) in der Quotientengruppe ausgeht.)

Sei/eL1 (G) mit Tr/c U und J/= 1 (dies ist môglich, da U positives MaB hat).
Es gilt TrAi Tr(Ly/-/)cj.Tr/uTr/£iyi7u(7= U (man beachte, daB yteH
und HU= UH gilt, hier geht die Normalitât von H wesentlich ein.) Sei (pt Laiht
und \j/ 2f (pt. Es gilt dann natûrlich ^ e/1 (G, i^), weil das fur ht und daher auch

fur (pt gilt. ([3], Ch.3, §6.4, §5.3; man beachte, daB man auch hier auf die Normalitât
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von H nicht verzichten kann.) Es gilt Tr(pl TrLahi ai'Trhi^aiU und daher

Tr^ s \Jt atU£ x, auBerdem gilt fur i ^j Tr (^nTr^ 0.

Sei Re@%9 dann gilt TrRcp^atU, da UH=U und TrR<pinTîR<pJ <friïj.
Daraus folgt fur R e @°H

max
i

(Beachte:
SchlieBlich kann man o.B.d.A. voraussetzen, daB Cf 1 ist (andernfalls ersetze

man \j/ durch llCf'ij/).
Wir kônnen nun Theorem 1 beweisen.

Da G/H unendlich ist gibt es offene paarweise disjunkte Mengen Yn ^GjH, «eZ,
die jeweils mindestens N Elemente enthalten. Sei Xn nâ1 (Yn), es gilt dann XnH

HXn Xn. Auf Grund von Lemma 2 gibt es \l/n(n > 1), mit

*,e J1 (G, H), Tr^r. £ X, und inf*.*^ H^ - ^111 > 1

Fur n ^ 1 sei ^^n gewâhlt mit:

Tr^.BÇl-B und HT^.JU - (4)
n

Sei/n \\fn + ^-nUnd^dervonden^aufgespannteabgeschlossene/T-rechtsinvariante
Teilraum von L1 (G). Die Banachsche direkte Summe der Teilrâume En stimmt mit
dem von allen /„ aufgespannten abgeschlossenen //-rechtsinvarianten Teilraum E
iiberein.

g-Ig,, gneEn und UWi IlIgJli (5)
n n

Sei nâmlich JRlf i?2 g^h beliebig, n # m, n9 m eN9 dann gilt:

und daher

Trili/^ n TrR2/M ^Xn

daraus folgt (5) unmittelbar.
Wir behaupten nun

(AbschluB in der Normtopologie) (6)
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Beweis2). Die Relation „ 3« ist unmittelbar klar. (THRf= S ckTHf). Sei umgekehrt
geJl(G9H)nEm.

Da.geEH9 gibt es einen Operator Rt 2 ckRyk, ckeC, mit

weiters gilt:

- gll i > II Ta (RJn - g)\\ x || TH (RJn - g)

£\1£Ck\--
n

also ist

|V c |

Sei R R1-I,k ck-Re, dann ist i?e^â und \\Rfn - RJ»^ < | S ck| H/JU < e/2 und
man erhâlt \\Rfn -g\\i<&, Re^t0H und (6) ist gezeigt.

THE^EIlEr\J1(G, Hj] ist ein Banachraum bezùglich der Quotientennorm, die
wir mit || || ' bezeichnen.

Es gilt natûrlich ||/'H'> ||/'||ifG/H fur alle/'erff£. Ist THE abgeschlossen in
L1 (G/H)9 dann ist THE auch bezùglich der Norm || || lGlH ein Banachraum. Bekannt-
lich gilt dann

Wir zeigen aber

l und «Th/JU^O (ii-oo) (7)

(d(fn, EnJ^G^H)) sei der Abstand von /von EnJl(G, H)).
Es gilt nâmlich

</(/„,£ nJ1 (G, tf))
d (fn, EnnJx (G, H)) (dies folgt aus (5))

^ d(^w, £„ n J1 (G, H)) (Tri?^n n Trlty.,, s Xn n X-m 0)

inf {\\Ri/fn - ^|lf R6«S) > 1 ((3) + (6))

2) Aus der Relation En {A/« + iî/n, Re&0Ht X komplex}-folgt Relation (6) nicht unmittelbar.
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Damit ist die erste Relation in (7) gezeigt;

lirH/j|1 --o (»->oo),
n

wie bereits friiher gezeigt wurde.
Es gilt daher \\THfJ>\ und \\THfn\\ltGlH->0, die Normen || ||' und || \\UG,H

sind daher nicht vergleichbar und THE ist nicht abgeschlossen, womit Theorem 1

vollstândig bewiesen ist.

2. Sei Heine abgeschlossene Untergruppe von G; ££n, 0tH die konvexe Huile der

Operatoren Ly9 Ry(yeH) resp.
Ist H eine normale Px -Untergruppe dann gilt

(siehe [4], §2, (*) (7), (8)), insbesondere sind beide Infima gleich.

Derighetti stellte in einem Brief an Reiter die Frage nach der Umkehrung. Ist H
nicht normal dann gilt noch

||TH,,/*|| und infRe^ \\Rf\\,

(siehe [4], §2, (4) und (6)). Weiters gilt D^L1 (G) * Dnl} (G) ([4], §2, Proposition 1).

Daher ist J1 (G, H) DHyLx (G) * Dnl} (G) J1 (G, H)* ([4], § 1, (33), (34)) und es

gibt ein/eL1 (G) mit 0 THt qf ^ THt qf* ; fur dièses/stimmen die beiden Infima daher

nicht iiberein.
Wir kônnen jedoch folgendes zeigen:

THEOREM 2. Eine abgeschlossene normale Untergruppe H hat die Eigenschaft

Px genau dann wennfiïrallefeL^G), înfL^JLfi^infj^^JRf^ gilt.
Beweis. Wir brauchen nur mehr eine Richtung zu zeigen und benôtigen zunâchst

folgendes

LEMMA 3. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G, H habe nicht die

Eigenschaft Plf dann gibt es ein feL1{G)f f=Lyg-g, geL1(G)t yeH, sodafî.

Mrîjt.aiiJ-R/Hi > 0 gih' (Pas Résultat ist eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses in

[3], Ch. 8, §4.5.)
Wir fuhren den Beweis indirekt: Angenommen es gelte:

g)lli=O fûralle gel}(G)9 yeH. (8)

Aus (8) folgt
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Sei/f Lytgt -gi9l^i^N9N eine beliebige natûrliche Zahl, e > 0 beliebig, dann
gibt esRe@H mit \\Rft\\x <s, 1 ^ i ^ N (9)

Beweis durch Induktion. Fur N= 1 ist (9) gleichbedeutend mit (8). Schluû von

N-l auf N: Laut Induktionsvoraussetzung gibt es Rte^H mit ||/*i/Jli<e
1 ^ i < tf - 1 ; RJN Rt (LyNgN - gN) LyN (Rt gN) - i?t gN (RLy L,tf). Wegen (8)
gibt es daher ein R2 mit ||i?2(^i/jv)lli < e.

SdR R2Rl dann ist i?e^H und \\Rfih \\R2(RJi)\\i<\\RJi\\i<e Ki<
^N—l,R erfullt daher die Bedingungen in (9).

Behauptung. (9)=>P1(//).
Sei g^O Jg= 1, ^,^2»••• ^eif, NeN, e>0 beliebig, wegen (9) gibt e

Sei s Rg, dann gilt s ^ 0, J s 1 und ||Lyi,y — j|| x < e, 1 ^ ir ^ N, denn |

Wir erhalten daher (8)=>(9)=>i>J!c(G, H)=>PX (H) ([4], §3 Proposition 1) im
Widerspruch zur Voraussetzung und Lemma 3 ist bewiesen. Damit kônnen wir nun
Theorem 2 leicht beweisen.

Hat H nicht die Eigenschaft Pl9 dann gibt es ein geL1(G)9 yeH, sodaB fur
f=Lyg-g9 irf,r,«J|!?/ïli>0. Wir zeigen inf^JI/IU =0. Sei e>0 gegeben,
sei N eine natûrliche Zahl mit JV> (2||g||/e)l, sei L \jN Z^'o ^w» dann g^ ^/=

Damit ist Theorem 2 gezeigt.

Bemerkung. Aus der Relation Ly f* {Ry..J)* folgt fur jede abgeschlossene

Untergruppe #

Beachtet man, daB in einer Richtung im Beweis von Theorem 2 die Normalitât
von H gar nicht eingeht erhâlt man folgende leichte Verschârfung von Theorem 2:

infL e#H\\Lf\\ 1 infL 6*H||Z/*|| i fur alle/eL1 (G) dann und nur dann, wenn H normal
ist und die Eigenschaft Px hat. (Ist H nicht normal ist Lemma 3 stets richtig.)
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