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Komplexe Basen zu quasieigentlichen holomorphen Abbildungen

Norbert Kuhlmann

Meinem Lehrer, Heinrich Behnke, zum 75. Geburtstag.

1. Einleitung

A'und Fseien irreduzible komplexe Râume, x: X-* F eine surjektive, holomorphe
Abbildung. Der Kôrper 5R(F) der auf Y meromorphen Funktionen làBt sich als

Unterkôrper des Korpers %ix(X) der auf X meromorphen Funktionen, die von t
analytisch abhângig sind, auffassen. - Es interessiert, unter welchen Bedingungen
$lx(X) ein algebraischer Funktionenkôrper ûber 5R(F) ist.

Problème dièses Types wurden schon von WeierstraB untersucht. Die wohl am
weitest gehenden allgemeinen Resultate in dieser Hinsicht finden sich in [2].

In einer Reihe von Spezialfàllen lôste K. Stein dièses Problem, in dem er zunâchst
die Existenz einer komplexen Basis (Z, $) zu x nachwies. - In [2] wurde vermutet,
daB es môglich sein musse, die in [2], §9 und § 10, dargestellten Resultate zu gewinnen,
indem man ebenfalls zunâchst die Existenz einer komplexen Basis sichert.

Dies fûhren wir u.a. in der vorliegenden Arbeit durch. Im Mittelpunkt der Be-

trachtungen stehen nicht, wie in [2], die quasieigentlichen, sondern (die von mir so

genannten) iV-quasieigentlichen holomorphen Abbildungen (die mit den quasieigentlichen

holomorphen Abbildungen in einem sehr engen Zusammenhang stehen). Zen-
tral in der vorliegenden Arbeit ist

SATZ 1. Es seien X ein irreduzibler normaler komplexer Raum, x:X-+ Y eine

N-quasieigentliche holomorphe Abbildung mit der Entartungsmenge Ex. x (Et) sei in Y
analytisch, Dann besitzt x eine komplexe Basis (Z*, <£*). Z* ist normal. Die durch

t ^*o<£* definierte holomorphe Abbildung \j/*: Z* -> Yist eigentlich unddiskret. (Z, $)
ist eine komplexe Basis von x \X; hierbei seienX X—x~1(x(Ex))t $ <£* | X, Z

Z* — \//* "J (t (Ex)). <j>* ist ebenfalls N-quasieigentlich.
Die Voraussetzungen von Satz 1 sind z.B. bei einer quasieigentlichen holomorphen

Abbildung x:X~* Feines irreduziblen normalen komplexen Raumes ifgegeben.
Satz 1 wird in Abschnitt 3 bewiesen. - In Abschnitt 4 betrachten wir (als Beispiel

zu Satz 1) gewisse r-konkave holomorphe Abbildungen. - In Abschnitt 5 beweisen

wir die Hauptresultate aus [2], §10, mit Hilfe von Satz 1. - Als Ergânzung weisen

wir noch in Abschnitt 6 die Existenz komplexer Basen bei iV-vollen holomorphen
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Abbildungen normaler komplexer Râume nach (der Begriff der N-vollen holomorphen
Abbildung steht in enger Beziehung zum in [2] geprâgten Begriff der vollen holomorphen

Abbildung).

2. Vorbereitungen

a. Sofern nicht ausdrûcklich anders vermerkt, seien die auftretenden komplexen
Râume reduziert und von abzàhlbarer Topologie. Ist TV eine analytische Untermenge
einer offenen Menge U eines komplexen Raumes X, so sei N (wenn nichts anderes

vereinbart ist) mit der Strukturgarbe ON: ={{@x \ U)/^ \ N versehen; hierbei sei J^
die Idealgarbe aller auf N verschwindenden holomorphen Funktionskeime.

Unter einer Niveaumenge einer holomorphen Abbildung t: Z-» Y versteht man
eine Zusammenhangskomponente einer Faser r~1(Q), QeY. - Eine holomorphe
Abbildung fi:X->T heifît von t analytisch abhângig, wenn auf Xeine offene, dichte
Menge U existiert, so dafî ju | U auf den Niveaumengen von t | U konstant ist.

Ist X irreduzibel, so ist \i bereits von i analytisch abhângig, wenn auf X eine offene

Menge C/#0 existiert, so dafi \i | Û auf den Niveaumengen von x | 0 konstant ist.

\i nennt man strikt analytisch abhângig von t, wenn \i auf allen Niveaumengen von

t konstant ist. - (j>:X-+Z majorisiert die holomorphe Abbildung t:X^> Y9 wenn
(genau) eine holomorphe Abbildung $:Z->Ymit t \j/o$ existiert.

Ein Paar (Z, $) heiBt eine komplexe Basis von t, wenn gilt: Z ist ein komplexer
Raum, $:X->Z ist eine von t strikt analytisch abhângige holomorphe Abbildung,
die jede von t strikt analytisch abhângige holomorphe Abbildung /x: X-+ Tmajorisiert.

Eine holomorphe Abbildung $:X-*Z heifit maximal, wenn sie jede von ihr
strikt analytisch abhângige holomorphe Abbildung fi:X-+T majorisiert; (Z, $) ist
eine komplexe Basis von t, wenn $:X-+Z maximal ist und $ von t sowie t von $
strikt analytisch abhângen.

Wichtig ist: Es seien X ein irreduzibler normaler komplexer Raum, t\X-+Y eine

nirgends entartete holomorphe Abbildung. Dann besitzt t eine komplexe Basis (Z, $).

b. %.X-+Y sei eine holomorphe Abbildung. Das Supremum supP6X(dimPAr—
— dimPT"1(T(P)) nennt man den Rang von t. - Der Rang von t stimmt mit der
halben topologischen Dimension von x{X) ûberein.

X sei ein irreduzibler komplexer Raum. Die Menge Ex aller Punkte PeX mit
dimPT~1(T(P))>dimAr—rangt ist auf X analytisch und X—Ex liegt auf X dicht.

Ex heiBt die Entartungsmenge von t. - Ist Et 0, so nennen wir t nirgends entartet.
Eine eigentliche, holomorphe Abbildung t:X-+ Y heifît eine eigentliche Modifi-

kationsabbildung, wenn auf X eine offene, dichte Menge existiert, die vermôge t
biholomorph auf eine in Y offene und dichte Menge abgebildet wird.

Wichtig ist der sogenannte ,,Hauptsatz von Zariski" : Y sei ein normaler komplexer
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Raum, x:X~>Y sei eine eigentliche Modifikationsabbildung. Dann ist x bereits biholo-
morph, wenn die Entartungsmenge Ex von x leer ist.

X sei ein komplexer Raum. Eine Abbildung fi von X in die Potenzmenge von Y
heiBt eine meromorphe Abbildung von X in Y, wenn gilt: Der Graph (?/.=

{(x, y) | xeX, yefi(x)} ist analytisch in Xx Y; die Projektion G^X ist eine

eigentliche Modifikationsabbildung. - Im Fall einer meromorphen Abbildung \i
schreiben wir unter MiBbrauch der Bezeichnungsweise auch \l\X-* Y. - Eine
meromorphe Abbildung ii:X-*Pl nennen wir eine meromorphe Funktion auf X, wenn
fi'1 (P1 - {oo}) auf X dicht liegt.

c. Eine holomorphe Abbildung x:X-+Y heiBt semieigentlich, wenn es zu jedem
Punkte QeY eine Umgebung F von Q und eine kompakte Menge K in X mit
x(X)nV=x(K)nVgibt.

x ist genau dann semieigentlich, wenn es zu jedem Punkte QeY eine Umgebung
Fvon g und eine Menge^cT"1 (F) gibt, so daB x(Ë) x(x~1 (V)) und x \ K.K-+ V
eigentlich ist.

Wichtig ist fur unsere Zwecke die folgende Verschârfung des Remmertschen

Abbildungssatzes : Ist x:X~* Y eine semieigentliche holomorphe Abbildung, so ist x(X)
in Y analytisch.

Die holomorphe Abbildung t: X-> Y heiBe Af-quasieigentlich, wenn es zu jedem
Punkte QeY eine Umgebung V von Q und eine Menge ^czt~1(F) gibt, so daB

x | K.K-+ F eigentlich ist und fur aile g'eKjede Zusammenhangskomponente von
x~1(Qf) in ^eindringt. - Natûrlich ist jede iV-quasieigentliche holomorphe Abbildung
semieeigentlich.

SATZ 2. Es seien X ein irreduzibler normaler komplexer Raum, x:X-+Y eine

nirgends entartete, N-quasieigentliche holomorphe Abbildung. Dann besitzt x eine

komplexe Basis (2, $) mit der folgenden Eigenschaft: Die durch x \j/of definierte
holomorphe Abbildung $:Z—? Y ist eigentlich, diskret.

Beweis. Da x:X~* Y nirgends entartet, besitzt x eine komplexe Basis (Z, $).
Es sei F#0 eine offene Menge auf Y mit einer kompakten Menge j£czt"1(F),

so daB x j R:Ë-> F eigentlich ist und fur aile Q'e F jede Zusammenhangskomponente
von t"1 {Q') in Ë eindringt.

Nur endlich viele Zusammenhangskomponenten NU...,NS von x~l(Q') dringen
in Ë ein. AJso ist i?~1(ô) endlichpunktig, d.h. \j/:2~* Fis diskret.

$:2-> Y ist eigentlich. - Ist nâmlich K*cz Fkompakt, so ist wegen $"1(Â'*)cz
^(t"1 (K*)nK) auch \ff~x (K*) kompakt; #:2-> F ist somit eigentlich.

d. Eine holomorphe Abbildung x:X^Y heiBt quasieigentlich, wenn es zu jedem
Punkte QeY eine Umgebung F von Q und eine Menge Ëczx'1^) gibt, so daB



Komplexe Basen zu quasieigentlichen holomorphen Abbildungen 343

t | K:K^> Feigentlich ist und so daB fur aile g'eFjede irreduzible Komponente von
t"1 (Qf) in K eindringt. - Natûrlich ist eine quasieigentliche holomorphe Abbildung
iV-quasieigentlich. Wir benôtigen

SATZ 3. Es seien X ein irreduzibler komplexer Raum, x:X-+Y eine quasieigentliche

holomorphe Abbildung mit der Entartungsmenge Et und der Normalisierungs-
abbildung q':X'-+X. Dann gilt: xoq':X'-? F ist N-quasieigentlich. Ist x nirgends

entartet, so ist % °g' quasieigentlich. — x\Ex ist quasieigentlich.
Der Beweis ist trivial. - Bemerkung: Die Voraussetzung der Irreduzibilitât von X

ist (bei passender Définition von Et) ùberflûssig.
Eine holomorphe Abbildung t:X-+ FheiBt quasieigentlich von der Kodimension

k, wenn es zu jedem Punkte Qe Feine Umgebung Fvon Q und eine Menge ^ct'^F)
gibt, so daB x | K.K-+ V eigentlich ist und so daB fur aile Q'eV gilt: Ist B eine

irreduzible Komponente von x~1(Q') und ist C eine irreduzible analytische Teilmenge
von Bmit dimi?—dimC^k, so ist

e. Die in a. zitierten Sâtze und Definitionen gehen auf K. Stein zurûck (vgl. [8], [9],
[12], [5], [6]). Die Aussagen und Begriffe in b. gehen auf R. Remmert zurûck; eine
zusammenfassende Darstellung findet sich z.B. in [2]. Auf wen der Begriff der

semieigentlichen holomorphen Abbildung zurûckgeht, weiB ich nicht. - Der Ab-
bildungssatz fur semieigentlich holomorphe Abbildungen wurde von mir zuerst 1964

bewiesen; inzwischen sind mehrere Beweise bekannt (vgl. [2]). - Die Begriffe der

quasieigentlichen holomorphen Abbildung und der quasieigentlichen holomorphen
Abbildung der Kodimension k werden in [2] eingefûhrt.

3. Beweis von Satz 1; Zusâtze

a. Da t semieigentlich ist, ist x(X) in F analytisch. - Daher dûrfen wir auf Grund
bekannter Sâtze der lokalen Théorie analytischer Mengen fur unsere Zwecke o.B.d.A.
annehmen, daB Y eine zusammenhângende komplexe Mannigfaltigkeit und die

Abbildung t:X-+ Fsurjektiv ist.

Nach einem bekannten Satz von R. Remmert ist t{Ex) von einer Dimension

<dim7-2.
Es sei Y-t(Ex)9 X X-t'1(t(Ex))9 t: t | X.X-+ Nach Satz 2 besitzt f

eine komplexe Basis (Z, $), so daB die durch $o$ £ definierte holomorphe Abbildung

\j/:2-+ eigentlich, diskret ist. Z ist ein normaler komplexer Raum.
Nach [3] (vgl. auch [5], Satz A) existiert ein (durch die folgenden Eigenschaften

bis auf Biholomorphie eindeutig bestimmter) normaler komplexer Raum Z* mit
einer diskreten eigentlichen, surjektiven, holomorphen Abbildung \j/*:Z*-+Y, so

daB gilt: Z liegt dicht in Z* und stimmt mit $*~l(Y) ûberein; ûberdies ist f=iff* | Z.
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b. Wir zeigen: Die holomorphe Abbildung <j):X-*Z lâBt sich zu einer holomorphen
Abbildung <£*:X->Z* fortsetzen, so daB t=$*<></>* gilt.

Es seien /:X-^X aie identische Abbildung, GcXx 7 der Graph von t, GaXxZ
der Graph von $9 ix\j/*:XxZ*-+XxY die durch (ixi/r*) (P, Q) (P, t*(Q))
definierte holomorphe Abbildung, G1 (i x xj/*)'1 (G).

Es gibt eine irreduzible Komponente G* von Gt mit (/*n(IxZ) 5. Dies folgt
aus: H und G seien analytische Mengen eines komplexen Raumen W. Dann ist

(W-M)n G auf W analytisch (vgl. etwa [5a], Seite 224, Abschnitt b). " Die Projek-
tion 7t:G* -*JJfist eine eigentliche, diskrete Modifikationsabbildung. Da Anormal ist,
ist n nach dem sogenannten Hauptsatz von Zariski biholomorph.

7r2:G*->Z* sei die Projektion auf die 2. Komponente; n2°n~1 <l)*:X-*Z* ist
von t strikt analytisch abhângig; t ist strikt analytisch von 0* abhângig. 0*:Z->Z*
ist ebenfalls iV-quasieigentlich. 0* ist die Fortsetzung von $ auf Z*. Da Z auf Z*
dicht liegt, ist (j>* eindeutig bestimmt.

c. Wir zeigen: fi;X-+T sei eine von t strikt analytisch abhângige holomorphe
Abbildung. Dann gibt es (genau eine) holomorphe Abbildung /i*:Z*-»r mit

G^cz Xx T sei der Graph von \i. Da \i von t und damit von <£* strikt analytisch
abhàngt, ist die holomorphe Abbildung 0* x/xiA^Z* xJ1, P->(0*(P), /x (P)),
iV-quasieigentlich, wie wir uns ûberlegen :

Es sei nàmlich F*cZ* eine Umgebung von <^*(/)) g*eZ*, Pe^, mit einer

Menge K*^*-1^*), so daB 0*|^*:i^*->F* eigentlich ist und so daB jede
Zusammenhangskomponente von <t>*"1(Q*f)9 Q*'eV*, in K* eindringt.

Die Abbildung <£* x^ | K*:K*-> V* x T ist eigentlich. Da \i von 0* strikt
analytisch abhângt und fur aile Q*'eV jede Zusammenhangskomponente von
0*-i (g*') jn ^* eindringt, dringt fur aile (£*', Q*")e F* x Tjede Zusammenhangskomponente

von (0* x /z)"1 (g*', g*") in #* ein.

Also ist (j)*xn:X-+Z*xT insbesondere semieigentlich und G** (</>*Xju) (J5T)

ist in Z* x T analytisch. 7i** :G**^>Z* sei die Projektion auf die 1. Komponente.
Ober Z ist tt** biholomorph, da (Z, $) eine komplexe Basis von t ist; es gibt nâmlich
eine holomorphe Abbildung £L:Z-*T mit fio^ fi | X; G** n (Z x T) ist der Graph
von/ï.

Da 0* JV-quasieigentlich ist, ist 7rî*:G**-»Z* eigentlich. Da mit X auch G**
irreduzibel ist, ist somit n** eine eigentliche Modifikationsabbildung.

Da ju von t strikt analytisch abhângt, ist ti**:G**->Z* diskret; nach dem

Hauptsatz von Zariski ist 7r** biholomorph. n%*:G**-+T sei die Projektion
auf die 2. Komponente. Fur ju* tt|*o^**"1 gilt /j /j*o</>*. - Damit ist Satz 1

bewiesen.
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d. In Abschnitt c. haben wir u.a. gezeigt:

ZUSATZ 1. t\X~* Y sei eine N-quasieigentliche holomorphe Abbiidung; die holo-

morphe Abbiidung }i:X-+T hànge strikt analytisch von x ab. Dann ist die Abbiidung

t x ii\X-+ Yx T, P-> (t(P), fi(P)), N-quasieigentlich.

e. Aus den Ûberlegungen zu Satz 1 und (4), S. 12 in [6] ergibt sich der

ZUSATZ 2. Es môgen die Voraussetzungen von Satz 1 gegeben sein. A sei eine

analytischeTeilmengevon F,sodafiB=t~1 (A) in Xdtinn liegt. Dann istfë* — ^*'1 (A),
</>* | X—B) eine komplexe Basis von x | X—B.

f. Eine meromorphe Abbiidung yi\X-*T heiBt analytisch abhângig von der
holomorphen Abbiidung %\X-* Y (oder kurz: r-abhângig), wenn auf X eine offene und
dichte Menge X existiert, auf der ii holomorph ist und von t strikt analytisch ab-

hângt.

ZUSATZ 3. Es môgen die Voraussetzungen von Satz 1 gegeben sein. Die
meromorphe Abbiidung f:X-*Pl sei x-abhângig. Dann existiert (genau) eine meromorphe

Abbildungf*:Z*->Pl mitf *A<f>* f.
Bemerkung. Bezûglich der Komposition meromorpher Abbildungen vgl. etwa [2]

oder auch [6], §1,4. Unter/*J0* verstehen wir die Komposition von (j>* und/*.
Beweis von Zusatz 3. Es sei A x(Ex\ B=x~1(A), X X-B. Nach [6] existiert

(genau) eine meromorphe Abbiidung /*:Z-^P1 mit J*A<])=f\X. Wegen

dimi^*~1(^)<dimZ* —2 ist /* zu einer meromorphen Abbiidung /*:Z*-+P>1
fortsetzbar. Es

4. r-konkaye holomorphe Abbildungen

a. Es seien D ein Gebiet im CH(zl9...,zn), qeN, q^l, k:D-+M eine #°°-Funktion.
ic heiBt streng #-pseudokonvex, wenn die hermitesche Form

(wenigstens) n — q + \ positive Eigenwerte in jedem Punkte xeD aufweist.

Ist VcD ein komplexer Unterraum von D, so nennen wir îc | V eine streng

^-pseudokonvexe Funktion auf V.

Xsqï ein komplexer Raum. Ist k:X-+ R eine Funktion, die lokal von dem soeben

beschriebenen Typus ist, so heiBt k eine streng g-pseudokonvexe Funktion auf X.
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b. X und Y seien komplexe Râume, es sei r^O, t: X-> Y sei eine holomorphe Ab-
bildung.

t heiBt r-konkav, wenn zu jedem Punkte Qe F eine F-Uingebung mit der folgenden
Eigenschaft existiert: Es gibt ein ae{ — 00} u R, ein a'eR, a!>a, und eine Abbildung
K:T-1(F)-^(a, 00) der Klasse ^°°, so daB gilt: Ist r 0, so ist {Pet"1 (F) | k(P)<
<a'} 0. Istr> 1 undist {Per"1 (F) | *c(P)<0'} ^0, soist k | {Pe-T1 (F) | K{P)<a'}
streng r-pseudokonvex. Fur aile à\ a">a, ist t | {Pet"1 (F) | k(P)^<z"} eigentlich.

k heiBt eine Ausschôpfungsfunktion von t"1(F), a' eine Konkavitâtsschranke

von k.
Der Begriff der r-konkaven holomorphen Abbildung geht auf [7] zurûck.

c. %\X-+Y sei holomorph und r-konkav. K:X-+(a, 00) sei eine Ausschôpfungsfunktion

mit einer Konkavitâtsschranke a'. Fur a">a sei Ba>,= {PeX\ K(P)>a"}.
Fur allea">a und fur aile geTliegt somit %~1(Q)r\Ba,, relativkompakt in t"1^).
Im folgenden sei a<a"<a'.

Es sei O<prof0x,p — r — rangt, prof^(t(P))t(P)(PX)p^rangT fur aile PeX mit
K(P)<af. Hierbeiseic^(i2)fûr Qe Ydie maximale Idealgarbe c^ymit der Nullstellen-

menge Q.

SATZ 4. Unter diesen Voraussetzungen ist t N-quasieigentlich.

d. Bevor wir diesen Satz beweisen, treffen wir einige Vorbereitungen :

Zsei ein komplexer Raum mit einer kohârenten Garbe £f. Es sei SQ{^)\
{PeX|prof0XP^p<e}. Nach G. Scheja (vgl. z.B. [11]) ist SQ{&) eine auf X

analytische Menge der Dimension <g. Es gilt ([ll]):/l5..., fkeF(X, 0x) seien Nicht-
einheiten in PeX. Dann bilden/i,..., fk genau dann eine ^P-Folge, wenn fur aile

Q^OdimPl(f1 '"=fk=O)nSe(^)']^Q-kist - Mit Hilfe dieser Aussage folgert
man: a:X-+Cm(xl,..., xm) sei eine holomorphe Abbildung vom Rang k. Fur
Qea(X) sei ^tf(Q)c(9Cm die maximale Idealgarbe mit der Nullstellenmenge Q. -
Genau dann ist pTofMiQ)Q6^P^k fur aile Pea'1 (Q), wenn eine (m — fc)-dimensionale
Ebene Em-k des Cw durch den Punkt Q lâuft, fur die gilt: Fur aile Pea'1 (Q) und fur
aile q^O ist dimp^"1 (Em^k)nSe(Sp))^Q—k. - Dièse Aussage dûrfte bekannt sein;
wir verzichten daher auf den Beweis.

Wir wenden dièses Résultat unter den Voraussetzungen von c. auf &? @x an und
erhalten:

Es sei QeY, J=rangi. Dann gibt es in (9y,q Elemente xi9...,xd9 die fur aile

Pex~1{Q) mit K{P)<ar eine Primfolge in OXP bilden. O.B.d.A. wollen wir (aus be-

zeichnungstechnischen Grûnden) annehmen, daB xu..., xd von Schnitten aus F F, 0Y

herrûhren, die wir ebenfalls xu...,xd nennen wollen; t*(xj),..., t*(xd) bezeichnen

wir auch mit xl9..., xd.
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Der Punkt Q ist ein isolierter Punkt von {Xl -~=xd 0}nx(X). r'^Q) ver-
sehen wir mit der Strukturgarbe @x-i(Q): ®x/(xl,...i xd)'@x | T"1(ô)« Es gilt
0<prof^T-i(Q),P-r fur aile Pex~l(Q). Nach [1] ist somit fur allea",û<a"<tf', die
kanonische Abbildung

r (t"1 (Q), OX-HQ)) 1 TCt"1 (Q) n Ba,,9 Ot-HQ))

bijektiv.
a"9 a<a" <a\ sei fest gewâhlt. - Angenommen, es gâbe eine Zusammenhangskompo-
nente N von t~1(Q), die nicht in Ba>, eindringt. s sei das Elément aus F(x~i(Q)9
^T-i(Q)) mit s | N=l, s | x~l(Q) — N=0. s ist =^0, liegt aber im Kern von g. Da g

bijektiv ist, kann es kein derartiges s geben. Also dringt jede Zusammenhangskompo-
nente von x'1 (Q) in Ba.. ein.

Mit Hilfe von [1] (Bijektivitât von g) folgt sofort: Es ist x(X) x(Ba,,); da

t | Ba„ : Ba,. -* Feigentlich ist, ist somit i{X) in Fabgeschlossen. - Wir haben bewiesen :

t: X-+ Tist iV-quasieigentlich.

e. Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Satz 4. - Fur aile Pgx~1(Q)9
k(P)<ci', ist dimPT"1(Ô) dimZ—rangt. t ist also in diesen Punkten PeX mit
K(P)<af nicht entartet. Die Entartungsmenge Et von t liegt somit in Ba,=

{PeX | K(P)>a'}. x | 2st ist somit eigentlich und nach dem Remmertschen Ab-
bildungssatz ist t^) eine analytische Teilmenge von F der Dimension ^rangr —2. -
Somit haben wir

SATZ 5. Unter den Voraussetzungen von Satz 4 ist das Bild x (Ex) der Entartungs-

menge Ex von x in Y analytisch.
Somit sind (falls Xnormal ist) fur t:X-+ 7die Voraussetzungen von Satz 1 erfûllt

und t besitzt eine komplexe Basis (Z*, <£*), so daO die kanonische Abbildung
t/r* :Z* -» 7eigentlich und diskret ist.

f. Es môgen weiterhin die in c. gemachten Voraussetzungen gelten. X sei normal.
Wir nehmen zusâtzlich an, daB fur aile PeX mit K,(P)<a' O<prof0x>F-r-2-rangT
gelte.

Nach [7] ist fur aile a", a<a" <a' (es sei xn\ =x \ Ba>) die Bildgarbe x[o) Ox eine

kohârente #y-Algebra und fur aile offenen steinschen Mengen V von Y ist die
kanonische Abbildung r(x~1(V)9 (Px)-+ r(x~1(V)nBa», Ox) ein 0rAlgebra-Isomor-
phismus. Also gibt es bekanntlich einen komplexen Raum Z' mit einer diskreten,
eigentlichen Abbildung X':Z'-*Y, so daB X{0) &g, zu x(0) Ox als (Py-Algebra iso-

morph ist; es gibt eine holomorphe Abbildung $f:X-+2' mit t=I'°$\ (2,', $') ist
eine komplexe Basis von t. - Die obigen Isomorphismen F (x"l V), Ox) -> F (x " * V) n
n Ba», 0X) und die Uberlegungen in d implizieren, daB die Fasern von $' zusammen-
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hângend sind. - 71 dûrfen wir somit mit dem Niveaumengenraum von x und $' :X-* 2!
mit der Abbildung, die jedem Pe A" die durchP laufende Zusammenhangskomponente
von t"1(t(P)) zuordnet, identifizieren. -Dal normal ist, ist natùrlich Z' normal
und wir dûrfen (Z*, <£*) mit (Z', $') identifizieren.

Derartige Isomorphismen r(x~1(V), (Px)-+r(x~1(V)nBa», <DX) erhâlt man bei

geeigneter Wahl von V auch unter der schwâcheren Voraussetzung O<prof0x P — r —

—rangt fur aile PeX (unverôffentlichtes Résultat). - Hieraus folgt leicht, daB der

Niveaumengenraum von x hausdorffsch ist. - Mit Hilfe dieser Aussage zeigt man dann

sofort, daB (sogar unter der schwâcheren Voraussetzung 0<prof@XP — r — rangx) bei

normalem X dit Fasern von <£*:Ar-*Z* zusammenhângend sind, Z* normal ist und
@z* die durch <\>*:X-+Z* definierte Quotientenstruktur auf Z* ist, wenn man die
Resultate von [5] berûcksichtigt.

5. Funktionenkôrper

a. Es seien X ein irreduzibler normaler komplexer Raum. x:X-* Y eine surjektive,
iV-quasieigentliche Abbildung; mit X ist auch Y irreduzibel. Das Bild x(Et) der

Entartungsmenge Ex von x sei in Y analytisch. - Jede auf Y meromorphe Funktion

/: F-> P1 lâBt sich zu einer meromorphen Funktion xAf=fAx:X-> P1 ,,liften". Die
Abbildung xA : SR( Y) -* 5R(JT)desKôrpers 91 (Y) der auf Ymeromorphen Funktionen
in den Kôrper 31 (X) der auf A" meromorphen Funktionen ist injektiv.

Entsprechend sind die injektiven Abbildungen ^*J: 9t(7)-> 9t(Z*), 0*J:
9l(Z*)-+9l(X) defîniert; hierbei seien (Z*, 0*) die (nach Satz 1 existierende)

komplexe Basis von t, \j/* :Z*-+Y die kanonische Abbildung Z* -> Y mit t i/f* © </>*

und 5R(Z*) der Kôrper der auf Z* meromorphen Funktionen.
Nach Abschnitt 3, Zusatz 3, ist 5R(Z*) isomorph zum Kôrper %(X) der auf X

von t analytisch abhângigen meromorphen Funktionen. Da \//* : Z * -> F eigentlich und
diskret ist, ist SR(Z*) eine endliche, algebraische Erweiterung von \j/*A(3i(Y)). Der

Grad[5R(Z*):^*J(9î(7))] ist ^ der Blâtterzahl von Z* ûber Y. Somit folgt, wenn
wir 9t(r) mit seinem Bild tj(5R(F)) in %(X) identifizieren,

SATZ 6. Der Kôrper 9tT (X) der auf X von x analytisch abhângigen meromorphen
Funktionen ist eine endliche algebraische Erweiterung von 5R(F). Der Grad[9lt(JLr):
: 9t(r)] ist < der Blâtterzahl von Z* ilber Y.

b. Wir benutzen weiterhin die Voraussetzungen und Bezeichnungen von a.

a) Es seien Veine nichtleere, offene Teilmenge von Y, U=x~i(V)9x0 x | U,f:X~* P1

eine meromorphe Funktion, go'.V-tP1 eine auf V meromorphe Funktion mit
Xog0=f | U. Dann gibt es (genau) eine auf Y meromorphe Funktion g: Y-+ P1 mit
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Beweis. NachbekanntenSâtzenistwegenXogo=f\U/vonxanalytischabhângig.
Also gibt es (genau) eine meromorphe Abbildimg /*:Z*-> P1 mit 0*"*/* /
Gf*aZ* x P1 sei der Graph von/*; Gf* ist irreduzibel. - Es sei G (i/f* x j) (Gy^c
cFxP1; hierbei sei i: P1 -» P1 die identische Abbildung. Da ^* x i eigentlich ist,
ist G eine irreduzible analytische Teilmenge von Yx P1. (Fx P*)nG ist der Graph
von g0. Also ist die Projektion (VxP1)nG->V eine eigentliche Modifikations-
abbildung. Da G irreduzibel ist, ist somit auch die Projektion G-» Y eine eigentliche
Modifikationsabbildung und der Graph einer meromorphen Funktion g: Y-+ P1 mit
g | V=g0. xAg stimmt auf C/mit / ùberein. Da X irreduzibel ist, ist xAg=f. q.e.d.

p) Es seien F^0 eine offene Teilmenge von Y, U=x~1 (V). to t| Ubilde U biholo-

morph auf V ab. Dann ist die Abbildung i/f*:Z*-> Y eine eigentliche Modifikationsabbildung.

Insbesondere ist 9Î(Z*)«9Î(F).
Beweis. \j/*:Z*-+ Y ist eigentlich, diskret, surjektiv. Y und Z* sind irreduzibel.

Da ^* |^*~1(K):i^*~1(F)->K biholomorph ist, ist somit i/f* eine eigentliche
Modifikationsabbildung. q.e.d.

Bemerkung. a) und P) hângen zusammen mit [2], Theorem 9.3 und Prop. 9.4

(die sich auch aus a), P) herleiten lassen).

c. X\ Y seien irreduzible komplexe Râume, t': X'-» Tseieinesurjektive, holomorphe,
quasieigentliche Abbildung. v:X-+X' sei die Normalisierungsabbildung, es sei

t t'oV, 91 (X), 9t(JT), 91 (Y) seien die Kôrper der auf X bzw. X' bzw. Y
meromorphen Funktionen; $lx(X) sei der Kôrper der auf X von t analytisch abhângigen
meromorphen Funktionen, 9tt'(X') sei der Kôrper der auf X' von t' analytisch
abhângigen meromorphen Funktionen. Jede auf Y meromorphe Funktion g: Y-+ P1

kônnen wir zu einer auf X1 meromorphen Funktion xfAg ,,liften". Da x1 surjektiv
ist, ist die Abbildung x'A: 9î(F)-> 9Î(X') injektiv. - Entsprechend seien die injektiven
Abbildungen %A\ 9l(r)-> %{X\ vA: 9Î(V)-^ 9Î(Z) definiert. v^ ist ein surjektiver
Isomorphismus und bildet 9V(Ar/) auf 3ix(X) ab.

t:X-* Y ist 7V-quasieigentlich; auf t treffen somit die Voraussetzungen von Satz 1

und Satz 6 zu (Satz 3). Identifizieren wir 9Î(F) mit seinem Bild in %(X), so folgt
(vgl. [2], 9.2).

SATZ 7. 9lt(X/) ist eine endliche algebraische Erweiterung von 9Î(7). Der

Grad[9tT(X'): 9Î(F)] ist ^ ^r Blâtterzahl von Z* iiber Y. - Hierbei sei (Z*, </>*)

die komplexe Basis von t.

d. X und Y seien irreduzible komplexe Râume. t:X-+ Y sei1 eine surjektive,
quasieigentliche holomorphe Abbildung der Kodimension k; Ex sei die Entartungsmenge
von t, es sei E=x{Ex). Da x | Ex semieigentlich ist, ist E in Y analytisch. Es gilt
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/i,..., fk seien r-unabhângige meromorphe Funktionen auf X (zu diesem Begriff
vgl. [2], S. 83). Pfi, i= 1,..., k, sei die Polstellenmenge von/f, Ut die Unbestimmtheits-

menge. f sei der Graph der Abbildung I-(P/lu,..uP/fcu[/1u...uC/fc)-> Ck,

P-*{fi{P\~>fk{P))' r sei die in Xx Pk abgeschlossene Huile von f. - Die Pro-
jektion n1:F-*X ist eine eigentliche Modifikationsabbildung. Es seien n2:F-*Pk
die Projektion, X: F-> Yx Pk die durch P-> (t^ (P)), tt2 (P)) definierte holomorphe
Abbildung.

Es ist leicht einzusehen (wir verzichten auf den Beweis; vgl. etwa in [2], S. 211, die

Ausfûhrungen zu 2.), daB X\F-X~i(t(Et)x Pk) quasieeigentlich ist. X':F*->F sei

die Normalisierungsabbildung. X*: XoX':F*-+Yx Ph ist N-quasieeigentlich. WegenA* ergibt Satz6

SATZ 8. ([2], 10.5). Der Kôrper 9îA(r) der auf T von X analytisch abhângigen

meromorphen Funktionen ist eine endliche algebraische Erweiterung von SR(7x Pk),
dem Kôrper der auf YxPk meromorphen Funktionen. Da 5R(Fx Pk) eine rein trans-
zendente Erweiterung von 5R(F), dem Kôrper der auf Y meromorphen Funktionen,
vom Transzendenzgrad k ist ([2], §6), ist 9t;tC0 ein algebraischer Funktionenkôrper
ûber 9t(F) vom Transzendenzgrad k.

Hierbei haben wir 5R(F) und 5R(FxPk) mit ihren kanonischen Bildern in
9tA(r)identifiziert.

6. Komplexe Basen von iV-vollen holomorphen Abbildungen

a. Es seien Xtin (irreduzibler) normaler komplexer Raum, r:X-+ Y eine holomorphe
Abbildung, Ex die Entartungsmenge von t. t heiBt N-\ol\, wenn es zu jedem QeY
eine Umgebung V von Q mit der folgenden Eigenschaft gibt: Es existieren offene

Mengen Uv, veN, in X mit f^F^Uv u» so daB fur aile veN tv: t| Uv:Uv->V
JV-quasieigentlich und t{Exr\ Uv) in F analytisch ist.

Auf tv: UV->V ist somit Satz 1 anwendbar. - Wir zeigen

SATZ 9. Die holomorphe Abbildung x:X~* Y des normalen komplexen Raumes X
sei N-voll. Dann besitzt x eine komplexe Basis (Z, (j>); Z ist ein normaler komplexer
Raum, die durch t ^<>0 definierte holomorphe Abbildung \j/:Z-+Y ist diskret;
<j>:X-+Z ist N-quasieigentlich.

b. Zwei Punkt xux2eX heiBen âquivalent, wenn fur aile von t strikt analytisch
abhângigen holomorphen Abbildungen o:X-*To{xl)=o{x1) gilt. Z sei der Raum
der Âquivalenzklassen, <j):X-+Z die Abbildung, die jedem xeX die zugehôrige
Âquivalenzklasse zuordnet.

Z versehen wir mit der durch $ gegebenen Quotientenstruktur: Eine Menge
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WeZ heifie offen, wenn (j>"1(W) in Xoffen ist. Damit tràgt Z eine Topologie. - Eine
auf einer in Z offenen Menge W gegebene holomorphe Funktion /: W-+ C heiBe

holomorph, wenn/°(</> | (j>~1{W)) auf <j)~x{W) holomorph ist. - 0z sei die Garbe
der holomorphen Funktionskeime auf Z. - Wir zeigen: Z, versehen mit der Struktur-
garbe 0z, ist ein normaîer komplexer Raum, <f)\X-*Z ist holomorph.

c. Es sei QeY ein Punkt mit einer Umgebung F von Q9 so daB gilt: Es existieren
offene Mengen Uv9 veN, in X mit t"1(F)= \JveN Uv, daB so fur aile vef^J tv:
:=t | Uv: Uy~+ V7V-quasieigentlich und x{Exn Uv) in F analytisch ist. - Hierbei sei

Er die Entartungsmenge von t.
Es sei Qer(X); in diesem Fall dûrfen wir £/v#0, veN, annehmen. O.B.d.A. seien

die Uv zusammenhàngend und damit irreduzibel, da X normal ist. Nach Satz 1

besitzt t | UV:UV-*V eine komplexe Basis (Zv, <£v); es sei \j/v:Zv-+V durch t | (7v

d. ^ sei ^ie Familie aller strikt von t analytisch abhângigen holomorphen
Abbildungen, §x sei die Familie aller strikt von x analytisch abhângigen holomorphen
Abbildungen $:X->Z, die t majorisieren (d.h. zu denen genau eine holomorphe
Abbildung $:Z->FmitT $o$ existiert). - Istfe g,/: X-* T, so ist t x /: X-* YxT,
P-^(r(P),f(P))9 eine strikt von t analytisch abhângige holomorphe Abbildung,
die t majorisiert. - Somit gilt

(1) FuralleaeXist n/Eff/"'1(/(û))=n/e§1/-1(/(«))-
Nun sei fe §i? f:X->2. f(Uv) ist fur vef^J eine irreduzible, lokal-analytische

Teilmenge von Z der Dimension rangi; es sei nâmlich/i =/i°/, A:2-> Y; die
Abbildung/ | (7v:*7v->/T1(F) ist semieigentlich und/(t/v) ist in A"1 (F) analytisch und
irreduzibel, da Uv irreduzibel ist. -Da QeY beliebig gewâhlt war und somit ganz X
durch Mengen des Types Uv ûberdeckbar ist, folgt aus [12], S. 334, Aussage (6), die
Existenz eines normalen komplexen Raumes Z' mit den folgenden Eigenschaften:
Es gibt eine /majorisierende, strikt von t analytisch abhângige, fast ûberall offene

holomorphe Abbildung f'\X-+Z' und eine diskrete holomorphe Abbildung

T':Z'^Zmit/Wo/'.
Es sei 3*1 die Familie aller fast ûberall offenen, t majorisierenden fe §x in

normale komplexe Râume. Nach dem voraufgehenden gilt

(2) FuralleaeXist fl/^/"1 (/(«)) D/^/"1 (/(«))•

Wir wâhlen nun ein festes £/„ und behaupten:

(3) D/eîj,/-1 (/W) «' in Xoffen.
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Beweis. Es seien xeÇ\fe%lf1{f{Uv)\ xeU^fe%u f:X-+2, h:Z-+ 7 sei die
durch h°f=x definierte holomorphe Abbildung. A"1 (F) ist normal und von der
reinen Dimension rangt; die irreduziblen Komponenten von A"1 (F) sind genau die

Zusammenhangskomponenten von h'1 (F).

f\ U/. U^-*h'1 (V) ist semidgentlich, somit ist /(U^) in /^(F) analytisch und
irreduzibel (U^ ist ja irreduzibel!). Da/undx denselben Rang besitzen, ist dim f(Ufl)

dim/(C/v) rangT. Wegen f(x)ef(Utl)nf(Uv) ist f(Uv)=f(Uj (f(Uv) ist ja
ebenfalls eine irreduzible, analytische (rangt)-dimensionale Teilmenge von A""1 (F),
also eine Zusammenhangskomponente von A"1 (F)). - Hieraus folgt (3).

Nun ist aber offensichtlich Ç\fe%f~1{f{Uv)) (l)~1(<t){Ux% also ist wegen (1),

(2), (3) (j>-x (0( (7V)) in X offen und <£ (tfv) ist somit offen in Z.

e. Wir haben eine eindeutig bestimmte surjektive Abbildung Àv:Zv-+(j)(Uv) mit
(f) | Uv Àvo(/)v. - Wir nennen zwei Punkte xl5 x2 auf Zv àquivalent, wenn fur aile

fe 5 mit / | J7v=/V°0v /v(^i)=/v(x2) gilt. Z^ sei der Raum der Âquivalenzklassen
von Zv; wir kônnen Z'v mit <j)(Uy) identifizieren. Z'v entsteht aus Zv,,durch Identifizie-

rung gewisser Blâtter von Zv ûber ^V(ZV)". - Mit Hilfe des Hauptresultates von [3]
folgt leicht, daB Zrv (f){Uv) ein normaler komplexer Raum ist.

Nun ist ferner Z trivialerweise hausdorffsch, weil sich die Punkte in Z durch
holomorphe Abbildungen in komplexe Râume, also insbesondere durch stetige

Abbildungen in Hausdorffrâume trennen lassen.

Damit ist Satz 9 im wesentlichen bewiesen; die restlichen Behauptungen von
Satz 9 sind aber trivial.

Bemerkung. Der Beweis von Satz 9 ist dem Beweis von Satz 1 in [12] nach-

modelliert.

f, Der Begriff der JV-vollen holomorphen Abbildung ist eine Variation des Begriffes
der vollen holomorphen Abbildung, der in [2], § 11, eingefuhrt wird:

X und Y seien komplexe Râume (X sei nicht notwendig normal), t:Z-> Y sei

eine holomorphe Abbbildung. t heiBt voll, wenn es zu jedem Qe F eine Umgebung F
von Q mit der folgenden Eigenschaft gibt: Es existieren offene Mengen £/v, veN, in
A"mit t"1(F)=(Jv Uv> so daB fur aile veN tv: t | Uv: Uv-? Fquasieigentlich ist.

Ist t:X-+ Y eine voile holomorphe Abbildung und ist q:%^> X die Normalisie-
rungsabbildung, so ist î to^:1-> Y nach Satz 3 JV-voll.

LITERATUR

[1] Andreotti, A. und Grauert, H., Théorème de finitude pour la cohomologie des espaces com¬

plexes, Bull. Soc. Math. France 90 (1962), 193-259.
[2] Andreotti, A. und Stoll, W., Analytic and algebraic dependence of meromorphic functions,

Lecture Notes in Math. 234, Springer-Verlag, 1971.



Komplexe Basen zu quasieigentlichen holomorphen Abbildungen 353

[3] Grauert, H und Remmert, R Komplexe Raume, Math Ann 136 (1958), 245-318
[4] Gunning, R und Rossi, H Analyîic functwns of several complex variables, Prentice-Hall,

Englewood Cliffs, N J 1965

[5a] Kuhlmann, N Projektive Modifikationen komplexer Raume, Math Ann 139 (1960), 217-238
[5] Niveaumengenraume holomorpher Abbildungen und nuIIte Bildgarben, Man math 1 (1969),

147-189
[6] Vber analytisch abhangige holomorphe und meromorphe Abbildungen, Man math 7(1969),

339-367
[7] Siu, Y T A pseudoconcave genêt ahzatwn of Grauert s direct image theorem, I und II, Ann d

Se Normale Supenon di Pisa, Ser III, vol XXIV(1970), 279-330 und 439-490
[7a] Stein, K Analytische Zerlegungen komplexer Raume, Math Ann 132 (1956), 68-93
[8] Die Existenz komplexer Basen zu holomorphen Abbildungen, Math Ann 136 (1958), 1-18
[9] 9 Maximale holomorphe und meromorphe Abbildungen, I und II, Am J Math 85 (1963),

298-313 und 86 (1964), 823-868
[10] On factonzation of holomorphic mappings, Proc of the Conf on Complex Analysis,

Mmneapolis 1964, S 1-7, Springer-Verlag, 1965

[11] Siu, Y T und Trautmann, G Gap-Sheaves and Extension of Cohérent Analytic Subsheaves,
Lecture Notes in Math 172, Springer-Verlag, Berhn-Heidelberg-New York, 1971

[12] Wolffhardt, K Existenzsatze fur maximale holomorphe und meromorphe Abbildungen, Math
Zeitschr 85 (1964), 328-344

463 Bochum, Universitatsstr 150, Abteilung fur Mathematik der Ruhr-Universitat

Eingegangen den 26 Apnl 1973


	Komplexe Basen zu quasieigentlichen holomorphen Abbildungen

