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Sur certaines propriétés des représentations unitaires

des groupes localement compacts

A. Derighetti

Introduction

On sait que la représentation régulière g d'un groupe localement compact G

contient faiblement la représentation identité iG (dans un C-espace de dimension 1) si

et seulement si pour tout/eC00(G) (ensemble des fonctions sur G complexes,
continues et à support compact) la distance (pour la norme L1) de 0 a l'enveloppe
convexe des translatés de/est \\Gf{x)dx\ (où dx est une mesure de Haar invariante à

gauche). On s'intéresse dans ce travail à des résultats analogues concernant des

représentations n unitaires continues arbitraires de G.

Munissons C00(G) de la semi-norme ft-*\\n(f)\\ où ||tt(/)|| est la norme de

l'opérateur n(f)= JG f(x)n(x) dx. Sans qu'il s'agisse, à proprement parler, d'une
généralisation du résultat énoncé ci-dessus, il résulte facilement de la proposition 15

([!]) que n contient faiblement iG si et seulement si la distance, pour la semi-norme

f*-*\\n(f)\\> de 0 à l'enveloppe convexe des translatés de / est égale à |JG f(x)dx\.
Nous montrons aussi (proposition 2) que n ne contient pas faiblement iG si et seulement

si la distance précédente est nulle pour tout feC00(G). Soit H un sous-groupe
fermé arbitraire de G. On donne une estimation de la distance, pour la semi-norme

précédente, de 0 à l'ensemble des translatés de / par H pour tout f eC00(G) (corollaire

de la proposition 4). On indique de plus, en termes de contenance faible, dans

quelles circonstances cette distance est nulle pour tout/ eC00(G). Ceci nous conduit
à tenter de caractériser certaines propriétés des représentations unitaires continues
du sous-groupe fermé if par celles de C00(G) muni de semi-normes étroitement liées

aux représentations induites sur G depuis H.
L'auteur tient à remercier Monsieur Eymard pour ses utiles suggestions. Les

principaux résultats de ce travail ont été annoncés dans les Notices of the Amer. Math.
Soc. 20(1973)p.A-273.

1. Contenance et non contenance faibles

Introduisons les notations suivantes:

IG est la famille des représentations unitaires continues de G (toutes les représentations

dont il s'agit dans ce travail sont supposées unitaires continues).
AG est la fonction modulaire de G,
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MG est la moyenne biinvariante existant sur l'ensemble B (G) des combinaisons
linéaires complexes de fonctions sur G continues de type positif ([10] p. 59-61).

On pose de plus :

a<Pb(x) <P(axb) pour tout <PeCG, a,b,xeG,
AG(x)fx et f*(x) f(x-1)AG(x-1) pour tout feLl(G).

On note se l'enveloppe convexe de {Ax | xeG}. De plus pour tout neZG, J^n
désigne l'espace de Hilbert où n agit, con(Ç, n) la fonction définie sur G par œn(Ç, *i)(x)

(n(x) L n) où {, Y\eœu et xeG.

PROPOSITION 1. Soit neIG. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) n contient faiblement iG,

(b) inf^ \\n(Af)\\ \lG f {x)dx\ pour tout feLl{G\
(c) H/)||=JG f{x)dxpour toutfeC00(G) avecf^O.
Démonstration. D'après la proposition 15 ([1]) pour tout neIG et/eL1(G!) on a

m^Aes/ II71(4/)II^IJg f(x)dx\. De plus d'après Fell ([5]) n contient faiblement iG

si et seulement si \\n(f)\\^\$Gf(x)dx\ pour tout feL1 (G). Il en résulte d'une part
que (a) implique (c) et d'autre part que (a) et (b) sont équivalentes. De (c) on tire

que pour tout /eC00(G) réelle |JG f(x)dx\^\\%(f)\\ d'où pour/eC00(O)
quelconque 2|JG f(x)dx\^\\n(f)\\ + ||tt(/)|| ou encore 2|JG f(x)dx\^infABJ, \\n(Âf)\\ +
+ ||ti(/)||. Le résultat cité au début de cette démonstration nous permet alors
d'écrire 21JG / (x) dx\ ^ |\Gf (x)\ + \\n(/)|| et par suite la propriété (a) est satisfaite.

Remarque. A propos de l'équivalence de (a) et (c) et d'autres développements on

pourra consulter [1] p. 234 à 237, [2] et [4] p. 83 à 91.

Soit neIG. On désigne par Bn(G) l'ensemble des fonctions u sur G complexes
continues pour lesquelles il existe un réel positif K tel que \$Gfudx\ ^K \\n(f )|| pour
tout/eC00(G), le plus petit de ces réels tétant noté ||w|| ([3]).

PROPOSITION 2. Soit neIG. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) n ne contient pas faiblement iG,

(b) MG(u) 0pour tout ueBn(G),
(c) inf Assé ||7r(4/)il =0pour tout feL1 (G).
Démonstration. On vérifie tout d'abord que pour tout neZ&feL1 (G) et ueBn{G)

onzf*ueBn(G), \\f*u\\^\\n(f)\\ \\u\\ et MG{f*u) {\Gf(x)dx)MG{u). Si n ne

contient pas faiblement iG d'après la proposition 1 pour tout e>0 il existe f€C00(G)
avec/ ^0, JG f(x) dx= 1 et ||te(/)|| <e. Soit ueBn{G) avec w#0. On a
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II en résulte MG(w)=0, on a ainsi montré que (a) entraîne (b). Supposons qu'il existe

feLi(G) avec infAe<a, \\n(Af)\\=d>0. On peut alors trouver ueBn(G) avec
\\u\\ l/d et Rc$GAf(x)u(x)dx^l pour tout Aes/. On en tire \MG(f**u)\^l ou
encore |JG f(x) dx\ |MG(w)| ^ 1. On obtient donc que (b) implique (c). Il est de plus
banal que (c) entraîne (a).

Remarque. L'équivalence des assertions (a) et (b) de la proposition 2 a été motivée

par le résultat suivant dû à Eymard ([4] p. 89 à 91]: tu ne contient pas iG si et seulement

si MG(con(Ç, rç)) 0 pour tout £,

Si le groupe G est compact la notion de contenance faible coïncide avec celle,
usuelle, de contenance et la moyenne MG n'est autre que la mesure de Haar normalisée.

L'équivalence des assertions (a) et (b) de la proposition 2 est alors un cas particulier
des relations d'orthogonalité. Il est ainsi permis de se demander s'il existe un analogue
«faible» des relations d'orthogonalité. En fait cela semble peu probable car Fell a
montré ([7] p. 508-509) que le groupe euclidien de R3 admet des représentations
irréductibles faiblement inéquivalentes nx et n2 telles que nl®n2 contienne faiblement
iG. Remarquons toutefois que si n est une représentation de dimension finie d'un

groupe localement compact quelconque G alors

l
MG (con (& tj) œn (C, ju)) t^j- (ç, 0 (ly, /*) pour tout f, f/, £ ji e .#%.

PROPOSITION 3. Si neZG, n ne contient pas faiblement de représentation de

dimension finie si et seulement si MG (|w|2) 0 pour tout ueBn(G).
Démonstration. Si n contient faiblement une représentation de dimension finie, n

en contiendra faiblement une nx irréductible de dimension finie. D'après l'observation
précédente pour tout £e«2fWl avec ||{|| 1 on a

^ d'où MQ(\œKl(Ç9t)\2)*09

or du fait que % est faiblement contenue dans n, coni(Ç, Ç)eBn(G) ([3] p. 191). On
vient ainsi de vérifier que si MG(\u\2) Q pour tout ueBn(G) alors n ne contient pas
faiblement de représentation de dimension finie. Inversement supposons que n ne

contienne pas faiblement de représentation de dimension finie. On sait que Bn (G) est

l'ensemble des conbinaisons linéaires complexes de fonctions du type u=œn>(Ç9 ^)
où n' décrit l'ensemble des représentations faiblement contenues dans n et ^ l'espace

3tfwV On sait aussi associer à une telle fonction u une représentation nu et un vecteur
£tt totalisateur avec u=œnu(Çu, Çu). Du fait que nu est faiblement contenue dans n, nu

ne contient pas de représentation de dimension finie. D'après Godement ([10] p. 61 à

64) ceci implique MG (|w|2)=0. Soit à présent veBn (G) quelconque. Onat?=^=!l CjUj
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où cl9... cneC et les uu..., un sont du type précédent. De

M(\v\2)= t cfyMiufi,)
J,k=l

et

pour tout 1 <y, k^n on tire M(|i?|2) 0.

Remarques. 1) Moyennant de banales modifications apportées à la démonstration
du résultat de Godement, utilisé dans la seconde partie de la preuve de la proposition
précédente, on peut montrer que n ne contient pas de représentation de dimension

finie si et seulement si MG(œn(t;9 t])œn(C9 ju)) O pour tout {,*/,( et \ie2^n. On
obtient alors une démonstration plus directe de la proposition 3.

2) Une autre façon, intéressante en soi, de formuler le résultat mentionné dans

la remarque 1) est la suivante: n contient une représentation de dimension finie si et
seulement si n®n contient iG. On aboutit ainsi à la conjecture: n contient faiblement

une représentation de dimension finie si et seulement si tc®tï contient faiblement iG.

Pour n Q la conjecture est vérifiée car q®q est quasi-équivalente à q. ([6] Corollary 1

p. 260 et aussi [11] p. 314).

2. Passage aux sous-groupes fermés

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, H désigne un sous-groupe fermé

quelconque de G muni d'une mesure de Haar invariante à gauche d£. Soit q une
fonction sur G continue strictement positive telle que q{xÇ) q{x)AH(Ç)AG{!;~1)

pour tout xeG et £eH. Pour tout xeG on pose x=xH. Soit dx la mesure sur G]H
quasi-invariante correspondant à q9 d£ et dx. On définit une application de L1 (G)
sur L1 (G/H) en posant

y^dÇ pour tout fel}{G) et xeG.

Par ailleurs on note j/h l'enveloppe convexe de {Ah | heH) et JH l'ensemble des

combinaisons linéaires complexes d'éléments de {Ahf - f | heH9 feL1(G)}.

PROPOSITION 4. Pour toutfeL1 (G) et pour tout neZG on a

inf ||7rO4/)||= inf \\n(f + g)\\.
A e séu geJn

Démonstration. Compte tenu de «^h/^Z+^h on a

inf \\n(Af)\\> inf ||*(/ + g)||.
Aes/H /
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Pour montrer l'inégalité inverse il suffit de considérer le cas d'un feL1 (G) pour
lequel itifAe s/H\\n(Af)\\ d>0 (au cas où il n'existerait pas de tels / la proposition
est banale). Soit ueBn(G) avec \\u\\ 1/rfet ReJG Af(x) u(x) dx^ 1 pour tout AestfH.
On a en particulier Re/**w(/z)^l pour tout heH. De |g**H(A)KIM| \\n(g)\\ pour
tout geL}(G) heH et de ResHg**ueB(H) on tire \MH(ResHg**u)\^\\u\\ \\n(g)\\.
Il existe donc u'eBn(G) avec ||w'||<||w|| et MH(ResHg**u) SGg(x)u'(x)dx
pour tout geL1(G). On obtient ainsi que pour tout ge<s/Hf:$Gg(x)u'(x)dx
]Gf(x)u'(x) dx d'où l<Rt$Gf(x)u'(x)dx^\$Gf(x)u'(x)dx\^\\n(g)\\ \\u\\. lien
résulte JG f(x) u'{x) dx=\ et par conséquent pour tout geJH

c'est-à-dire

inf ||tc(^/)||< inf ||7r(/ + g)||.
A 6 S/H geJH

Remarque. Nous n'avons fait, pour l'essentiel, qu'adapter au présent contexte
des idées déjà utilisées par Glicksberg ([9]) et Reiter ([12] p. 181 à 183).

COROLLAIRE. Pour tout neIG et pour tout feL1 (G) on a

inf W

Remarque. Ce corollaire généralise la proposition 15 de [1],

PROPOSITION 5. Pour tout neIG les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) il n'existe pas de n'eZG faiblement contenue dans n dont la restriction à H
contienne iH;

(b) mfAeJ,H\\n(Af)\\=Opour tout feL1 (G),
(c) JH est dense dans L1 (G) pour la semi-norme /h-> ||tt (/ )||,
(d) il n'existe pas de ueBn(G) avec w#0 et uh u pour tout heH.
Démonstration. Supposons qu'il existe feL1 (G) avec infAeJ,H\\n(Af)\\ =d>0.

Soit ueBn(G) tel que ||w|| 1/rfet ReJG Af(x) u(x) dx^l pour tout Aes4n. On sait

d'après la démonstration de la proposition 4 que MH (Re%/* * u) 1. De/* *ueBn (G)
on tire l'existence de n' faiblement contenue dans n et de £, rjeJ>fn, avec f**u
°v(& rÙ- Compte tenu de la remarque suivant la proposition 2 Re% n\ contient iH;
on obtient ainsi que (a) n'est pas satisfaite. En d'autres termes (a) entraîne (b). Pour
montrer l'inverse supposons que inf^€jjï||7i;(/+g)||=0 pour tout feL1 (G) et qu'il
existe n' faiblement contenue dans n telle que RcsHnf contienne iH. Soit ^e3^n, avec
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et n'(h) <^ <^ pour tout heH. Pour tout e>0 il existe geJH avec

—¦ OÙ II

On a

J /(*) 11 (x) dx J (/(*) - g (*)) u (x) dx <\\n(f-g)\\\\u\\<s.

lien résulte JG /(jc)ii(x) rfx 0 pour tout/eL^G) d'où ||w||=0, par ailleurs ||ii||

||f ||2 7^0. De cette contradiction résulte que (b) implique (a).
Vu la proposition 4 il est évident que (b) et (c) sont équivalentes. Posons (Bn)H (G)

{ueBn(G)\u uh pour tout heH}. Il est immédiat que (Bn)H (G)={ueBn(G)\
Jg /(¦*) u(x) dx — 0 pour tout feJH}. On en tire que pour tout feL1 (G)

sup{l/ fudx ue(Bn)H{G), II u II inf
geJH

¦ g)ll •

II est clair que toute forme linéaire continue sur L1 (G)/JH, muni de la semi-norme

inf
gs Jh

est du type f+JH h-v Jg/(x) m(x) Jx où ue(Bn)H (G) et où ||m|| est la norme de cette

forme linéaire. On obtient ainsi pour tout feL1 (G)

inf (II

En résumé pour tout feL1 (G)

inf g)|| sup \ fudx «e(B,)a(G),||ii||<l

et par suite (c) et (d) sont équivalentes.
Remarque. Si Re% n ne contient pas faiblement iH alors l'assertion (b) est vérifiée.

On peut se demander si la réciproque est vraie. L'exemple suivant, dû à Eymard,

montre que cela n'est en général pas le cas: soient G SL{2, R), H={( j | /eR}

et n Q la représentation régulière de G. On sait qu'il existe pour tout l^p<2 une
constante Cp telle que \\q (f )|| < Cp || / ||p pour tout feCoo (G). Choisissons un réel p
tel que 1 <p<2. Du fait que H n'est pas compact ([12] p. 184-185) inf^^ \\Af ||p 0
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et par suite inf^^ ||^(4/)|| =0. D'après Fell ([8] p. 445) ResHg contient faiblement
la représentation régulière qh de H. Vu que H est abélien, iH est faiblement contenue
dans Rqshq.

PROPOSITION 6. Soit neIG telle que inîAB^H\\n{Af)\\^\lGf(x) dx\ pour tout
feL1 (G). Dans ce cas n ne contient pas faiblement iG si et seulement si n ne contient

pas faiblement de n' dont le restriction à H contienne iH.

Démonstration. Supposons que n contienne faiblement une représentation n\ dont
la restriction à if contient iH. Montrons que n contient faiblement iG. Soit ^e3f%> avec

i^0 et n' (h) Ç £ pour tout heH. Par hypothèse pour tout feJG infAe^H ||n(Af )|| 0.

Vu la proposition 4 on a JG /(x) u(x)dx 0oixu (ù%, (^ ^). De là on tire u(x) ||{||2

pour tout xe G et par suite leBn(G).

Soit à présent neZH (en particulier n ResHn' où n'eIG). Pour tout feC00(G)
et xeG désignons par Tnf(x) l'opérateur borné de ffln défini par

H

On obtient ainsi une généralisation de l'application TH. On vérifie que

TJ{xh) t^/T1) TJ(x)9 \\TJ(xh)\\ ||7;/(*)il

pour tout xeG, heH et feC00(G).

PROPOSITION 7. Si neEH9 % contient faiblement iH si et seulement si \\Tgf\\i
<jG/nlir./(x)|| dxpour tout feC00(G).

Démonstration. Si n contient faiblement iH on a alors

q(xh)
H

pour tout feC00(G) et xeG et par suite \GJH||i;/(x)|| dx> \\TEf \\v
Montrons l'inverse. Soient geC00(H) et ueC00(G) quelconques. Posons pour

tout xeG /(x)=fH u(xÇ) AG(Ç)g(Ç) dÇ. Pour tout X, r\e3^n et xeG on a
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Or pour tout CeH

H

d'où

On aboutit finalement à ||7;/(;c)||<||7;k(x)|| ||7i(g*)|| et par conséquent
Ig/h lir,/(x)|| dx^(jG/H\\Tnu(x)\\ dx) \\n{g*)\\. De façon analogue (mais plus
simplement) on montre

et par suite

dh

Il suffit de choisir ueC00(G) avec w^O et JG u(x)dx=l pour obtenir \^

<\\n(ê*)\\ pour tout geC00(H) c'est-à-dire \fHg(h)dh\^\\n(g)\\.
Remarques. 1) Cette proposition est une généralisation du cas où H=G.
2) De la démonstration précédente résulte que pour tout neIH, ueC00(G),

geC00(H) et xeG on a

PROPOSITION 8. Sï neZH, n ne contient pas faiblement iH si et seulement si

^A^nU,H\\Tn{Af) (jc)|| dx=0pour tout feCoo(G).
Démonstration. Montrons que si n ne contient pas faiblement iH alors

infAejéH$G/H\\Tn4f(x)\\ dx—0 pour tout/eCoo(G). Considérons tout d'abord un

/ du type /(x)=JH u(xÇ) AG{t)g{Ç) dZ où geC00(H) et ueC00(G). Pour tout A
de la forme Yj=i cj Ahj avec cj>®> E"«i cj 1> hjsH(l

Af(x) J u(xi) ^f cA-ly g(0) AQ(S) dç.

H

Compte tenu de la remarque 2 ci-dessus

on a

J \\TxAf(x)\\ dx

G/H G/H
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Or en vertu de la proposition 2

inf Ê CjAnihj) (g*)h) \h3eH, Cj>0, l < j < n, £ Cj 1, 0.

On obtient ainsi inf^e^H JG/H ||rn4/(x)|| rf;c 0. Soit à présent /eCoo(G)
quelconque. Pour tout £>0 il existe geC00(H) avec g^O, $Hg(h)dh l et Jg|/(jc)
- Jh/(*>0 4W g (y) dy\ dx<e (il suffit de choisir geC00(H) avec g^O, JH £(/z) dfc

1 et suppgc U n Hou Uest un ouvert de G contenant e pour lequel || /—fyAG(y)\\l
<e pour tout jet/). Posons f'(x) \Hf(xy) AG(y)g(y) dy. Pour tout Aesén on a

|JG/H||r^/(x)Nx-JG/fl||r^/'(x)||rfi|<e. De mîA^H\GIH\\TnAf'{x)\\dx 0 on
tire inf^e^ JG/H 1

JG/H \\TKAf(x)\\ dxPROPOSITION 9. Pour tout neZH et feC00(G) on a

Démonstration. Pour tout cj)eC00(G), \l/eC0Q(H), xeG et j^e// posons 4>x,n(y)
<j>{xy) et ^}H*H 1A(>;) Jh ^(xyh)^^'1) dh. Montrons que pour tout feC00(G)

et<5>0ilexistegeCoo(#)avec£^0jHg(/0^^^
pour tout xe G. Soit 7^ le support de/. D'après le corollaire 16 [1]) il existe geC00(H)

cg^O,$Hg(h)dh l et

max \\n(y-ig-g)\\<— où M sup|/(x)| dh.
yeK-tKnH M x e G J

Soient ^, ne3^n arbitraires. Pour tout xeG on a

(« (/,. h.h g) É, fl) ~ J /,. a (h) dh) (n (g) L n)

d'où pour tout xeK

et par suite

/ fx,u{h)dh

De 7i (fxh,H,Hg) n(h 1)n(fxHtHg) pour tout heHon déduit l'inégalité annoncée

pour tout xeKH et par suite pour tout xeG.
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Soient à présent feC00(G) et e>0 arbitraires. Il suffit de prouver l'existence de

Ae<s/H avec

J
G/H

Posons f' — q lf et désignons par œ l'application de G sur GjH définie par
co(x) xH. Choisissons geC00(H) avec g^O,

I l et u
{/;„ (h)dh

w(supp/)

pour tout x e G.

D'après Reiter ([12] p. 78-79) il existe AestfH avec

e

Pour tout xeG et £, r\e^n on a

J
(-

^g (h) dh - (a/) („)
d'où

J 0 g (h) AG (h'1) dh - Af(xy)

dy

et par suite

TM(x)\\dx<-.
G/H

d'où finalement

G/H

G/H

En analogie avec la proposition 1 on obtient ainsi :
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PROPOSITION 10. Soit neEH. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) n contient faiblement iH,

(ii) Uin\\Tnf{x)\\ dx~\Gf{x)dxpour tout feC00(G) avec/>0,
(iii) inf^^^WT^Afix^ dx=\\THf\\1 pour tout feC00(G).

Remarques. 1) dans les propositions 7 à 10 on aurait pu tout aussi bien considérer

2) Pour tontneIGetfeC00(G)ona\\n(f)\\^G/H\\TReSHnf(x)\\ dx. Reprenons

l'example cité dans la remarque suivant la proposition 5: G SX(2, R), H= {f j
| teR} et n Q. Nous avons d'une part infAejl/H\\Q(Af)\\=0 et d'autre part, vu que
Res H g contient faiblement iH, inf* e Jén JG/H || TKeSHeAf (x)|| dx=\\THf\\1. Ceci montre

que l'inégalité de la proposition 9, appliquée à RcsHn où neEG, renforce effectivement

celle du corollaire de la proposition 4.

3) La démonstration de la proposition 9, abstraction faite des difficultés causées

par la présence de tu, est analogue à celle utilisée par Reiter ([12] p. 112 à 116 et

p. 173 à 175) pour montrer que si H a la propriété P± alors inf^^ \\Af \\1 \\THf \\t

pour tout feL1 (G). Rappelons à ce sujet que l'on ne sait toujours pas, pour H
sous-groupe fermé quelconque de G, si la condition infi46<^ir||4/1|li l|7jï/lli Pour
tout feL1 (G) entraîne que H satisfasse à la propriété i\. Il résulte par contre de la

proposition 10 que H possède la propriété Px si et seulement si

i^AestH $G/H\\TeHAf(x)\\ dx=\\THf\\1 pour tout feC00(G).
4) De par sa définition la semi-norme L1 (G)sf \-*§G/H\\Tnf (x)\\ dx, où neIH,

est en relation avec la représentation induite par n sur G. Il semble que cette relation
mériterait d'être étudiée de façon plus précise.
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