Zeitschrift: Commentarii Mathematici Helvetici
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 48 (1973)

Artikel: Sur certaines propriétés des représentations unitaires des groups
localement compacts

Autor: Derighetti, A.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-37158

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 26.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-37158
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

328

Sur certaines propriétés des représentations unitaires

des groupes localement compacts

A. DERIGHETTI

Introduction

On sait que la représentation réguliére ¢ d’un groupe localement compact G
contient faiblement la représentation identité i; (dans un C-espace de dimension 1) si
et seulement si pour tout f € Cyo(G) (ensemble des fonctions sur G complexes, con-
tinues et & support compact) la distance (pour la norme L') de 0 4 I’enveloppe con-
vexe des translatés de f est |[; f (x)dx| (ou dx est une mesure de Haar invariante a
gauche). On s’intéresse dans ce travail 4 des résultats analogues concernant des
représentations 7 unitaires continues arbitraires de G.

Munissons Cyq(G) de la semi-norme f— ||z (f)|| ou |[zn(f)| est la norme de
opérateur n(f)= (¢ f(x)n(x) dx. Sans qu’il s’agisse, & proprement parler, d’une
généralisation du résultat énoncé ci-dessus, il résulte facilement de la proposition 15
([1] que = contient faiblement i; si et seulement si la distance, pour la semi-norme
f=llm(f)l, de 0 & I’enveloppe convexe des translatés de f est égale a |{; f(x) dx|.
Nous montrons aussi (proposition 2) que 7 ne contient pas faiblement i; si et seule-
ment si la distance précédente est nulle pour tout fe Cy,(G). Soit H un sous-groupe
fermé arbitraire de G. On donne une estimation de la distance, pour la semi-norme
précédente, de 0 a I’ensemble des translatés de f par H pour tout f €Cyo(G) (corol-
laire de la proposition 4). On indique de plus, en termes de contenance faible, dans
quelles circonstances cette distance est nulle pour tout f € Cy, (G). Ceci nous conduit
a tenter de caractériser certaines propriétés des représentations unitaires continues
du sous-groupe fermé H par celles de C,,(G) muni de semi-normes étroitement liées
aux représentations induites sur G depuis H.

L’auteur tient & remercier Monsieur Eymard pour ses utiles suggestions. Les
principaux résultats de ce travail ont été¢ annoncés dans les Notices of the Amer. Math.
Soc. 20 (1973) p. A-273.

1. Contenance et non contenance faibles

Introduisons les notations suivantes:

Z¢ est la famille des représentations unitaires continues de G (toutes les représen-
tations dont il s’agit dans ce travail sont supposées unitaires continues).

4 est la fonction modulaire de G,
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M, est la moyenne biinvariante existant sur ’ensemble B(G) des combinaisons
linéaires complexes de fonctions sur G continues de type positif ([10] p. 59-61).
On pose de plus:

Dy (x) =@ (axb) pourtout ®eC® a,b, xeC,
Af=46(x) f, et f*(x)=f(x"")4g(x"") pourtout feL'(G).

On note &7 I’enveloppe convexe de {4, | xeG}. De plus pour tout neX;, #, dé-
signe I’espace de Hilbert ol = agit, w, (&, n) la fonction définie sur G par w, (&, 1) (x)
=(n(x) & n)on &, neH, et xeG.

PROPOSITION 1. Soit neZ;. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) © contient faiblement ig,

(b) infyey I (Af ) =1fs f (x)dx| pour tout feL* (G),

© ln(f)ll=]¢ f(x)dx pour tout feCyo(G) avec f 0.

Démonstration. D’aprés la proposition 15 ([1]) pour tout neX; et feL'(G) on a
inf,. 4 |7 (A <lfg f(x)dx|. De plus d’aprés Fell ([5]) = contient faiblement ig
si et seulement si |7 (f)ll>f¢ f (x)dx| pourtout feL' (G).1l en résulte d’une part
que (a) implique (c) et d’autre part que (a) et (b) sont équivalentes. De (c) on tire
que pour tout feCyo(G) réelle | f(x)dx|<|n(f)| d’ou pour feCoo(G) quel-
conque 2[5 f(x)dx|<||m ()]l + I7(f)] ou encore 2|[g f(x) dx| <infy 7 (A +
+||m(f)|. Le résultat cité au début de cette démonstration nous permet alors
décrire 2|fg f (x)dx|<|fcf (x)I+m(f )|l et par suite la propriété (a) est satisfaite.

Remarque. A propos de I’équivalence de (a) et (c) et d’autres développements on
pourra consulter [1] p. 234 a 237, [2] et [4] p. 83 2 91.

Soit meX;. On désigne par B,(G) ’ensemble des fonctions u sur G complexes
continues pour lesquelles il existe un réel positif K tel que |{; fudx| <K |z (f )| pour
tout feCyo (G), le plus petit de ces réels K étant noté |u|| ([3]).

PROPOSITION 2. Soit neX;. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) m ne contient pas faiblement ig,

(b) Mg (u)=0 pour tout ue B,(G),

(¢) inf 4. 4 |7 (Af)] =0 pour tout fe L' (G).

Démonstration. On vérifie tout d’abord que pour tout ne X, fe L' (G) et ue B, (G)
ona fxueB,(G), | frul <Ix(F)I lull et Mg(f*u)=(fef (x)dx)Mg(u). Si n ne
contient pas faiblement iz d’aprés la proposition 1 pour tout ¢>0 il existe fe Cyo (G)
avec f 20, [ f(x)dx=1et |n(f)l <e. Soit ue B,(G) avec u#0. On a

u u
Me (m)} =|Me (f ﬂ)

<m(NHI <e.
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Il en résulte M;(u)=0, on a ainsi montré que (a) entraine (b). Supposons qu’il existe
feL'(G) avec inf,_, |n(Af)|=d>0. On peut alors trouver ueB,(G) avec
lull=1/d et Refs Af (x)u(x) dx>1 pour tout AesZ. On en tire [Mg(f**u)|>1 ou
encore |{¢ f (x) dx| |Mg(u)|>1. On obtient donc que (b) implique (c). Il est de plus
banal que (c) entraine (a).

Remarque. 1’équivalence des assertions (a) et (b) de la proposition 2 a été motivée
par le résultat suivant dfi & Eymard ([4] p. 89 4 91]: = ne contient pas i  si et seule-
ment si Mg (w, (£, 7))=0 pour tout &, ne#,.

Si le groupe G est compact la notion de contenance faible coincide avec celle,
usuelle, de contenance et la moyenne M n’est autre que la mesure de Haar normalisée.
L’équivalence des assertions (a) et (b) de la proposition 2 est alors un cas particulier
des relations d’orthogonalité. 11 est ainsi permis de se demander s’il existe un analogue
«faible» des relatjons d’orthogonalité. En fait cela semble peu probable car Fell a
montré ([7] p. 508-509) que le groupe euclidien de R* admet des représentations
irréductibles faiblement inéquivalentes 7, et 7, telles que n, ® 7, contienne faiblement
ig. Remarquons toutefois que si 7 est une représentation de dimension finie d’un
groupe localement compact quelconque G alors

R 1 U
MG ((D,, (ﬁs ’7) (o (gs Au)) = m (és C) (’lﬁ /") pour tout é’ n, Cs .ue‘;fn .

PROPOSITION 3. Si neX;, n ne contient pas faiblement de représentation de
dimension finie si et seulement si Mg (|u|*)=0 pour tout ue B, (G).

Démonstration. Si n contient faiblement une représentation de dimension finie, 7
en contiendra faiblement une n, irréductible de dimension finie. D’aprés 1’observation
précédente pour tout ée, avec |{[|=1o0na

Mg (Joor, (& E)I1*) = dott Mg (o, (& O)I7) #0,

dim 7,
or du fait que =, est faiblement contenue dans 7, ,, (£, £)eB,(G) ([3] p. 191). On
vient ainsi de vérifier que si Mg (|u|?)=0 pour tout ue B, (G) alors n ne contient pas
faiblement de représentation de dimension finie. Inversement supposons que 7 ne
contienne pas faiblement de représentation de dimension finie. On sait que B, (G) est
’ensemble des conbinaisons linéaires complexes de fonctions du type u=w, (&, &)
ou n’ décrit ’ensemble des représentations faiblement contenues dans 7 et £ I’espace
.. On sait aussi associer a une telle fonction u une représentation n, et un vecteur
¢, totalisateur avec u=w, (£,, £,). Du fait que =, est faiblement contenue dans =, =,
ne contient pas de représentation de dimension finie. D’aprés Godement ([10] p. 61 &
64) ceci implique M (|u|*)=0. Soit & présent ve B, (G) quelconque. Ona v=> 1., c;u;
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ou ¢;,... c,eCetles u,,..., u, sont du type précédent. De

M(Jv|*) = jﬁ ¢;6M (u;a,)

ot Jj k=1
|M(ujak)| < (M(lujIZ))I/Z (M (luk|2))1/2

pour tout 1<, k<n on tire M (|v]*)=0.

Remarques. 1) Moyennant de banales modifications apportées a la démonstration
du résultat de Godement, utilisé dans la seconde partie de la preuve de la proposition
précédente, on peut montrer que m ne contient pas de représentation de dimension

finie si et seulement si Mg (. (&, n)w,({, #))=0 pour tout &, 7, { et pes¥’,. On
obtient alors une démonstration plus directe de la proposition 3.

2) Une autre fagon, intéressante en soi, de formuler le résultat mentionné dans
la remarque 1) est la suivante: 7 contient une représentation de dimension finie si et
seulement si #®7 contient i;. On aboutit ainsi a la conjecture: n contient faiblement
une représentation de dimension finie si et seulement si @7 contient faiblement ;.
Pour n=g la conjecture est vérifiée car p@g est quasi-équivalente a g. ([6] Corollary 1
p. 260 et aussi [11] p. 314).

2. Passage aux sous-groupes fermés

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, H désigne un sous-groupe fermé
quelconque de G muni d’une mesure de Haar invariante & gauche d¢. Soit g une
fonction sur G continue strictement positive telle que g(x&)=g¢(x)d44(¢)46(¢71)
pour tout xeG et £ H. Pour tout xeG on pose X=xH. Soit dx la mesure sur G/H
quasi-invariante correspondant & ¢, d¢ et dx. On définit une application de L'(G)
sur L' (G/H) en posant

Taf(%) = Ji(i@dé pour tout feL'(G) et xeG.

q(x¢)

H

Par ailleurs on note &7y 1’enveloppe convexe de {4, | heH} et Jy I'ensemble des
combinaisons linéaires complexes d’éléments de {4, f — f | heH, feL'(G)}.

PROPOSITION 4. Pour tout fe L' (G) et pour tout neXg on a
inf |n(Af)| = inf j=(f +g)l.

Aedy geluy

Démonstration. Compte tenu de &y f < f+Jgon a
inf |n(Af)ll = inf |=(f+g)ll.

Aedy gelJy



332 A.DERIGHETTI

Pour montrer I'inégalité inverse il suffit de considérer le cas d’'un feL'(G) pour
lequel inf, ., |7 (Af )| =d>0 (au cas ol il n’existerait pas de tels f la proposition
est banale). Soit ue B, (G) avec |lul|=1/d et Re[; Af (x) u(x) dx>1 pour tout Ae.o/y,.
On a en particulier Ref **u(h)>1 pour tout he H. De |g**u(h)|<||u|| | (g)|l pour
tout ge L' (G) heH et de Resyg**ue B(H) on tire |My(Resgg**u)| < ||u| |n(g)l.
Il existe donc u'eB,(G) avec [u||<|u| et My(Resyg*x*u)=[sg(x)u (x)dx
pour tout geL'(G). On obtient ainsi que pour tout gesZy f:{s g(x)u' (x)dx=
Je f(x)u' (x) dx d’ou 1<Re (g f(x)u' (x)dx<|fg f(x)u' (x)dx|<|n(g)] |u]. Il en
résulte [ f(x)u' (x)dx=1 et par conséquent pour tout geJy

I'= f(g(x) + f(x)) w' (x) dx < llm (f + )l W'l < llm (f + )l [lul

c’est-a-dire

inf |ln(Af)| < inf |=(f +g)ll.
Ae oAy gelJu
Remarque. Nous n’avons fait, pour I’essentiel, qu’adapter au présent contexte
des idées déja utilisées par Glicksberg ([9]) et Reiter ([12] p. 181 a 183).

COROLLAIRE. Pour tout neX; et pour tout feL'(G) on a

inf (AN <1 Tufl:.

Ae Ay

Remarque. Ce corollaire généralise la proposition 15 de [1].

PROPOSITION 5. Pour tout neX; les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) il n’existe pas de n’'eXg faiblement contenue dans m dont la restriction a H
contienne iy,

(6) infyq 17 (Af )| =0 pour tout feL* (G),

(c) Jy est dense dans L' (G) pour la semi-norme f ||n(f )|,

(d) il n’existe pas de ue B,(G) avec u#0 et u,=u pour tout he H.

Démonstration. Supposons qu’il existe feL'(G) avec inf, ., |7 (Af)]|=d>0.
Soit ue B, (G) tel que ||u||=1/d et Refs Af (x) u(x) dx>1 pour tout Aes/y. On sait
d’aprés la démonstration de la proposition 4 que My (Resy f**u)=1.De f**xue B, (G)
on tire I’existence de n’ faiblement contenue dans = et de &, nes#,, avec f**u=
w,. (&, n). Compte tenu de la remarque suivant la proposition 2 Resy n’, contient iy;
on obtient ainsi que (a) n’est pas satisfaite. En d’autres termes (a) entraine (b). Pour
montrer I'inverse supposons que inf,.,, |7 (f+g)l=0 pour tout feL'(G) et qu’il
existe n’ faiblement contenue dans « telle que Resgyn’ contienne iy. Soit £€#,. avec
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¢#0 et n' (h) E=¢ pour tout he H. Pour tout ¢>0 il existe geJy avec

Iln(f—g)|l<"—z-”~ ol u =0y (& 8).
On a
[ = [ 16) - ) ax < (7= o) 1wl <.

Il en résulte [ f(x)u(x)dx=0 pour tout feL'(G) d’ou |lu||=0, par ailleurs |u||
= | é||*#0. De cette contradiction résulte que (b) implique (a).

Vu la proposition 4 il est évident que (b) et (c) sont équivalentes. Posons (B,)y (G)
={ueB,(G) | u=u, pour tout heH}. Il est immédiat que (B,)y (G)={ueBn(G)|
{6 f (x) u(x) dx=0 pour tout feJy}. On en tire que pour tout feL'(G)

|

sup {] [ fudx ue(@u(G). ui < 1}< inf Jn (f + )l
G

geJu

11 est clair que toute forme linéaire continue sur L' (G)/Jy, muni de la semi-norme

[+ Iy inf [z (f +g)ll,

geJu

est du type f+Jy > [ f (x) u(x) dx ot ue(B,)y (G) et o ||ul|| est la norme de cette
forme linéaire. On obtient ainsi pour tout fe L' (G)

ifudx

En résumé pour tout fe L' (G)

ue(B,)a (G), Jull < 1}.

inf = (f+ gl < sup{

gely

ue (B (G), lul < 1}

|

|
inf [l (f + g)l = sup {] f fudsx
G

geJu

et par suite (c) et (d) sont équivalentes.
Remarque. Si Resy m ne contient pas faiblement iy alors ’assertion (b) est vérifiée.
On peut se demander si la réciproque est vraie. L’exemple suivant, di & Eymard,

montre que cela n’est en général pas le cas: soient G=SL(2, R), H ={<(1) lt ) | teR}

et m=g la représentation réguliére de G. On sait qu’il existe pour tout 1<p<2 une
constante C, telle que |lo(f)| <C,ll fl, pour tout feCy,(G). Choisissons un réel p
tel que 1 <p <2. Du fait que H n’est pas compact ([12] p. 184-185) inf, . o, [ 4f | ,=0
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et par suite inf, . 4. [|e (4f )| =0. D’aprés Fell ([8] p. 445) Resy o contient faiblement
la représentation réguliére gy de H. Vu que H est abélien, iy est faiblement contenue
dans Resyo.

PROPOSITION 6. Soit neX; telle que inf, . |7 (Af ) <|fc f (x) dx| pour tout
feL'(G). Dans ce cas © ne contient pas faiblement i si et seulement si © ne contient
pas faiblement de n’ dont le restriction a H contienne iy.

Démonstration. Supposons que 7 contienne faiblement une représentation n’, dont
la restriction & H contient i;. Montrons que 7 contient faiblement i;. Soit £€5¢,, avec
E#£0etn’ (h) £=¢ pour tout he H. Par hypothése pour tout feJ;; inf, o, |17 (Af )| =0.
Vu la proposition 4 on a [ f(x) u(x) dx=0 o u=w,. (&, £). Dela on tire u(x) = &2
pour tout xeG et par suite 1€ B,(G).

Soit A présent meXy (en particulier 1=Resyn’ o n’'eZX;). Pour tout feCyo(G)
et xeG désignons par T, f (x) 'opérateur borné de 5, défini par

J *) fgh)

On obtient ainsi une généralisation de I’application Ty. On vérifie que

|f (xh)|

T (o) = h™1) Tof G T G = 1T < | L2 a

pour tout xeG, he H et feCyy(G).

PROPOSITION 7. Si neXy, n contient faiblement iy si et seulement si |Ty f |4
<fe/m | T f (x)|| dx pour tout feCyq(G).

Demonstration. Si n contient faiblement iy on a alors
f(xh)
q(xh)

pour tout feCyo(G) et xeG et par suite [gu | T, f (x)| dX2= Ty f 5.
Montrons I'inverse. Soient geCyo (H) et ueCyo(G) quelconques. Posons pour
tout xeG f(x)=[g u(x¢) 46(¢) g(&) dé. Pour tout A, nes#’, et xeG on a

((n (k) A, n) A6 (R™*) g(B71) dh) g

dh

ITef(x)Il =

(Tuf () Ao m) = [ (x8) 46.2) (

. ) q(xh)
_ (u(x) 46 (8) ([ - -1 -1
._Tq————-——-q(x) (H( (h) A,m) g(h™'E) Ag (h )dh)df.
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Or pour tout (e H
[ @@ At au () dh = a5 (@) A m ()

d’ou
(Tof(x) 2o ) = f u(x?)

q(x¢)

(n(g*) A, m (") n) de.

On aboutit finalement a |7, f(x)|<|Tu(x)| |=(&*)| et par conséquent
S | T f N d% < (f, | Tau (%)l dX) lm(g*)|l. De fagon analogue (mais plus sim-
plement) on montre

- [204) o)

et par suite

[T flly = U g (h) th | Tully -
H

1l suffit de choisir ueCy,(G) avec u>0 et [ u(x)dx=1 pour obtenir |[, g(k) dh|
< |z (§*)| pour tout geCyo (H) cest-a-dire ||, g (k) dh|<|n(g)l.

Remarques. 1) Cette proposition est une généralisation du cas oi H=G.

2) De la démonstration précédente résulte que pour tout nefy, ueCyo(G),
geCyo(H) et xeGon a

7. [0 46(0) £ ® df“ < In (&) 1T ()1

PROPOSITION 8. Si neXy, © ne contient pas faiblement iy si et seulement si

infyc gy Jo/m |1 Tn(Af ) (X)I| d% =0 pour tout feCy,(G).
Démonstration. Montrons que si © ne contient pas faiblement iy alors
inf, ¢ vy, Jo/m | ToAf (x)I| d%=0 pour tout feCyo(G). Considérons tout d’abord un

f du type f(x)=[gu(x¢) 4c(&) g(&) d& ou geCoo(H) et ueCyo(G). Pour tout 4
de la forme Y}, ¢; 4,, avec ¢;>0,Y ., ¢;=1,hjeH(I<j<n)ona

416 = [us6) (3, e, 80)) 40 2.
H =t
Compte tenu de la remarque 2 ci-dessus

[ 1maren ai < n(il ¢ () (g*),.,)
G/H

f | Tyt ()] d.

G/H

j:
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Or en vertu de la proposition 2

it {|n (£ estu () (2

j=1

On obtient ainsi inf, .y, (¢/q 1T Af (x)| d%=0. Soit & présent feCyo(G) quel-
conque. Pour tout ¢>0 il existe geCy,(H) avec g0, [y g(h)dh=1 et [ |f(x)
—({af(xy) 4¢(¥) g(¥) dyl dx<e (il suffit de choisir ge Cyo (H) avec g0, [ g(h) dh
=1etsuppgc U n Hou U est un ouvert de G contenant e pour lequel || f—f,46(y)ly
<¢ pour tout yeU). Posons f'(x)= [y f (xy) 4¢(¥) g(¥) dy. Pour tout Aeo/y on a
”G/H IIT,,Af(x)H dfC—IG/H HT,,Af'(x)II dx|<e. De iane.dH IG/H IIT,,Af’(x)H dx=0 on
tire infy . o, [o,u | T-Af (%) dX <e.

|hjeH, c;>0,1 < j<n, Z cj=1,neN}=0.
j=1

PROPOSITION 9. Pour tout neXZy et feCoo(G) on ainf,. 4, [6/u | T Af (x)I| dx
< Ty Sy

Démonstration. Pour tout ¢eCoyo(G), Y€Cyo(H), xeG et ye H posons ¢, 4(»)

= (xy) et Oy g ¥ (¥)=Ju ¢ (xyh) Y (A1) dh. Montrons que pour tout feCy,(G)
etd>0ilexiste ge Coo (H)avecg >0, [y g(h)dh=1¢et |n(f guug)ll <0+ |{g fr,u () dhl
pour tout xe G. Soit K le support de f. D’aprés le corollaire 16 ([1]) il existe ge Cyo (H)
avec g0, [y g(h) dh=1 et

.0 :
max |n(,-ig—g)i <— ou M =sup|f(x)| f dh.
yeK-1KnH M xeG e

Soient &, nes#, arbitraires. Pour tout xeG on a

v Geoman®) &) = ([ S 1) () &.1)
= ffx,u(h) (n(4-1g8 — g) & n) dh,

d’ou pour tout xeK

#Urnan®) = ([ oW dh) (o)

et par suite

”n(f.;c Hng)“ <o+

<o

fﬁc,H(h) dhl.

De 7t (fon, gen8)=n(h~ 1) (f,, gou &) pour tout he H on déduit I'inégalité annoncée
pour tout xe KH et par suite pour tout xeG.
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Soient a présent feCyo(G) et >0 arbitraires. Il suffit de prouver ’existence de
Aes/ y avec

f ITLAS()] di <&+ | Taf s
G/H

Posons f'=q”'f et désignons par w l'application de G sur G/H définie par
w(x)=xH. Choisissons geCyo(H) avec g=0,

-1
jg(h)dh=1 et Hn(fx’,mg)ll<§( J dﬁ)
H

 (supp f)

+ U feu(h) dhl pour tout xeG.

D’aprés Reiter ([12] p. 78-79) il existe A€o/ avec

dx<f.
2

JUﬂm*MAMSMMM—Mﬁu)

Pour tout xeG et &, nesf’, on a
(717 (fx, H+H g) ¢, 'I) - (TnAf(x) g, 77)
VD[ 7y o (h™") 2B ah = (41) (39) )

=J@Uﬂw)
H q (xy) H
d’ou
!J'f(xyh'l)g<h)ac(h“)dh-—44f(xyﬂ
“TuAf(x)” < Hn(fx' H*Hg)” +f u p (xy) dy

et par suite

J‘ ”TnAf(x)H ax < g + j ”n(f;’ HaHg)” dx

G/H G/H

d’ol1 finalement

f ITAF(] di <&+ [ Tuf s

G/H

En analogie avec la proposition 1 on obtient ainsi:
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PROPOSITION 10. Soit neXy. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) © contient faiblement iy,
(1) [o,alTef (I dx=Jg f(x) dx pour tout feCyo(G) avec f=0,
(iii) infye oy Jom | TeAf (X)| d= Ty f I, pour tout feCy,(G).

Remarques. 1) dans les propositions 7 & 10 on aurait pu tout aussi bien considérer
L' (G) au lieu de C,,(G).

2) Pour tout neZg et f€Coo(G) ona | ( f )< [/l Tresun S ()| d%. Reprenons
I’example cité dans la remarque suivant la proposition 5: G=SL(2, R), H= {((1) lt )
| teR} et m=p. Nous avons d’une part inf, ., [lo(Af)| =0 et d’autre part, vu que
Res ; ¢ contient faiblement iy, infy . 4, [6/n | Tres o AS (%) dX =Ty f ||;. Ceci montre
que l'inégalité de la proposition 9, appliquée a Resyn ou neXy, renforce effective-
ment celle du corollaire de la proposition 4.

3) La démonstration de la proposition 9, abstraction faite des difficultés causées
par la présence de n, est analogue a celle utilisée par Reiter ([12] p. 112 & 116 et
p. 173 & 175) pour montrer que si H a la propriété P; alors inf,. . |Af |, =1Tx f |,
pour tout feL'(G). Rappelons & ce sujet que I’on ne sait toujours pas, pour H
sous-groupe fermé quelconque de G, si la condition inf, 4, [|Af |, =Ty f|; pour
tout feL'(G) entraine que H satisfasse a la propriété P,. Il résulte par contre de la
proposition 10 que H posseéde la propriété P; si et seulement si
infy . o, fG/H 1T Af ()| dx=|Tq f |l pour tout feCyo(G).

4) De par sa définition la semi-norme L' (G)af > [¢/g 1T, f (x)Il dX, ol meZy,
est en relation avec la représentation induite par n sur G. Il semble que cette relation
mériterait d’étre étudiée de fagon plus précise.

BIBLIOGRAPHIE

[1] DERIGHETTI, A., On the Property P1 of Locally Compact Groups, Comment. Math. Helv. 46 (1971),
226-239.

[2] ——, On Weak Containment II, Notices of the Amer. Math. Soc. 18 (1971), 834.

[3]1 EYMARD, P., L’algébre de Fourier d'un groupe localement compact, Bull. Soc. Math. France, 92
(1964) 181-236.

[4] ——, Moyennes invariantes et représentations unitaires, Lecture Notes in Mathematics (Springer-
Verlag, 1972).

[5] FeLL, J. M. G., The Dual Spaces of C*-Algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 94 (1960), 365-403.

[6] ——, Weak containment and induced representations of groups, Canad. J. Math. 14 (1962),
237-268.

[7] ——, Weak Containment and Kronecker Products of Group Representations, Pacific J. Math. 13
(1963), 503-510.

[8] ——, Weak Containment and Induced Representations of Groups II, Trans. Amer. Math. Soc. 110
(1964), 424-447.

[9] GLICKSBERG, 1., On Convex Hulls of Translates, Pacific J. Math. 13 (1963), 97-113.

[10] GOoDEMENT, R., Les fonctions de type positif et la théorie des groupes, Trans. Amer. Math. Soc.

63 (1948), 1-84.



Sur certaines propriétés des représentations unitaires des groupes localement compacts 339
[11] GREENLEAF, F. P., Amenable Actions of Locally Compact Groups, Journal of Functional Analysis
4 (1969), 295-315.

[12] REITER, H., Classical Harmonic Analysis and Locally Compact Groups, (Oxford, at the Clarendon
Press, 1968).

Institut de Mathématiques, Université de Lausanne

Regu le 24 avril 1973



	Sur certaines propriétés des représentations unitaires des groups localement compacts

