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ÏJber konvexe Gitterpolygone

J. M. WlLLS

Hugo Hadwiger zum 65. Geburtstag gewidmet

Z sei die Menge der ganzen rationalen Zahlen und Z2 das zugehôrige Zahlengitter
in der euklidischen Ebene. Die konvexe Huile endlich vieler Punkte aus Z2 heiBt

Gitterpolygon. Zu einem Gitterpolygon P seien wie iiblich P9P°,Pe,P_Q Rand,
offener Kern, âuûerer und innerer Parallelbereich. Ist P°^0, so heiBt P eigentlich.
Weiter seien K=F(P) Flâcheninhalt, U=U(P) Umfang und G=G(P)=

card(PnZ2) Gitterpunktanzahl von P. Analog sind V, U,G fur P,P°9PQ,P_e
erklârt.

Im Satz und Korollar werden Zusammenhânge zwischen V9 U und G aufgestellt.
Bei diesen Ergebnissen ist die weitgehend ungelôste Frage intéressant, ob und wie sie

sich verallgemeinern lassen; z.B. auf hohere Dimensionen, auf beliebige konvexe

Kôrper, auf beliebige Gitter oder auf nichtkonvexe Gitterpolygone bzw. Gitter-
polytope. Auf einige dieser Fragen wird vor dem Beweis des Satzes kurz eingegangen.

SATZ. P sei ein eigentliches Gitterpolygon. Dann gilt

1) v(P) G (P) - \G (P) - 1 (Picksche Identitât)

2) G (P°) - G (PiQ) ^qU(P)^G (P°q) - G(P°) fur q > 0

3) i[/(P)<G(P)-G(?_^)<l/(P)

4) V(P) +^ 17(P) + 1 < G(Polf^) <V(P)

5) G(P')+1^G(P) fùrP' P + s und s$

KOROLLAR.

6) 3<G(P) <U(P)
7) F(P)~ll/(P)+l<G(P°)<F(P)-l
8) V(P) + %^G(P) <2F(P) + 2 (Blichfeldt)

9) G(P) <F(P) + !l/(P) + l (Nosarzewska)

10) In keiner der Ungleichungen 2) bis 9) kann < durch < ersetzt werden. In 6)

rechts, 7) links und in 9) gilt genau dann, wenn P ein achsenparallelles Rechteck ist.
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Beweis des Korollars. 6) links ist trivial; ebenso 6) rechts, da der Abstand zwischen

je zwei Gitterpunkten ^ 1 ist. Gleichheit in 6) rechts gilt offenbar genau dann, wenn
P ein achsenparalleles Rechteck ist. 7), 8), 9) folgen direkt aus 1) und 6), wenn man
nur beachtet:

G (P) - ±G (P) G (F0) + iG (P) iG (P) + \G (P°).

10) ist klar fur die Ungleichungen in 6) bis 9).

Vor dem Beweis des Satzes einige erklârende und historische Bemerkungen :

1) ist die Picksche Identitât; Beweise dazu s. [2], S. 253 oder [7]. 2) bringt eine gewisse

Analogie zu

V (P) - V(P.Q) < qU(P) ^ V(Pe) -V(P).

3) und 4) sind Verschârfungen von 6) und 9), bei denen folgende fur Gitterpolygone
(und Gitterpolytope) charakteristische Eigenschaft ausgenutzt wird: Je ,,dichter" die

Gitterpunkte auf dem Rand von P liegen, desto ,,weniger dicht" liegen sie in der
nâheren Umgebung des Randes. Weitere Ergebnisse fur spezielle ebene konvexe Be-

reiche s. [8]; fur spezielle Gitterpunktanzahlen s. [10] und die dort zitierte Literatur.
Ober Verallgemeinerungen der Pickschen Identitât auf nichtkonvexe Gitterpolygone
bzw. auf hôhere Dimensionen s. [6] und die dort zitierte Literatur. 9) lâBt sich auf
nichtkonvexe Gitterpolygone ûbertragen, wobei fur die 1 die Euler-Charakteristik x
eintritt, wie Hadwiger zeigte (unpubl.).

Wegen der Monotonie von U und V gelten die rechten Seiten von 3), 6) und 8)

auch fur ebene konvexe Bereiche, die ein eigentliches Gitterpolygon enthalten; 9) gilt
sogar fur beliebige ebene konvexe Bereiche (s. [9]).

AbschlieBend einiges ûber Sâtze fur beliebige konvexe KôrperK im «-dimensionalen
euklidischen Raum Rn,n^2. (Zu den Begriffen s. [3].) Die rechte Seite von 8) ist

Spezialfall eines Satzes von Blichfeldt (s. [5], S. 55) fur konvexe Kôrper Kc:Rn, die

ein eigentliches Gitterpolytop enthalten:

Der mit vollstândiger Induktion nach G (bei festem n) leicht zu beweisende Satz

ist wegen des Faktors ni im allgemeinen ziemlich grob. Minkowskis Fundamentalsatz

aus der Géométrie der Zahlen, in der Verallgemeinerung durch v. d. Corput (s. [5],
S. 44) fur zentralsymmetrische KaRn lâflt sich in der Form schreiben:

wobei [x] die grôBte ganze Zahl <x bedeutet.
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Er liefert also eine untere Schranke fur G(K) und spezielle, nâmlich zentralsym-
metrische konvexe Kôrper. Das Problem, fur beliebige konvexe Kôrper eine untere
Schranke fur G(K) zu finden, ist 1972 vor allem von Hadwiger (s. [1] und [4]) end-

giiltig gelôst worden:

V(K)-$F(K)<G(K) n>29

(F: Oberflâche, fur n 2 ist F= U der Umfang).
Das Problem, ob und wie dièse Schranke bei Beschrânkung auf (eigentliche

konvexe) Gitterpolytope PczRn verbessert werden kann, also die Verallgemeinerung von
8) links, bleibt offen. Einiges spricht fur die Vermutung

^2 n)

wobei c(n) eine nur von der Dimension abhângige Konstante ist. Wir gehen darauf
nicht nâher ein.

Beweis des Satzes. Vorbetrachtung zu 2) bis 4) : P wird unterteilt in Strecken, deren

Endpunkte Gitterpunkte sind, die keine Gitterpunkte im (relativen) Innern haben,
und deren linker Endpunkt (von einem inneren Punkt von P aus gesehen) nicht zur
jeweiligen Strecke gehôrt. Sei / die Lange einer solchen Strecke, dann ist U (P)

5] /, wobei £ hier wie im ganzen Beweis bedeutet, da6 ûber aile soeben definierten
Strecken summiert wird.

Wir betrachten eine beliebige Strecke der Lange /. Dann ist t=y/p2 + q2 mit
p^q^O ganz und (p9 q)=l (relativ prim) oder p= 1, q=0.

Fur die folgende Konstruktion sei die Strecke der Einfachheit halber durch eine

Bewegung B in die Strecke {(x9 y)/0<x^l9 j 0} ûberfûhrt. Dann sei zu einem q>0

R(q) {(x, y)/0 <x^l9O<y^ç}

R(-q) {(>

Die Bilder von R(q)9 R(—q), R'(q), R'(-q) bezuglich der Bewegung B'1 seien

S (q)9 S — q)9 S'(q)9 S'(—q) und deren positiver Flâcheninhalt ist jeweils Iq. Ein-
fache Oberlegungen zeigen:

wobei [a] wie ûblich die grôBte ganze Zahl <# bedeutet; und [a\ die kleinste ganze
Zahl ^a. Also

[a] < a < [a]', falls a nichtganz
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und

[a] a [«]', falls a ganz.

Nach diesen Vorbetrachtungen zu den einzelnen Ungleichungen in 2) bis 4).

3) Esist G(P)-G(P.lf^)^ [//V2)L da sich die S'(-q) an den Ecken von
P teilweise ûberdecken. Andererseits liegt im Abstand < 1 von jeder Ecke von P kein
weiterer Gitterpunkt. Also G(P)-G(P_1/VI) £ [/A/2]' und die Behauptung

Es genùgt zu zeigen l/y/2<llly/2]'<l.
Die linke Ungleichung gilt, mit Gleichheit im Fall /=-N/2, d.h. p q=\. Ebenso

die rechte, mit Gleichheit im Fall /= 1, also p= 1, #=0.
4) Nach der Pickschen Identitât ist V(P)+l=G(P°) + iG(P) und es bleibt

zu zeigen :

L 17 (P) < G (PÎ/vj) - G (P°) - 1G (P) < il/ (P).
5

Wegen

U sY-1)
ailes' \V5/

ist

Wieder liegt im Abstand < 1 von jeder Ecke von P kein weiterer Gitterpunkt.
Also

G(P?/V5)-G(P°) l[~4
und es bleibt zu zeigen :

1 „
Es genùgt zu zeigen:

Lai 22^2

<21 VLZ1- -K7TO (l)
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Wegen

gilt die linke Ungleichung in (1) und Gleichheit gilt genau dann, wenn p 29q=l.
Die redite Ungleichung in (1) gilt sicher dann, wenn

ist, also wenn 5 + 2^J5^sJp2 + q2 bzw. 90</? +q ist.
Bleiben also die Fâlle p2 + q2<90 mit (p, q)=l oder p=l,q=0 und

Das sind 24 Fâlle, und direktes Ausrechnen ist etwas umstândlich.
Wir beachten daher, daB die kritischen Fâlle in (1) rechts gerade die sind, in denen

y/(p2 + q2)/5 nur wenig grôBer als eine ganze Zahl ist.
Es genugt also, die Ungleichung

W, ,_. (2)

mit mr=min{/?2 + #2/5r2</?2 + <72<90} bei den zugelassenen /?, q zu ûberprûfen.
Wegen 5r2<90 sind nur die Fâlle r=0, 1, 2, 3, 4 môglich.

Einfaches Probieren zeigt:

m0 l2 + 02 1 > 5-02, mt 32 + l2 > 5-12, m2 42 + 32 25 > 5-22,

m3 72 + l2 50 > 5-32, m4 92 + l2 82 > 5-42.

Die mr erfullen die Ungleichung (2) und fur m0 und m2 liegt sogar Gleichheit vor.
5) Ist s der im Ursprung angetragene Translationsvektor, so kônnen wir o.E.

annehmen, daB die durch s reprâsentierte Strecke a auBer dem Ursprung keinen
weiteren Gitterpunkt enthâlt; also G {a)— 1.

Sei Px=P+As, 0<A^ 1, also P0=P,Pt =P'.
Sei ô Uo<a^i^a- Q ist ein kompaktes konvexes Polygon, aber kein Gitter-

polygon. Wie vorher sei P in disjunkte Strecken / zerlegt, die also auBer einem End-

punkt keinen Gitterpunkt enthalten.
Sei lk die / entsprechende Strecke von Px. Fur jedes der / sind zwei Fâlle môglich:
1) / liegt (von einem Endpunkt eventuell abgesehen) im Innern von Q.

2) / liegt auf dem Rand von g.
Im 1. Fall sei £=Uo<a<i h- ïm 2- Fal1 sei £' Uo<a<i h-
Die L und V sind halboffene Parallélogramme (entartet, falls / in Richtung von

s liegt).
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Mit (J und U' seien jetzt die Vereinigungen ûber aile L bzw. uber aile L' be-

zeichnet. Dann ist

e Pu(UL)uS P'u(U'L')u S (3)

wobei S und S' Translationen von a sind; auBerdem sind S und S' Randstùcke von
Q und ihre Endpunkte sind Ecken von P und P'.

Dabei gehôre bei S nur der Endpunkt in P7 zu S, und bei S" nur der Endpunkt in
P zu S'. Auf dièse Art ist Q in (3) auf 2 Arten in zueinander paarweise disjunkte
Mengen zerlegt worden.

Beachtet man: G(S')= 1, G(S) 0, so folgt

G(Q) G(P) + ZG(L) G(P') + £' G(L') + 1 (4)

wobei jetzt J] ûber aile L und J]' uber aile L'lâuft.
Ebenso gilt:

also

Elementare Oberlegungen zeigen :

G(L)=[V(L)1
also

S G (L) I [F (L)] ^ £
Damit in (4) liefert G(P)^G(P')+1, also die Behauptung.

Wie das Beispiel P= {(*, y)/\x\ + \2y\ ^2}, 5= (0,1)zeigt, ist G(P) 5,G(P/) 4,
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Note added in proof: Proposition 3.7 no longer has a proof so 3.8 is

only a conjecture.
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