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Hôhere Whitehead Produkte der zwei dimensionalen Sphâre

Hans Joachim Baues

In Theorem 2.4 von [3] wurde gezeigt, das Whitehead Produkte [a9fi~]enn(S2)
fur «#3 trivial sind. K. A. Hardie bemerkt im AnschluB an Theorem 5.5 in [2], daB

auch Whitehead Produkte dritter Ordnung Çenn(S2) fiir n^ 3 verschwinden. In dieser

Arbeit zeigen wir, daB allgemein Whitehead Produkte hôherer Ordnung Çenn(S2) fur
n t* 3 trivial sind.

Sei P Sm x x Smn. ein Produkt von Sphâren mit m{^ 1 fur aile /. Die Grund-
punkte dieser Sphâren bestimmen eine Zellenzerlegung von P mit genau einer JV-Zelle

eN9N=Y. mi- Sei P'=P-eN und sei w : SN~* -* P' die anheftende Abbildung fur die

Zelle eN. Zu einer Abbildung g:P' ->X heiBt dann das Elément w*(g)enN_1(X)
hôheres Whitehead Produkt, siehe [4].

SATZ. Seiw*(g)enN-1(S2) hôheres Whitehead Produkt zug:P->S2, dann ist

Aus diesem Satz folgt, daB es im Kern der Suspension, zum Beispiel in n6(S2),
Elemente gibt, welche nicht durch Whitehead Produkte hôherer Ordnung darstellbar
sind. Weiterhin erhalten wir wegen 2.4 in [4] das Korollar:

KOROLLAR. Sei Pk das k-Skelett von P. Fur k>4 làfit sich jede Abbildung f:
Pk-*S2 iiber Pfortsetzen.

Der Beweis des Satzes macht keine Schwierigkeit, wenn aile mi ^3. Falls in dem

Produkt P auch 1-Sphâren oder 2-Sphâren vorkommen, so benôtigen wir zum Beweis
des Satzes den folgenden zahlentheoretischen Hilfssatz. Sei MHtk die Menge der

A>elementigen Teilmengen von {1, 2,..., n}. *

Fur a9beMnk mit c aubeMnt2k sei ea,&e{~~l> 1} das Vorzeichen der 2fc-stel-

ligen Permutation a mit cai^at fur l</<& und cai bi.k fiir k<i^2k. Dabei sei

ci<"'<c2k, a1<---<afc und b1<-"<bk fiir cfec, a(ea und bteb mit i l, 2,..., 2k
bzw. / 1,2,...,À:.

HILFSSATZ. Sei s= (sa\ aeMnt2) mit sueZ ein Tupel von ganzen Zahlen, so dafi

fiir aile ceMnA gilt

Dann gibt es eine ganzzahlige nx2-Matrix A={aiS)t so dafi sa det(Aa) fiir aile

aeMn2. Dabei sei Aa= (ao)fGfl die durch a bestimmte 2 x 2-Untermatrix von A.



Hôhere Whitehead Produkte der zwei dimensionalen Sphâre 117

Beweis des Hilfssatzes. Sei s^O. Falls sl2 \, sei A gleich L(s)= (au) mit an
a22~l, ai2 — a21 0 und an= — s2i, ai2 — su fur n^i>2. Es operiert BeGL(n, Z)

auf der Menge der Tupel s, die die Gleichung im Hilfssatz erfùllen, durch

(BoS)a= X Vdet(Bajft)
beMn,2

fur aeMn2, (Ba>b sei die a x b Untermatrix von B). Dazu vergleiche den Laplaceschen

Entwicklungssatz. Sei m Min{\(Bos)i2\,BeGL(n, Z)und(Bos)i2¥:0}9(|...| bezeich-

ne den Absolutbetrag), und sei BoeGL(n, Z) mit (B0os)l2 m und \m\ =m#0. Dann
gilt, daB m Teiler ist von (^o^ fur aile aeMnl. Die Matrix A im Hilfssatz sei nun

gegeben durch das Produkt.Bo1^! - ^o°s\^m von Matrizen mit L= A\m / V° V
Beweis des Satzes. Fur 7V<4 ist die Behauptung trivial, sei also N > 4. Sei

rn S1 x ••• xS1 der «-dimensionale Torus und sei Tkn das fc-Skelett von Tn. Sei

pn:Tn-+ TJTl~1 Sn die Projektion. Das Produkt pmix--xpmn :TN-+ P induziert
eine Abbildung p, fur die das Diagramm

sn-i
V V

homotopiekommutativ ist. Dabei ist TÛ=T%~1 TN-eN. Die Darstellung von S3

als universeller Oberlagerungsgruppe von SO(3) bestimmt eine Abbildung m:S3 x
xS2-+S2 vom Typ (y, i2), wo yen3(S2) das Hopfelement und ^^(S2) ein Er-
zeugendes ist. Wir konstruieren zu f=gp gerûstweise eine Abbildung F, fur die das

Diagramm

homotopiekommutativ ist. Dabei sei m' m(idxp2). Da 5'3x T2 ein //-Raum ist,

folgt w*(F) 0 und damit auch w*(g) w*(/) 0, was zu beweisen ist. Sei

/*: TkN-+S2 die Einschrânkung von /. Die Abbildung f2 bestimmt ein Tupel von
Zahlen s= (sa \ aeMNt2), so daÔ f2 zu der Hintereinanderschaltung

n= V
aeMN,2



118 HANS JOACHIM BAUES

homotop ist mit p als Projektion. Aus dem Satz in der Einleitung von [1] folgt wegen
N>49 daB s die Gleichungen in obigem Hilfssatz erfullt. Die zu s gegebene

Matrix A induziert dann eine Abbildung Â, so daB f2 zu der Hintereinanderschaltung

7*2 _ t ^
v nr P2

v c2
N Œ 1N >12 >ù

homotop ist. Sei F2 gegeben durch die Hintereinanderschaltung

mit 0 als trivialer Abbildung. Es ist dann m'F2^ f2 homotop. Sei nun fur k^3 eine

Abbildung F*"1 : TkN~ 1-^S3xT2 konstruiert mit m'F*-1^ fk~\ Dann ist F*"1 ûber
7% fortsetzbar, denn S3 x T2 ist iiT-Raum. Da m :nk(S3 x T2)-+nk(S2) surjektiv ist,
gibt es zu Fk~1 sogar eine Fortsetzung Fk mit m'Fk~ fk. Wir setzen F=FN""1. Damit
ist der Satz bewiesen.
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