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Uber einige Invarianzeigenschaften der Eulerschen Charakteristik

HELMUT GROEMER 1)

In einer unldngst erschienenen Arbeit (Groemer [1]) wurde fiir eine grosse Klasse
reellwertiger Funktionen, die im euklidischen n-dimensionalen Raum R" definiert
sind, eine ,,Eulersche Charakteristik** eingefiihrt. Die fiir gewisse Punktmengen des
R* definierte Eulersche Charakteristik ergibt sich innerhalb der dort dargelegten
Theorie durch Spezialisierung auf die charakteristischen Funktionen dieser Mengen.
Diese Untersuchung, die weitgehend durch Ideen von Hadwiger angeregt wurde
(siehe etwa [2] und auch die Arbeiten von Klee [3] und Lenz [4]), verzichtet auf die mit
der Eulerschen Charakteristik im Zusammenhang stehenden topologischen Methoden.
Das wichtigste Hilfsmittel ist dabei vielmehr eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Orthogonalprojektion. Damit ergibt sich die Moglichkeit, das grundlegende
Resultat zu beweisen, dass die Eulersche Charakteristik gegeniiber derartigen Pro-
jektionen invariant ist. Die Klasse derjenigen Funktionen, die dabei erfasst werden
konnen, wird nach Einfithrung einer Norm durch einen Approximationsprozess
gewonnen.

In der vorliegenden Arbeit soll vor allem die Invarianz gegeniiber affinen Trans-
formationen untersucht werden. Da die Charakteristik eine topologische Invariante
ist, handelt es sich dabei zum Teil um ein bekanntes Ergebnis. Andrerseits diirften
die elementaren geometrischen Methoden, sowie die Einbeziehung von singulidren
Affinitdten und die Verallgemeinerungen von Punktmengen auf Funktionen von
Interesse sein. Weil singulidre Affinitdten nicht ausgeschlossen werden, enthdlt die
Affininvarianz sowohl die Invarianz gegeniiber isometrischen Transformationen wie
auch die schon genannte Projektionsinvarianz. Eine weitere Invarianzeigenschaft der
Charakteristik ist die Unabhingigkeit von dem Raum in dem man sich die Punkt-
mengen eingebettet denkt. Diese Eigenschaft, die sinngemadss auf Funktionenklassen
erweitert werden kann, wird hier ebenfalls untersucht. Die diesbeziigliche Invarianz-
aussage ist keineswegs selbstverstindlich, da der zugrunde liegende Raum in den
Definitionen von Norm und Charakteristik eingeht. Die Affininvarianz wird dabei
wesentlich verwendet; man kann aber auch umgekehrt die Affininvarianz aus der
Einbettungsinvarianz gewinnen.

1) Der Verfasser wurde wihrend der Durchfiihrung dieser Arbeit von der National Science
Foundation finanziell unterstiitzt (Research Grant GP-34002).
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Fiir eine eingehendere Diskussion der Definitionen und Ergebnisse, die in diesem
Abschnitt besprochen werden, und fiir alle zugehérigen Beweise muss auf [1] ver-
wiesen werden.

Wenn hier von einer Ebene im R”" die Rede ist, so ist stets eine Hyperebene ge-
meint. Allgemeiner wird eine k-dimensionale affine Teilmannigfaltigkeit des R" eine
k-Ebene genannt. Ist F eine im R" definierte reelle Funktion und bedeutet S eine
Teilmenge des R", so werde mit FA S die Beschrinkung von F auf S bezeichnet.
F A S stimmt also auf S mit F iiberein und ist ausserhalb S iiberhaupt nicht definiert.

Es sei nun F eine im R' definierte Funktion, die nur endlich viele Unstetigkeits-
stellen ¢, q,, ..., q9,, hat. Es werde zudem angenommen, dass fiir jeden Punkt g des
R! die Grenzwerte

F*(g)= lim F(x), F (g)= lim F(x)

x—=q+0 x—=+q—0

existieren. Durch den Ansatz

x(F) = ii (F(q:) = 4(F" (9:) + F~ (41))) (1)

wird dann fiir jede solche Funktion F eine Charakteristik definiert. Diese Definition
iibertrdgt sich sofort auf Funktionen, die auf einer im R" enthaltenen Geraden defi-
niert sind.

Der Vollstdndigkeit halber werde noch fiir Funktionen, die nur in einem einzigen
Punkt g definiert sind x (F)=F (q) gesetzt. Es sei nun H eine Ebene im R" und F eine
im ganzen R" definierte Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir jede zu H orthogonale
Gerade G die Funktion F A G den vorhin bei der Definition der Charakteristik im R!
genannten Bedingungen geniigt. p,; bedeute die Orthogonalprojektion des R" auf
H. Fiir jedes x aus H ist dann py'(x) diejenige zu H orthogonale Gerade, die x
enthilt. Jedem Punkt x in H kann demnach der Funktionswert y(F A pg ' (x)) zuge-
ordnet werden. Die dadurch auf H definierte Funktion, die die Projektion von F auf
H genannt werden soll, wird hier mit 75 (F) bezeichnet. Es gilt also fiir alle xe H

(ngF) (x) = x(F A pg' (x)). (2)

Ist F die charakteristische Funktion eines kompakten konvexen Korpers, so stimmt
dieser Projektionsbegriff, wenn man zwischen einer Menge und deren charakter-
istischer Funktion keinen Unterschied macht, mit der iiblichen Projektion eines kon-
vexen Korpers iiberein.
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Mit Hilfe der soeben eingefiihrten Projektion ldsst sich fiir eine gewisse Klasse
von Funktionen im R”" durch die Beziehung

IF|l, = max {f |F| du”, sup ”nHF“n—l} (3)
"

induktiv eine Norm definieren. Dabei bedeutet u" das Lebesguesche Mass im R"
und H durchliuft alle Ebenen des R". Im R°={o} werde |F|,=|F (0)| gesetzt. Um
|mgF|l,—, zu berechnen ist H als R"~! aufzufassen. Ebenfalls induktiv werde fest-
gesetzt, dass eine im R” definierte beschridnkte Funktion, die ausserhalb eines be-
schrankten Bereiches verschwindet normierbar genannt werden soll, wenn F Lebesgue
integrierbar ist, fiir jede Ebene H die Projektion nyF existiert und normierbar ist
und ||F||, endlich ist. Im RO sei jede reelle Funktion normierbar. Die Klasse aller
normierbaren Funktionen im R" bildet einen linearen Funktionenraum und || ||,
ist eine Pseudonorm (s. etwa Royden [5], S. 183) auf diesem Raum.

Beispiele normierbarer Funktionen sind die in [1] eingehend behandelten be-
werteten Polytope. Das sind Funktionen der Form «,C, +4,C,+ - +a,C,, wobei
die a; reelle Zahlen sind und die C; charakteristische Funktionen kompakter kon-
vexer Polytope. Eine normierbare Funktion F heisse approximierbar, wenn es eine
Folge bewerteter Polytope P, gibt, so dass lim,_, ,, || P,— F|,=0 ist, und wenn zudem
fiir jede Ebene H des R" die Funktion F A H ebenfalls approximierbar ist. Dabei hat
man H wider als R"~1 aufzufassen, so dass eine sinnvolle induktive Definition vor-
liegt. Im R° sei natiirlich jede reelle Funktion approximierbar. Anstatt lim,.,
|F,—F|,=0 werde einfacher F,=>F geschrieben. Die Menge aller im R" defi-
nierten approximierbaren Funktionen bildet einen linearen Funktionenraum iiber
den reellen Zahlen, der mit A" bezeichnet werden soll. yx ist ein auf A" definiertes
lineares Funktional, das fiir (nicht leere) kompakte konvexe Polytope (d.h. fiir deren
charakteristische Funktionen) den Wert 1 hat und in dem Sinne stetig ist, dass aus
F,= F die Beziehung lim,_,, x(F,)=x(F) folgt. Man kann beweisen, dass y durch
diese Eigenschaften vollstindig charakterisiert ist ([1], Satz 3). Es zeigt sich zudem,
dass fiir jede Ebene H aus FeA", wenn H als R"~! aufgefasst wird, nyFeA" ™! folgt,
und die Projektionsinvarianz

X (ngF) = x (F) 4)

besteht.

Bekanntlich kann man allgemeiner Orthogonalprojektionen des R" auf k-Ebenen
(k=1, 2,..., n) einfiihren. Ist py eine solche Abbildung des R" auf eine k-Ebene H, so
lasst sich, ebenfalls durch die Beziehung (2), eine zugehorige Projektion my von
Funktionen definieren. pg ' (x) ist in diesem Falle eine (n—k)-Ebene. Durch n, wird
A" auf A* abgebildet (siehe [1], Abschnitt 10).
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Es sei nun s eine affine Abbildung des R" auf eine k-Ebene H, wobei k einen der
Werte 0, 1, 2, ..., n haben kann. Ahnlich wie bei Projektionen lisst sich zu s eine fiir
die approximierbaren Funktionen definierte Transformation o erkliren. Man be-
merke dazu, dass s™!(x) fiir xeH eine (n—k)-Ebene ist und daher, wie aus der
Definition der Approximierbarkeit unmittelbar folgt, fiir Fe A" stets FAs™ ! (x)eA" %
sein muss. Analog zu (2) kann man daher durch

(6F) (x) = x(F r 57" (x)) ©)

eine auf H erkldarte Funktion oF definieren. Ist s insbesondere eine Projektion des
R" auf H, so stimmt (5) mit (2) iiberein. o werde die zu s gehérige Funktionentrans-
formation genannt. Ist k=n, also H=R" und demnach s nicht singuldr, so ist s ™! (x)
ein Punkt und daher x(FAs™'(x))=F (s~ '(x)). Anstatt (5) kann daher in diesem
Falle die transformierte Funktion ¢F durch

(6F) (x) = F(s™" (x)) (6)
definiert werden.
3.

Der folgende Satz enthdlt das Hauptergebnis dieser Arbeit.

SATZ 1. Bedeutet s eine affine Abbildung des R" auf eine k-Ebene H(k=0, 1, ... n),
so gibt es genau eine Abbildung o der im R" definierten approximierbaren Funktionen
auf die auf H definierten approximierbaren Funktionen (als Funktionen im R* aufge-
fasst), so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(a) o ist linear, - ‘

(b) o ist stetig, d.h. aus F,= F (F,eA", FeA") folgt oF,=>cF.

(c) o stimmt fiir kompakte konvexe Polytope (reprisentiert durch deren charak-
teristische. Funktionen) mit der iiblichen durch s definierten affinen Abbildung iiberein.

Ausserdem hat die Abbildung ¢ noch die Eigenschaft, dass sie durch (5) definiert
werden kann und dass

2(oF) = 1(F) [0

gilt.

Es ist noch zu bemerken, dass in (7) links die auf A* und rechts die auf A" definierte
Charakteristik gemeint ist.

Die Beziehung (7) enthdlt u.a. sowohl die Invarianz gegeniiber isometrischen
Transformationen wie auch die durch (4) ausgedriickte Projektionsinvarianz. Diese
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beiden Eigenschaften wurden schon in [1] untersucht. Ausserdem enthilt Satz 1
noch eine Kennzeichnung der Projektionen und, wenn k =0 ist, eine Kennzeichnung
der Charakteristik, auf die ebenfalls schon in [1] (Satz 4 bzw. Satz 3) hingewiesen
wurde.

Noch eine weitere Folgerung aus obigem Satz soll hier erwihnt werden. Es sei
dazu s eine affine Abbildung des R" auf eine k-Ebene H und ¢ eine affine Abbildung
von H (als R* aufgefasst) auf eine /-Ebene E. Sind ¢ und 7 die zu s bzw. ¢ gehdrigen
Funktionentransformationen, so ist zu erwarten, dass dann zu der affinen Abbildung
ts die Funktionentransformation to gehort. (Mit ts, 7o etc. ist hier und in dhnlichen
Fillen natiirlich nicht das Produkt sondern die iibliche Komposition der Funktionen
gemeint). Diese Tatsache kann aber aus der Definition (5) nicht ohne weiteres ab-
gelesen werden. Satz 1 zeigt jedoch, weil sowohl 7o wie auch die zu zs gehorige
Funktionentransformation den dort angefiihrten Bedingungen geniigt, die Gleichheit
dieser beiden Funktionale.

Um die Niitzlichkeit dieses Resultats hervorzuheben, soll das folgende Beispiel
erwihnt werden. Es werde angenommen, dass (mit den vorhin gewdhlten Bezeich-
nungen) E={o} nulldimensional sei. Wird dann r=t¢s gesetzt und bedeutet ¢ die
zu r gehorige Funktionentransformation, so ist wegen (5), da r~'(0)=R" gilt,
(¢F) (0)=x(F). Ebenso findet man t(cF) (0)=yx(cF). Aus der Zugehorigkeit von
to zu ts, d.h. aus g=10, folgt dann

1 (F) = (¢F) (0) = ((aF)) (o) = x (oF). )

Die Affininvarianz (7) folgt also aus den vorhergehenden Aussagen des Satzes.

Der zweite Satz, der hier bewiesen werden soll, bezieht sich auf den Fall, dass
F eine im R" definierte Funktion ist, die ausserhalb einer gegebenen k-Ebene H ver-
schwindet. F ist dann durch die Beschrinkung FA H vollkommen festgelegt. Wird
H als R* aufgefasst, so soll durch den folgenden Satz die naheliegende Frage beant-
wortet werden, wie sich die Approximierbarkeit, die Norm und die Charakteristik
von FA H (als Funktion im R*) zu den entsprechenden Begriffen beziiglich F (als
Funktion im R") verhalten.

SATZ 2. Es sei F eine im R" definierte reelle Funktion, die ausserhalb einer ge-
gebenen k-Ebene H des R" verschwindet. Wird dann F A H als Funktion im R* aufge-
fasst, so gelten die folgenden Aussagen.

(a) F ist dann und nur dann eine approximierbare Funktion im R", wenn F A H eine
approximierbare Funktion im R* ist. FeA" ist-also mit FAH €Ak gleichbedeutend.

(b) Es gilt

IFlls=IF A Hlj. €)
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(c) Es gilt

2(F)=x(F A H), (10)

wobei links die auf A" und rechts die auf A* definierte Charakteristik steht.

4.

Fiir den Beweis der beiden angefiihrten Sdtze werden zwei Hilfssdtze ben6tigt,
die in diesem Abschnitt formuliert und bewiesen werden sollen.

Sind H und H' zwei k-Ebenen im R” und ist g eine nicht singulire affine Abbildung
von H auf H’, so wird, etwas allgemeiner als in (6) (dort ist H= H'= R") fiir jede auf
H definierte Funktion durch die Beziehung

(yF) (x)=F(y™'(x)) (xeH’) (11)

eine auf H' definierte Funktion yF erkldrt. y heisse wieder die zu s gehérige Funk-
tionentransformation.

HILFSSATZ 1. Im R" sei H eine Ebene und F eine Funktion, fiir die die durch (2)
definierte Projektion auf H existiert. s sei eine nicht singuldre affine Transformation

des R". G bedeute eine zu H orthogonale Gerade. H sei eine Ebene, die zu sG orthogonal
ist. Wird dann

t = (pis) A H (12)

gesetzt, so gelten die folgenden Aussagen.

(a) t ist eine nicht singuldre affine Abbildung von H auf H.

(b) Ist o die zu s gehorige Funktionentransformation, so existiert die Projektion
ng (oF).

(c) Bedeutet t die zu t gehorige Funktionentransformation so gilt

noF = tngF. (13)

Beweis. t hat jedenfalls die Eigenschaft, eine affine Transformation zu sein, die
H in H abbildet. Dass ¢ nicht singulir ist, ergibt sich daraus, dass fiir xe H, ye H aus
der Beziehung ¢ (x)=1¢ (y) mit Hilfe von (12) auf die Gleichheit x=y gefolgert werden
kann.

Es sei nun F eine Funktion auf R?, fiir die die durch (1) definierte Charakteristik
existiert. Da eine nicht singulire Affinitit s im R! eine Transformation der Form
sx=ax+b (a#0) ist, folgt aus der Definition (1) unmittelbar

x(oF) = x(F). (14)
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F sei jetzt wieder eine im R" definierte Funktion, die die im Hilfssatz genannten
Voraussetzungen erfiillt. Wird o als eine nur fiir die Funktionen auf G definierte
Funktionentransformation aufgefasst, so gilt in Ubereinstimmung mit (11)

o(F AG)(x)=(F A G)(s"'x).

Der Definitionsbereich dieser Funktion besteht ersichtlich aus allen Punkten x, fir
die s~ 'xeG gilt, ist also sG, und der zugehdrige Funktionswert ist F(s~'(x)). Da
oF A sG ersichtlich dieselben Eigenschaften hat, folgt

6(F A G)=0F A sG. (15)

Nun werde x=HnG, X=HnsG gesetzt. Weil dann sxesG ist und H zu sG
orthogonal ist, gilt ¥=pg (sx), also wegen (12) und xe H

% =1t(x). (16)

Ausserdem bekommt man noch aus derselben Orthogonalitdtsbeziechung pé ! (X)=sG,
was zusammen mit pg ' (x)=G

spa’ (x) = pi' (%) (17)
ergibt. Aus (16) und der Definition (11) folgt
(tngF) (%) = (ngF) (7' (%)) = (ngF) (t7't(x)) = (ngF) (x). (18)

Wegen G=pg'(x) findet man mit Hilfe von (14) und (15) unter Heranziehung der
Definition (2)

(ngF) (x) = x(F A pg’ (x)) = (0 (F A pg’ (x))) = x(F A spg’ (x)). (19)
Aus (17) folgt zudem wenn wieder (2) verwendet wird,
2(oF A spp' (x)) = x((cF) A pi* (%)) = (maoF) (%). (20)

(19) und (20) ergeben, dass (ngoF) (X) existiert und (ngzoF) (%)= (ngF) (x) gilt.
Wegen (18) ergibt sich daraus

(nyoF) (%) = (tnuF) (x)- (21)

Da die Gerade G orthogonal zu H, aber sonst beliebig gewdhlt werden kann, und
daher A sG alle Punkte % aus H durchlaufen kann, folgt aus (21), dass (13) gilt.
Damit sind auch die Aussagen (b) und (c) des Hilfssatzes bewiesen.

Fiir die Formulierung des nichsten Hilfssatzes ist es zweckmadssig die folgenden
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Bezeichnungen einzufiihren. Bedeutet s eine nicht singuldre affine Transformation des
R" und ist d (x, y) der euklidische Abstand von zwei Punkten x, y des R", so werde
firnz1

ga(5) = sup 2C 2 20)

x#y d(x, y) (22)

gesetzt. Dabei sollen x und y unabhingig voneinander alle Punkte des R" fiir die
x#y ist, durchlaufen. Ein offenkundiges Kompaktheitsargument zeigt, dass g,(s)
stets endlich ist. Schliesslich werde noch

ho(s)=1,  hu(s) = max{g,(s), 1} (23)

geschrieben. Dann ist ersichtlich 1 <4, (s)<oo.

HILFSSATZ 2. Im R" sei F eine normierbare Funktion und s eine nicht singuldire
Affinitiit. Bedeutet o die zu s gehorige Funktionentransformation, so ist auch oF nor-
mierbar und es gilt

loFlls < hu(s) I Fll,. (24)

Beweis. Im R° ist die Aussage des Hilfssatzes selbstverstindlich. Es werde die
Induktionsannahme gemacht, dass der Hilfssatz fiir den R"~! schon bewiesen sei.
Fiir jede nicht singulire Affinitit » des R"~' (mit zugehoriger Funktionentransforma-
tion ¢) und jede normierbare Funktion U im R"™! sei also oU wieder normierbar
und es gelte

leUll-1 £ BZ1 (r) 1UNl-1 - (25)

Ist A eine beliebige Ebene des R", so kann man dazu eine Ebene H finden, so dass
H und H den Bedingungen des Hilfssatzes 1 geniigen. Dann gilt, mit den dortigen
Bezeichnungen die Beziehung (13). Da F normierbar ist, folgt, wie man aus der
Definition der Normierbarkeit unmittelbar erkennt, dass auch ngF (als Funktion
im R""!) normierbar ist. Wegen der Induktionsannahme gilt dann dasselbe von
tngF. Aus (13) ergibt sich daher, dass njoF normierbar ist und (25) ergibt, wenn
U=nyF, r=t, g=1 gesetzt wird, und ¢ durch (12) erklirt ist

|ngoFllu—y < BpZ1(t) ImgFllazy - (26)
Aus der Definition (22) folgt daher, wenn man zudem bedenkt, dass bei einer Projek-
tion die Abstdnde nicht vergréssert werden,

d(pas(x), pi d \
g1 (1) = sup (pss (x), pias () _ - d(s(x),s())
x#y d(x’ y) x#y d(x, y)

< 8.(s)
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(x und y sind hier auf H beschrinkt, daher steht vor g,(s) nicht unbedingt das
Gleichheitszeichen). Wegen (23) gilt demnach

hyey (1) < By (). @7
Aus (26), (27) und h,(s)=1 folgt nun
ImgoFllu-1 < B (s) ImgFll,—1. (28)

Weil F nach Voraussetzung Lebesgue integrierbar sein soll, trifft dasselbe fiir ¢ F
zu und es gilt bekanntlich

[ toF1aw s e,65) [ 1F1aw,

R R®

wobei c,(s) eine nur von »n und s abhingige Zahl ist. Da durch s ein Wiirfel der
Kantenldnge 1 in ein Parallelotop mit Kantenldngen, die nicht grosser als 4, (s) sind,
tibergefithrt wird, folgt sofort ¢, (s) <A, (s). Es gilt somit

[ roriaw s 1) [ 1P, (29)
R” R”

Aus (28) und (29) und der Definition (3) ergibt sich jetzt

loFll, = max{ f |oF| du", sup nn;foFu,.-l} <
H
Rn

< max{R2(0) [ 1P 4, B(9) 00 Ul = PG 1L,
"

H

Damit, zusammen mit der schon bewiesenen Tatsache, dass jede Projektion von oF
normierbar ist, ergibt sich, dass auch ¢F normierbar ist und dass (24) gilt.

Je

Nun kénnen die im 3. Abschnitt angefithrten Sdtze bewiesen werden.

Beweis von Satz 1. Zuerst soll gezeigt werden, dass es hochstens eine Abbildung
o von A" auf A* gibt, welche die Eigenschaften (a), (b), (c) des Satzes hat. Ist 7 eine
weitere solche Abbildung, so gilt wegen der Eigenschaft (c), dass zumindest fiir jedes
kompakte konvexe Polytop C die Gleichheit 6C=1C besteht. Durch lineare Kombi-
nation iibertrdgt sich dies durch Anwendung von (a) sofort auf bewertete Polytope.
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Aus (b) bekommt man dann, wenn eine Folge bewerteter Polytope P; vorliegt, fiir
die P;=F gilt, dass oP;=>0F, 1P;=>tF sein muss. Wegen ¢P;=1P; folgt daraus
oF=1F, womit die Eindeutigkeit von ¢ erwiesen ist.

Jetzt werde angenommen, dass s nicht singuldr sei. Vorerst soll der Beweis er-
bracht werden, dass das durch (5) definierte Funktional ¢ die Eigenschafte (a), (b), (c)
hat und dass oF approximierbar ist, wenn dasselbe fiir F zutrifft. Da s nicht singuldr
ist, kann anstatt (5) die bequemere Definition (6) verwendet werden. Die Approxi-
mierbarkeit von oF ldsst sich folgendermassen einsehen. Fiir n=0 ist die Sachlage
vollkommen trivial. Es werde die Induktionsvoraussetzung gemacht, dass das ent-
sprechende Ergebnis fiir den R"~1! richtig sei. Ist Fe A" und liegt eine Folge bewerteter
Polytope P; des R”" vor, so dass P;=F, also lim,,, |F—P,]|=0 gilt, so folgt aus
Hilfssatz 2 lim;_, , ||6F—oP,;||=0 und daher

oP;, = oF. (30)

Bedeutet H eine Ebene im R", so folgt durch Wiederholung desselben Argumentes,
das zum Beweis von (15) verwendet wurde, (6F)A H=6(FAs~'H). Mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung kann daraus sofort geschlossen werden, dass (6F)A H
approximierbar ist. Diese Tatsache, zusammen mit (30), zeight, dass cFeA" gilt.
Die Aussagen (a) und (c) des Satzes sind selbstverstindliche Folgerungen aus der
Definition (6). Weil, genau wie beim Beweis von (30), aus F;= F auf ¢F;=>dF ge-
schlossen werden kann, erhidlt man die Stetigkeit von ¢. Damit ist fiir nicht singulires
s, abgesehen von (7), der Satz bewiesen.

Nun werde angenommen, dass s singuldr sei. Der R" wird also dann durch s auf eine
k-Ebene H abgebildet (0<k<n). Fiir jedes x aus H ist s~!(x) eine (n—k)-Ebene
und alle diese (n — k)-Ebenen die zu vorgegebenen Punkten x gehdren, sind zueinander
parallel. Ist E eine zu s~* (x) orthogonale k-Ebene und bezeichnet p; die Projektion
des R" auf E, so gilt ersichtlich s=(sA E) pg. Setzt man t=sA E, so folgt daraus

S =1DEg, (31)

wobei ¢ eine affine Abbildung von E auf H ist, die, weil E und H dieselbe Dimension
haben, nicht singuldr ist. Sind ¢ und 7 die zu s bzw. ¢ gehorigen Funktionentransfor-
mationen, so folgt aus (31) und den Definitionen (2) und (11) fiir jedes F aus A"

(6F) (x) = x(F A 57" (x)) = x(F A pg 't~ (x)) = (ngF) (17 (x)) = (z7F) (x).
Es gilt demnach
o =1ng. (32)

Da in [1] gezeigt wurde (Satz 4), dass jede Projektion die Eigenschaften (a), (b), (c)
hat und vorhin dasselbe fiir nicht singuldre Affinitdten bewiesen wurde, folgt aus (32),
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dass auch fiir o die Aussagen (a), (b) (c) zutreffen. Dabei ist zu beachten, dass ¢ nach
Einfithrung von Koordinatensystemen in E und H als Affinitit im R* aufgefasst
werden kann. Dasselbe Schlussverfahren ergibt auch oFeA* fiir alle FeA™.

Weil im Anschluss an Satz 1 schon gezeigt wurde, dass (7) als eine Folgerung aus
den anderen im Satz genannten Eigenschaften der affinen Transformationen aufge-
fasst werden kann, ist somit der Satz in allen Teilen bewiesen. Eine andere Moglich-
keit (7) zu beweisen, besteht darin, dass man bei gegebenem o das Funktional
@(F)=yx(oF) untersucht. Wegen der Aussagen (a), (b), (c) und bekannten Eigen-
schaften von y ist leicht einzusehen, dass ¢ linear und stetig ist und fiir kompakte
konvexe Polytope den Wert 1 hat. Durch diese Eigenschaften ist aber das Funktional
x eindeutig bestimmt ([1], Satz 3). Daher muss ¢ =y und somit y (¢F)=y(F) gelten.

Beweis von Satz 2. Es geniigt, den Satz fiir k=n—1 zu beweisen, denn durch
wiederholte Anwendung dieses Spezialfalles kann man ersichtlich zur allgemeinen
Aussage des Satzes vordringen. Fiir n=1 handelt es sich um selbstverstdndliche
Behauptungen. Es werde die Induktionsvoraussetzung gemacht, dass der auf den
R"~! bezogene Inhalt des Satzes schon bewiesen sei.

E bedeute nun eine Ebene im R”", die nicht zu der im Satz genannten Ebene H
orthogonal ist, d.h. keine zu H orthogonale Gerade enthdlt. Die Projektion von H auf
E ist dann eine nicht singuldre affine Abbildung von H auf E. Bedeutet py die Pro-
jektion des R" auf E und pp=pg A H die Projektion von H auf E, so unterscheidet
sich (bei festem xeE) die Funktion FApg'(x) von (FAH)Apg'(x) dadurch,
dass FApg'(x) auf der Geraden p;'(x) definiert ist und ausserhalb des Punktes
H npg ' (x) null ist, wohingegen (F A H) A pz * (x) ausserhalb des Punktes H npg ' (x)
{iberhaupt nicht definiert ist. Da die Funktionswerte in diesem Punkt in beiden
Fillen die gleichen sind, hat man

2(F A pet (%)) =x((F A H) A pg ' (x)).

Links steht hier die im R' und rechts die im R° definierte Charakteristik. Bedeutet
np die zu pg gehorige und o die zur Affinitdt g gehorige Funktionentransformation,
so ergibt sich daraus unter Verwendung der Definitionen (2) und (11)

ngF =0 (F A H). (33)

Daraus kann mit Hilfe von Satz 1 entnommen werden, dass nzFeA"™! gilt. Da pg
nicht nur eine Affinitit sondern auch eine Projektion ist, werden bei der durch pg
vermittelten affinen Abbildung von H auf E die Abstdnde nicht vergrossert. Aus den
Definitionen (22) und (23) folgt demnach

h(s)=1.

Durch Anwendung von Hilfssatz 2 erhilt man daher aus (33)
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l7meFlla-1 S IF A Hly-y. (34)
Jetzt werde angenommen, dass H eine zu E orthogonale Ebene sei. Die Projektion

ngF = x(F A pg ' (%)) (35)

ist dann 0, wenn x nicht in £ n H liegt. Die beziiglich H als zugrunde liegenden Raum
definierte Projektion

Tenn (F A H) = X((F A H) A Pean (x))

hat fiir xe En H denselben Wert wie (35) ist aber ausserhalb En H iiberhaupt nicht
definiert. Daraus folgt

(ngF) A(HNE)=mg g (F A H).

Aus FAHeA" ! folgt daher ngFA(HNE)eA" 2 und wegen der Induktionsvor-
aussetzung nyFeA" "', Zudem erkennt man noch, dass

[7eF (a1 = ”(”EF) A (HnE)”n-Z = [|Tgnm (F AH),-3 SIFAH|,—y

gilt. (34) ist also auch dann giiltig, wenn H zu E orthogonal ist.
Da in dem hier vorliegenden Fall [g. |F| du"=0 ist, ergibt sich aus (34) und der
Definition (3)

CFl = sup I7eFlls = IF A Hllp-y . (36)

Da andererseits der Fall E= H eintreten kann und ngF=F A H ist, gilt auch

”F“n = Sl;p "nEF”n-l g ”nHF“n—'l = "F A H”n—l . (37)

(36) und (37) zeigen, dass F normierbar ist und
[Flla=[IF A Hll-, (38)

gilt. Damit ist (9), also die Aussage (b) von Satz 2 bewiesen.

Jetzt soll die Approximierbarkeit von F bewiesen werden. Da nach Voraussetzung
F A H approximierbar ist, gibt es eine Folge auf H definierter bewerteter Polytope
P, so dass P,=> FA H, d.h. lim,;_, , ||(FA H)—P;||,-, =0 gilt. Damit ist die Bezichung

lim [|(F = P,) A Hll,—; =0 (39)

i—+o0

gleichbedeutend. Werden im R" dadurch bewertete Poltope P, definiert, dass in
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H P;=P, und ausserhalb H P,=0 gesetzt wird, so folgt aus (38) und (39) sofort
P,=F.

Es ist noch zu zeigen, dass fiir jede Ebene E des R FA EeA"~ 1! gilt. Da fiir den
Fall, dass E zu H parallel ist eine vollkommen triviale Sachlage vorliegt, kann
angenommen werden, dass Hn E (n—2)-dimensional ist. Aus der Voraussetzung
F A HeA" ! folgt, wie unmittelbar aus der Definition von A"~! hervorgeht, (FA H)
A(HNE)eA" 2 Diese Beziehung besagt ersichtlich dasselbe wie

(FAE)A(HNE)eA" 2. (40)

FAE ist eine auf E definierte Funktion, die ausserhalb der (n—2)-Ebene Hn E
verschwindet. Aus (40), zusammen mit der eingangs gemachten Induktionsvoraus-
setzung, ergibt sich somit FA Ec A" ™1, Damit ist die Aussage (a) von Satz 2 bewiesen.

Um nun den Beweis des Satzes abzuschliessen, ist noch die Beziehung (10) her-
zuleiten. Dazu geniigt es zu bemerken, dass die Projektionsinvarianz (4), weil nyF=
= F A H gilt, sofort

x(F) = x(ngF) = x(F A H)
ergibt.
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