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Feuilletages de codimension 1 sur les variétés simplement connexes de

dimension 5

par Norbert A'Campo

Introduction

Récemment H. B. Lawson a obtenu un feuilletage de codimension 1 sur les sphères
S2k+3, k^l, [4], [7]. Ici nous construisons d'une autre manière un feuilletage sur la
sphère S5. Pour toute variété, compacte, sans bord, et de dimension 3 il existe un
feuilletage [13]. Le problème se pose d'en construire sur les variétés de dimension 5.

Nous donnons une construction pour les variétés, simplement connexes, compactes,
sans bord, et de dimension 5.

Nous analysons au § 1 le feuilletage sur S3 de G. Reeb [6]. En s'inspirant d'une
description homotopique de P1 (C) et P2 (C), que nous avons trouvée dans les notes
du séminaire Géométrie Topology I de D. Sullivan [10], nous expliquons comment
obtenir un feuilletage de S5 d'une manière un peu comparable à celle de G. Reeb

pour S3. Bien que notre méthode n'ait encore rien donné pour les autres sphères
S2n+19n^3, nous la présentons ici en détail. Elle peut avoir un intérêt pour construire
des feuilletages sur les sphères S2n+1, w^3.1)

Nous montrons au §2 qu'il existe un feuilletage sur toute variété compacte, sans

bord, simplement connexe, et de dimension 5 en utilisant les théorèmes de classification

de ces variétés de S. Smale [9] et D. Barden [2]. La démonstration s'appuie sur le

résultat suivant: dans une telle variété il existe une sphère S3 plongée, telle que son

complémentaire est un espace fibre sur S1 avec une fibre simplement connexe.
Au §3 nous donnons des exemples de tels plongements de S3 dans S5. On en

déduit l'existence de feuilletages sur S5 ayant des feuilles diffeomorphes à (V— n points),
où V est une variété simplement connexe, compacte sans bord, pour laquelle w2 V) 0,

et qui admet une décomposition V=N#S2 xS2#S2xS2.

§ 1 Application de Hopf Feuilletage Sur S5.

1.1. Une description homotopique de Pn (C)
Dans D. Sullivan [10] on trouve la description homotopique suivante des espaces

projectifs complexes. L'espace P"(C), rapporté aux coordonnées homogènes

[z0,...,zw], est recouvert par les cartes affines Ai {\_z0,...9zn]ePn(C)\zi^0}; ce

*) I. Tamura, Comment. Math. Helv., 47 (1972), et A. H. Durfee (préprint) ont construit des

feuilletages pour toute sphère de dimension impaire.
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recouvrement ser=stfn est remarquable par les intersections

An ,ik An n ••• nAlk, 0 < ït <i2-" <ik<n,

qui sont des espaces d'Eilenberg-MacLane K(Zk~1, 1).
Le nerf de ce recouvrement, au sens de la théorie de l'homotopie étale [1], est

la catégorie E{sé)\

- les objets de E(srf), sont les intersections d'éléments de stf,

- pour deux objets de E(s/)9 A1 et A", on a Hom£(ja0 (A\ A") Q si A'£A", et

siA'cA*.
(A', A") est l'ensemble des diagrammes commutatifs de la forme

où A' ^ Ar et Â" -> A" sont les revêtements universels.
Par exemple Hom£(ja0 (^4, ^4) s'identifie à n^A) pour tout objet A de

La catégorie E{sé) décrit l'homotopie de Pn(C): la réalisation géométrique de

E{stf) est homotopiquement équivalente à P"(C).
Par exemple la catégorie associée à P1(C) a trois objets Ao, Au AOi. On peut

la noter par le diagramme

ou, si l'on désire souligner que les espaces Ao, Au et A0l sont des espaces d'Eilenberg-
MacLane par le diagramme

0<-Z->0.

La réalisation géométrique de la sous-catégorie pleine {A0l} de E{stf) est

homotopiquement équivalente à S1~K(7j, 1), les réalisations des sous-catégories pleines

{Ao-+Aol} et {Aoi^Ai} sont homotopiquement équivalentes au cône CS1. Donc,
la réalisation de E(sé) est homotopiquement équivalente à la suspension S (S1)

=Pl(C). L'applicationde HopfS2n+i -» Pn(C) est une fibration dont la fibre est l'espace
d'Eilenberg-MacLane K(Z, 1). Ceci explique que l'image réciproque par h du
recouvrement s/ est un recouvrement £8 de S2n+1, dont les intersections sont encore des

espaces d'Eilenberg-MacLane. Ainsi à S3 est associée la catégorie E{âS) dont le

diagramme est

Z <- Z0Z-» Z.
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On reconnaît la décomposition de S3 comme union de deux tores solides dont
l'intersection est le bord commun. Cette décomposition a été utilisée par G. Reeb

pour feuilleter S3.

Mentionnons que l'application de Hopf 53->P1(C) se présente dans ce cadre

par le foncteur «évident» [10], désigné par une flèche grasse,

1

Z

1.2. Un feuilletage sur S5

Regardons la sphère S5. L'espace P2(C) est recouvert par trois parties affines

Ao, Al9 A 2. Le nerf de ce recouvrement se2 est la catégorie E(<srf2) dont le diagramme
est

En posant h:S5-+P2(C) l'application de Hopf et Bi h~1(Ai), 0<ï<2, on trouve
le recouvrement &2 {B0, Bu B2} de S5 dont le nerf est la catégorie E(&2) ayant
le diagramme

Nous essayons d'opérer comme l'a fait G. Reeb pour S3 et enlevons à

S5 {(z0, zl9 z2)eC3 | |zo|2 + IzJ2 4- \z2\2 1}

les trois tores solides Rt {zeS5 \ |zf|2>2/3}^51 xD4, 0</<2. L'âme{ze55 | \zt\

1} de Rt et celle de Bt coïncident; les tores Rt correspondent dans le diagramme



z

\zeze
1

zez

Z02

/Z

: o

\-> z
1

0
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(1) aux facteurs Z. Ce même diagramme montre que C=S5— Ro — R1 — R2 est une
variété à bord dont l'homotopie est décrite par une catégorie dont le diagramme est

zez zez\ /zezez
ï

zez
C'est le nerf du recouvrement {BonB1nC, BtnB2nC, B2nBonC} de C.

Comme pour l'application de Hopf S3 ->P1(C) il y a un foncteur «évident»

0

(2)

qui indique qu'il existe une action libre de S1 x S1 sur C. En effet cette action est

(a, p9 (zO9zl9 z2))eSflxSflxO->(az0, fizl9 a£z2)eC. Le quotient D C/S1xS1 est

donc une variété de dimension 3 dont le bord est l'union de trois composantes

dRJS1 x S1 c* S1 x S3/S1 xS1 ^S2,

car l'action sur ÔR^S1 xS3 est le produit des actions habituelles de S1 sur S1 et

sur S3.

L'homotopie de D est décrite par la catégorie (2); D a le type d'homotopie de

l'union de trois cônes sur S1 identifiés le long des bases, donc le type d'homotopie
de la sphère S2 + un plan équatorial. En effet, D est difféomorphe à (S3 —3 boules).

Le théorème de stabilité de G. Reeb [6] montre qu'il n'existe pas de feuilletage de

codimension 1 sur D, car dD est formé de trois composantes simplement connexes.
Pour cela nous enlevons à D des anses de sorte que nous aboutissons à une variété
dont le bord n'a plus de composantes simplement connexes et pour laquelle il est

facile de construire un feuilletage. Soient Z>0, Di9 D2 les trois composantes du bord
de D et soit 7V^Z>fx[0, 1] un voisinage collier de Z>f, 0</X2, dans D tel que
NonN1nN2¥:0. Nous attachons dans Ni9 0</<2, une anse solide cp^IxD2 à

Dt de sorte que ç0, cpu cp2 ne soient pas nouées dans D, que cpi et cp2 ne soient pas
enlacées, et que <pl et <p2 soient simplement enlacées avec <p0. Nous enlevons à D
l'intérieur des anses cp0, cpu cp2. Il reste D' D — (po — <p1 — <p22ïS1 x(S2 — 3 disques

ouverts). La variété D' est un espace fibre sur S1, donc on sait la feuilleter de sorte

que dD' soit une union disjointe de feuilles [13]; on en déduit un feuilletage sur la
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D'-D-<po-<pr<p2

variété C'=p * (/)')<= Ce S5 par image réciproque de la projection p:C-+D. Pour

obtenir un feuilletage sur S5 il faut étudier S5-C. La variété à bord S5-C est

l'union disjointe de trois variétés à bord R09 Rl9 R2; Rt étant obtenue à partir de

R( en y collant p~l{cpi) ^S1xSi xIxD2. Etant donné que

P | p"1^)^1 x S3 x [0,1] -> S2 x [0,1] ^ Nt

est la projection canonique d'une action équivalente au produit des actions habituelles
de S1 sur S1 et sur S3, l'application d'attachement do p~1(cpi) à Ri9

S1 x S1 x {0,1} x D2 £* d(p~1((pi)) -> JR, îïS1 x D*

est S1 — équivariante; donc Rt est difféomorphe à une variété de la forme S1 x (Y, ôY)
(la variété (Y, ôY) est décrite ci-dessous). Il en résulte que les variétés à bord ^0,
Rl9 R2 admettent des feuilletages, tels que les bords soient des feuilles. Donc, en

collant les variétés feuilletées C", Ro, Rl9R2 suivant les bords on obtient:

THÉORÈME 1. // existe un feuilletage de codimention 1 sur la sphère S5.

Pour feuilleter toutes les variétés simplement connexes de dimension 5 nous

aurons besoin du corollaire:

COROLLAIRE 1. [4]. // existe un feuilletage sur S3xD2 tel que le bord d {S3 xD2)
soit une feuille.

Preuve. On choisit un plongement (p:Si-+S5 transverse à un feuilletage de S5.

Par exemple

teS1 y-> (t, y)eS1 x (Y - dY) ^ Ro - dR0 c S5
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Par tourbillonnement on peut obtenir un feuilletage sur S5 qui contient une
composante de Reeb S1 x D4 d'âme cp. Son complémentaire est difféomorphe à S3 x D2

et est équipé d'un feuilletage, tel que le bord d(S3 x D2) soit une feuille.
Remarque. L'action de T2 sur S5, définie par

((a, fi)9 (z0, zu z2))eT2 xS5k (az0, 0zl9 a£z2)eS5

ressemble à l'action habituelle de T1 sur S3: en effet, l'espace quotient S5/T2 est

difféomorphe à S3 et la projection canonique p:S5 -+S5IT2 21S3 est le générateur

Nous avons utilisé l'application p:S5-+S3 pour trouver un feuilletage sur S5,
aidé par l'exemple de G. Reeb, qui utilise l'application de Hopf S3->S2 pour
feuilleter S 3.

§ 2. Construction des 5-variétés 1-connexes. Feuilletages

2.1. Rappel (selon [2], [9], [11];
Les variétés simplement connexes, compactes, sans bord, et de dimension 5 sont

classifiées par D. Barden [2]. Une telle variété M est déterminée par l'homomorphisme

w2(M):if2(M,Z)->Z2,

qui correspond à la deuxième classe de Stiefel-Whitney w2(M)eH2(M, Z2). Donc
deux telles variétés Mx et M2 sont difféomorphes, si et seulement si, w2(Mt) et

w2(M2) sont isomorphes, c'est-à-dire s'il existe un isomorphisme A:H2(Ml9 Z)-+
->H2(M2, Z) vérifiant w2(M1) w2(M2)oA.

Si M est une variété simplement connexe de dimension 5, le groupe H2(M, Z) se

décompose suivant

où w est l'un des groupes 0, Z, Z2 ou Z2J®Z2J(J^ 1) [2]. En outre on peut choisir
cette décomposition de telle sorte que les restrictions de l'homomorphisme w2(M)
aux facteurs différents de w soient nulles et que la restriction de w2(M) à w soit 0,

la surjection canonique Z -> Z2, 1Z2, ou la somme des surjections canoniques Z2^ -» Z2
selon que la valeur de w dans la décomposition de H2 (M, Z)soitO, Z, Z2,ouZ2</©Z2,/.
Une telle décomposition de H2(M, Z) est dite adaptée à w2(M).

Nos constructions utilisent le théorème de Wall [11]:
THÉORÈME. Soit une variété simplement connexe compacte sans bord de

dimension 4 telle que la forme intersection sur H2(N) soit non définie. Alors tout auto-

morphisme de H2(N#S2 xS2) qui conserve la forme des intersections sur H2(N#
#S2 x S2) est induit par un dijféomorphisme orienté de N#S2 x S2.
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Soient F=(S2xS2)#(S2xS2) et G=P2(C)#(-P\C))#P2(C)#(-P2(Q);
soient {a, b, c, d) une base de H2 (F, Z) ^ Z4 et {p, q, r, 5} une base de H2 (G, Z) ^ Z4
telles que les seuls nombres d'intersection non nuls soient a-b cd= 1 etp-p~ — q-q

r-r= — $-s=l. D'après le théorème de Wall il existe pour tout k^ 1 un difféomor-
phisme orienté oc(k):F-->F tel que la matrice de a(k)*:H2{F, Z)-+H2(F, Z) sur la
base {a, b, c, d} soit

A(k)

de même pour tout /^l il existe un difféomorphisme orienté fî(l):G-+G tel que
la matrice de P(l)*:H2(G, Z)-+H2(G, Z) sur la base {p, q, r9 s} soit

'-J + l

k
0

0
1

0

0
1

0

0
1

-k
0

IN
0

0

0>
lr1

On peut appliquer le théorème de Wall pour G, car G est difféomorphe à P2(C)#
#(-P2(C))#S2xS2.

Soit f}(— l):P2(C)-+P2(C) le difféomorphisme orienté z->z. L'homomorphisme
P( -1)* : H2 (P2 (C), Z) -> H2 (P2 (C), Z) est la multiplication par -1.

2.2. Un feuilletage pour les variétés simplement connexes de dimension 5.

THÉORÈME 2. Sfo/f M une variété simplement connexe, compacte, sans bord et

de dimension 5. Alors il existe un plongement cp:S3 xD2 -> M telle que M—(p(S3xÛ2)
soit un espace fibre sur S1.

Démonstration. Le groupe H2(M, Z) a une décomposition adaptée

h2 (m, z) w®zd® (zni e ZJ0...0 (z^ezj.
On considère la variété I I(w, d, k\ 1= PF^S2 x S2#-~¥=S2 x S2#F# — #F,

d termes S2xS2,k termes F, où West la variété 54, P2(C), P2(C), ou G selon que
la valeur de w dans la décomposition adaptée de H2(M, Z) est 0, Z, Z2, ou Z2^®Z2i.
Il résulte de ce qui précède qu'il existe un difféomorphisme orienté/: I-+Z respectant
la décomposition en somme connexe de I tel que

- la restriction de / au terme W soit isotope à 154, lp2(C), P(— 1) ou j8(2J~1)

selon que la valeur de w est 0, Z, Z2 ou Z2J®Z2J,

- les restrictions de/ aux d termes S2 x S2 soient isotopes au difféomorphisme

(x, y)eS2 x S2*->(y9 x)eS2 x S2,
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- la restriction de /au Même terme F, l^i^k, soit isotope au difféomorphisme

Soit M' la variété obtenue en identifiant dans Tx/ les points (x, 0) et (f(x), 1)

pour xeZ Soit p:M'-*Sl l'application fibree induite par la projection ZxI-*I
On a un diagramme commutatif

H2 (Z, Z)^ H2 (Z, Z) --^> H2 (M', Z) > if (I, Z)

dont la ligne horizontale est un morceau de la suite exacte de Wang de la fibration
piM'-^S1. Le triangle est commutatif parce que l'inclusion ZaM' a un fibre
normal trivial II en résulte que

h2 (m', z) ^ w e zd ® (zB1 e zni) e e (znk ® zj
car. - coker (/#-/</ ^2(^ Z)-+H2{W, Z))^ w,

-coker (/^-W H2(S2 xS2,Z)-^H2(S2 xS
- coker (afo)*-/*/ JÏ2(F, Z)-^H2(F, Z))^Z

La commutativité du triangle permet de calculer w2(M/) On déduit que H^2(Mr)
et w2(M) sont isomorphes

Soit xoeZ un point fixe de/et soit !F SlxD4-^M' un plongement dont l'âme
W | S1 x {0} est induite par tel\-^(xo, t)eZxi et qui envoie txD* dans jP""1^)

pour /e S1. Le plongement représente en homotopie libre un générateur de n1 {M') ^ Z.
Donc la chirurgisée M" %(M\ W) est une variété simplement connexe, telle que
w2{M") soit isomorphe à w2(M) Donc, d'après le théorème de classification de

D Barden les variétés M et M" sont difféomorphes.
Soit cp S3 xD2-*M"?$M le plongement dual à W On a les difféomorphismes

M-cp(S3 x D2) =*M" -<p (S3 x D2) M' - ij/ (S1 x D4)

et la restriction de p à M/ — (p(S1 xù4) est une application fibrée différentiable de

fibre (Z — D4), ce qui prouve le théorème

THÉORÈME 3. Toute variété M, simplement connexe, compacte, sans bord, et de

dimension 5, admet un feuilletage de codimension 1.

Démonstration, Soit cp:S3 xD2-+M le plongement fourni par le théorème
précédent Alors M— (p (S3 x b2) est un espace fibre sur S1, donc possède un feuilletage
tel que son bord soit une feuille. En collant la variété M—cp(S3 x Ù2) ainsi feuilletée
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et la variété S3 xD2, feuilletée d'après le corollaire du théorème 1, nous obtenons un
feuilletage sur la variété M.

Un feuilletage de codimension 1 sur une variété M de dimension n définit un
champ de (n— l)-plans intégrable sur M. On ne conna t pas d'exemple de champ
de (n — l)-plans sur une variété de dimension n qui ne soit pas homotope à un champ
intégrable. Le théorème 9.3 de [13] et le théorème 3 montrent le

COROLLAIRE. Tout champ de A-plans sur une variété simplement connexe,

compacte, sans bord et de dimension 5 est homotope à un champ intégrable.

2.3. Sur les feuilles
Soit (Y, dY) la variété à bord obtenue par le diagramme d'identification

S1 x {0, 1} x (D2, ÔD2) X (D4, dD4)

[incL |
S1 x [0, 1] x (D2, ÔD2) -> (7, dY)

où À est donnée par deux plongements disjoints, d'orientations opposées, non noués

et simplement enlacés du tore solide S1 x D2 dans dD4. Cette variété a des coins

que l'on lisse.

On déduit des constructions précédentes les

THÉORÈME 4. // existe un feuilletage de S3xD2 ayant pour feuilles
a) Unefeuilled(S3xD2) S3xS\
b) Trois feuilles difféomorphes à S1 xdY,
c) Des feuilles difféomorphes à Y—dY,

d) Des feuilles difféomorphes à ((Y— dY) — l point),
e) Des feuilles difféomorphes à S1 x S1 x (S2 — 3 points).

THÉORÈME 5. Soient M une variété simplement connexe, compacte, sans bord,

et de dimension 5, et H2(M, Z)= w®Zd®(ZMl®Zni)©---®(Z,,k®Znk) une

décomposition adaptée à w2(M).
Alors M possède un feuilletage ayant pour feuilles
(i) le nombre et type de feuilles décrites dans a, b, c, d, e du théorème 4,

(ii) des feuilles difféomorphes à (Z(w, d,k)—l point).
Il n'y a pas unicité de la décomposition adaptée. En ajoutant des facteurs Zni®Zni,

avec nt l, on voit que l'on peut choisir l'entier k aussi grand que l'on veut, et

que M possède un feuilletage contenant des feuilles (Z(w, d, k') — \ point), kf grand.
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Nous étudions les feuilles non compactes simplement connexes plus en détail pour la
variété M S5 au §3.

§ 3. Exemples de nœud simple S3 c* S5 dont le complémentaire est un espace fibre sur S1

1) Soit F une variété à bord de dimension 4, telle que nl(V) 0 et ôV=S3.
Soit a:F-^Fun difféomorphisme vérifiant

Nl:a\dV=\dV,
N2:a*-1:H2(F, dF)->H2(F, dF) est inversible.
La variété X(oc, F), obtenue en identifiant dans Fx/les points (jc, 0) et (a(X), 1)

pour xeV, puis en collant Vxl/a et S3 xD2 suivant leurs bords, est homotopique-
ment équivalente à S5, donc difféomorphe à S5 [9]. L'inclusion S3 xD2czX(a, F) m
^S5 est un voisinage tabulaire du nœud S3 x {0}cI(a, V)^S5. On note «(a, V)
ce nœud et JV(a, F) le voisinage tubulaire ouvert S3xZ>2c;S5.

Les nœuds «(a, F) ainsi obtenus sont simples [5], c'est-à-dire que n1(S5— n((x,

F))^>Z. Le complémentaire du voisinage tubulaire S5 — N(ol, F) est une variété à

bord qui est un espace fibre sur S1 de fibre (F, ôV). Donc, si n2(V)^0, le nœud

n(a, V) n'est pas trivial. On obtient alors des exemples de tels nœuds non triviaux
en prenant pour F la variété

F*(£) (S2 x S2#-"#S2 x S2 - boule Ù% k termes S2 x S2, k ^2,

et pour a un difféomorphisme de F*(k) qui vérifie Nt et 7V2. Par exemple pour
k 2 il existe d'après le théorème de Wall un difféomorphisme a de F* (2), tel que
la matrice de (x*:H2(F*(2))->H2(F*(2)), exprimée sur la base canonique de ir*(2),
soit la matrice ,4(1). (cf. §2).

De même, pour A: 3 on peut prendre un difféomorphisme f$ de jF*(3) tel que la
matrice de fi* soit

3

0

0
1

0
Q

0

0
1

0

0

0

0

-2
6

0

0
1

0

0

0
0
1

0

1

0

0

0

2

0

0
1

-3
0

0

Q

En prenant des sommes connexes de nœuds de termes n(cc, F*(2)) et n(p, F*(3))
on voit qu'il existe des nœuds simples S3 -> S5 tel que S5 — S3 est un espace fibre
sur S1 de fibre F*(k), k^2. Il est facile de voir qu'il n'existe pas de tels nœuds tels

que la fibre soit F*(l). En effet il n'existe pas d'automorphisme A de Z©Z vérifiant
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*AUA U et A — I est inversible, où U—i est la matrice des intersections de

52x52. V1 0/
Soit N une variété compacte simplement connexe telle que sa forme intersection

QN soit du type IL D'après le théorème de Eichler [3, 8] la forme intersection Qv de

V N # S2 x S2 # S2 x S2 N # F (2)

est isomorphe à aE8@bU, avec U=l 1 et Z>^2. Le théorème de Wall nous

fournit des difféomorphismes a de F*=F— Z)4 vérifiant A^ et iV2, car 2s8 admet
des automorphismes A tel que ^4 — / est inversible. Donc il y a des nœuds de la forme
«(a, F*) avec V* N#F*(2).

2) Toute surface trouée de genre g^O peut-être feuille d'un feuilletage de S3 [4].
Le théorème suivant est un analogue (faible) pour les feuilletages sur S5.

THÉORÈME 6. Soit N une variété simplement connexe compacte de dimension 4,

telle que sa forme intersection soit de type IL Alors il existe un feuilletage sur S5,

contenant des feuilles difféomorphes à

N # S2 x S2 #S2 x S2 - n points, n ^ 1.

Preuve. Soit n:S3->S5 un nœud de la forme «(F*, a), avec V=N#S2xS2
¥=S2xS2.

En utilisant la démonstration du théorème 3 on voit qu'il existe un feuilletage sur
S5 contenant des feuilles difféomorphe à F*. Il suffit d'introduite (n— 1) composante
de Reeb pour obtenir un feuilletage contenant F— n points.

COROLLAIRE. Toute variété compacte simplement connexe à bord (F, dV) telle

que dimF=4, dF^0, w2(F) 0 se plonge dans S5.

Preuve. [(F, dV) UaF(F, dV)~\#S2 x S2#S2 x S2-1 point se plonge comme
feuille d'un feuilletage dans S5.

PROBLÈME. Quelles sont les variétés compactes qui peuvent être feuille d'un
feuilletage de S5?
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