
Zeitschrift: Commentarii Mathematici Helvetici

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 46 (1971)

Artikel: Riemann-Roch-Transformationen und Kobordismen

Autor: Würgler, Urs

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-35531

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 17.04.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-35531
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


414

Riemann-Roch-Transformationen und Kobordismen

Urs Wurgler

1. Einleitung

Ist &:h*-+k* eine natûrliche stabile Transformation zwischen multiplikativen
Kohomologiefunktoren und sind M, N kompakte differenzierbare h*- und k*-
orientierte Mannigfaltigkeiten,/:.&/-? TV eine stetige Abbildung, so ist im allgemeinen
das Diagramm

(1.1)

nicht kommutativ. Mit fx bezeichnen wir dabei den Umkehrhomomorphismus, vgl.
[2], [3] fur ausfûhrliche Diskussionen bzw. Abschnitt 3 der vorliegenden Arbeit. Fur
aile xeh* (M) gilt aber

wobei

1
(1.3)

gesetzt wurde und wir mit q> den Thomisomorphismus des (stabilen) Normalen-
bûndels von M bzw. N bezeichnen.

Die Relation (1.2) ist ein formaler Ausdruck fur verschiedene Sâtze vom Typus
Riemann-Roch-Grothendieck und stammt von E. Dyer [3]. Ist G multiplikativ, so

lâsst sich (1.2) in der Form

/, [0 (x) u 0 (1M)] /, [0 (x)] u 0 (lN) (1.4)

schreiben.
Setzt man h* (M)=h* (M), hf (f)=fx so besagt(1.4), das 0 eine natûrliche

Transformation von hf nach kf ûber der Kategorie der h*- und fc*-orientierten Mannig-
faltigkeiten ist. Eine natûrliche Transformation

Qlhf^kf

nennen wir eine Riemann-Roch-Transformation, man vgl. (4.1) fur eine prâzise

Définition.
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In der vorliegenden Note untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Riemann-
Roch-Transformationen und stabilen Kohomologieoperationen. In Satz 4.1.1. stellen

wir fest, dass die durch (1.3) definierte Abbildung die jeder stabilen Kohomologie-
operation eine Riemann-Roch-Transformation zuordnet, im Falle von G-orientierten
Kohomologiefunktoren (G O, U, Sp) bijektiv ist. Als Folgerungen ergeben sich
insbesondere ein Zusammenhang zwischen Riemann-Roch-Transformationen vom
Typ MG* -> h* und stabilen charakteristischen Klassen fur G-Bûndel mit Werten in
h* (4.2.3.) und mit 4.2.4. eine Charakterisierung des differenzierbaren Riemann-Roch-
Satzen von Atiyah-Hirzebruch fur schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeiten. In
4.2.2. geben wir eine Charakterisierung des Funktors MG* durch eine universelle
Eigenschaft.

Ich môchte an dieser Stelle Herrn Professor A. Dold meinen herzlichsten Dank
aussprechen. Er hat das Manuskript gelesen und durch seine freundliche Kritik
wesentlich zu dessen Yerbesserung beigetragen.

2. Vorbereitungen

2.1. Mit W bezeichnen wir die stabile Kategorie der endlichen CJF-Komplexe.
Die Objekte von W sind Paare (X, n) wobei X ein endlicher CPF-Komplex mit
Basispunkt ist und n eine ganze Zahl. Die Morphismen sind die Mengen Morw x
((X, n), (Y, m)) {Sr+nX, Sr+mY}9 r ist dabei eine ganze Zahl mit r+«^0, r+m^O.
Es ist klar, dass dièse Définition unabhângig von r ist. Objekte aus W werden wir in
der Forai (X, w)=SnXschreiben. Grob geschrochen handelt es sich bei den Objekten
von W um endliche CJF-Komplexe und deren formale Desuspensionen.

Spanier-Whitehead-Dualitât ermôglicht die Konstruktion eines kontravarianten
Funktors D : W -* W, der ein Antiautomorphismus und eine Involution auf W ist.
Es gilt also

1) D2 (SnX) SnX

2) Morw(SnX, SmY) Morw(DSmY, DSnX)

D ist wie folgt gegeben: Ist X= (X, 0) ein CW-Komplex, so wâhlen wir eine genûgend
grosse natûrliche Zahl N derart, dass das Spanier-Whitehead-Dual von X, DNX9

existiert. Wir definieren DX=S~NDNXv/as uns wegen der Beziehung Dn+1X=SDnX
ein eindeutig bestimmtes, von N unabhângiges Objekt aus W gibt. Ist SrX ein be-

liebiges Objekt aus W, so setzen wir D(SrX) S~rDX.

2.2. Im Verlaufe der ganzen Arbeit verstehen wir unter G eine der stabilen Gruppen
O, U, oder Sp und unter F einen der Kôrper R, C oder H. d sei 1, 2 oder 4, je nach
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Wahl der Gruppe G. Mit Gnk (F) bezeichnen wir die Grassmannmannigfaltigkeit der
«-Ebenen im Fw+fc. BG(n)=\imGnk(¥) ist der klassifizierende Raum der Gruppe

G(n). yn bzw. ynk seien die universellen Bûndel ûber BG(n) bzw. Gnk(¥). Ein Vektor-
bûndel ûber einem CW-Komplex Xdenken wir uns stets durch seine klassifizierende
Abbildung X-+BO gegeben. Eine G(«)-Struktur auf einem Vektorbûndel £ ist eine

Âquivalenzklasse von Liftungen

BG(n)

**/ I in

Zwei Liftungen g und g' heissen dabei âquivalent, wenn eine Homotopie H:XxI-
BG(n) so existiert, dass fur aile (x, t)eXxI gilt:

Unter einer G-Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine kompakte glatte Mannigfaltig-
keit (mit oder ohne Rand) zusammen mit einer G-Struktur gM auf dem stabilen
Normalenbûndel fiM von M. Fur Détails verweisen wir auf [4].

Den Thomraum eines Vektorbûndels £ bezeichnen wir mit T(£). Fur T(yks)
schreiben wir MGs(k), fur T(yk) wie ûblich MG(k).

2.3. Unter einem Kohomologiefunktor verstehen wir stets eine ûber der Kategorie
der endlichen CPF-Paare definierte, multiplikative Kohomologietheorie h* {hn}neZ.

Mit h* bezeichnen wir die reduzierte Théorie ûber der Kategorie der endlichen CW-
Komplexe mit Basispunkt. Z:hi(X)->hi+i(SX) bedeute stets den Suspensionsiso-
morphismus. Ist h* ein Kohomologiefunktor, so verstehen wir unter einer kanonischen
Thomklasse fur G-Bûndel bezûglich A* eine Folge U={Un, neZ} von Kohomologie-
klassen, so dass gilt:

1) UneKdn(MG(n)) ist eine Orientierungsklasse von yn fur aile n.

2) Bezeichnet i:BG(n)->BG(n + l) die Inklusion, so gilt fur aile «eN: i*Un+1
IdUn.

Besitzt A* eine kanonische Thomklasse U fur (7-Bûndel, so nennen wir das Paar

(h*, U) eine G-Theorie.
Ist h* eine (/-Théorie, so besitzt jedes (z(«)-Bûndel { eine durch T(gç):T(Ç)->

-+MG(n) induzierte Thomklasse und h* hat einen ûber der Kategorie der (j-Bûndel
funktoriellen Thomisomorphismus q>fh* (X) ->£* (^(0)- ^s Beispiel einer G-Theorie
erwâhnen wir die G-Kobordismustheorie MG*. Ist (X, A) ein endliches CJF-Paar,

so ist MGn{X, A) gegeben durch lSdk~nXIA9 MG(kJ] fur le gross genug. MG* besitzt
die durch U={Un}, Utt=;[iàMG(n)]eMGdh(MG(n)) erklàrte kanonische Thomklasse.
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Jeder reduzierte Kohomologiefunktor /ï* lâsst sich auf die stabile Kategorie W
fortsetzen: Ist SrX ein Objekt aus W so setzt man einfach fik(SrX)=hk~r(X).

2.4. Sind h* und k* Kohomologiefunktoren so bezeichnen wir mit Hom* (h, k)
{Homi{h,k)}ieZ die Z-graduierte abelsche Gruppe der natûrlichen stabilen Trans-
formationen @:h*-+k* vom Grad i. Mit C*(/z) {ClG(h)}ieZ bezeichnen wir weiter
die graduierte abelsche Gruppe der stabilen charakteristischen Klassen fur G-Bùndel

mit Werten in h*. Ein Elément weC%{h) ist also eine Funktion, die jedem G-Bûndel {
ûber X ein Elément w(Ç)ehl(X) zuordnet, natùrlich bezûglich G-Bûndelabbildungen
ist und zudem die Eigenschaft w(<i;©l) w({) fur aile £ aufweist.

3. Der Umkehrhomomorphismus

3.1. Ist M eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand dM so bezeichnen wir
mit GM die Menge aller môglicher G-Strukturen auf M, d.h. die Menge der G-Struk-
turen des (stabilen) Normalenbùndels von M.

Fur jede der stabile Gruppen G O, U, Sp definieren wir eine Kategorie BG wie

folgt:
Die Objekte von BG sind die Tripel <M, r, gM} wobei M eine kompakte glatte

Mannigfaltigkeit mit Rand, r eine ganze Zahl und gMe^M eine G-Struktur von
M bezeichnen. Die Morphismen in BG erklâren wir durch MorBo «M, r, gM>,

<JV, s, gN}) Morw (S' (M/ÔM), Ss (N/dN)) x (gM, gN), wobei (gM, gN) e GM x GN. Die

Komposition der Morphismen ist évident. F: BG-»W sei der durch F«M, r, gM»
Sr(M/dM),F(fx(gM,gN))=f gegebene kovariante Funktor. Die Komposition
DoF:BG-^Wvon F mit dem Spanier-Whitehead-Dualitâtsfunktor D bezeichnen wir
mit D'. Es ist

D' «M, r, gM» D (SrM/dM) S~rD (M/dM).

Ist fi ein tf-dimensionales Normalenbûndel von M, so sind die Râume T(n) und

M/dM dual in 5m+a+1, m=dimM. D.h. D(M/dM) S-(m+a+l)T(fi) oder also

3.2. Jeder G-Theorie (/**, £/) ordnen wir einen kovarianten Funktor

/if: BG-»Abz

wie folgt zu: Ist <M, r, gM> ein Objekt aus BG, so setzen wir hf «M, r, gM» h* (M);
ist /: <M, r, gM> -? <iV, s, gN} ein Morphismus aus BG so erklâren wir hf (/) =/, :

:hf((M9r,gMy)-+tiï((N,s,gNy) folgendermassen: Ist n ein Normalenbûndel von
M mit G-Struktur gM, v ein Normalenbûndel von N mit G-Struktur gN so ist/j durch
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das Diagramm

hq((M r v W fin\ \\m9 'y BM/)
II

h\M)
<Pnl

URS WÛRGLËR

q + (n-m) + (s-r)
H
II

iq—r—m+s

«N, s

+n(N)

+b(T(

gegeben.
Die Unabhângigkeit dieser Définition von einer speziellen Wahl der Normalen-

bûndel fi, v verifiziert man leicht, ebenso die Funktoreigenschaften von tif.
Wir nennen hf den zur G-Theorie (h*, U) gehôrigen Gysinfunktor ûber der

Kategorie BG.

Bemerkung. Es ist bekannt (vgl. etwa [4]), dass sich bei darstellbaren Kohomologie-
funktoren h* Orientierungsklassen des Normalenbundels einer differenzierbaren

Mannigfaltigkeit und Fundamentalklassen dieser Mannigfaltigkeit vermôge des

Slantproduktes wechselseitig entsprechen. Ist (Zeine Orientierungsklasse und [M, dM~]

die zugehôrige Fundamentalklasse, so hat man das folgende kommutative Diagramm:

h*(M) ^-^ > hn_q(M,ÔM)

P bezeichnet dabei den Poincaré-Lefschetz-Dualitâtsisomorphismus, D Spanier-
Whiteheaddualitât und r die Dimension von \i. Aus dieser Beziehung und der Kom-
mutativitàt von

K-< (M, dM)-^^ hM-< (N, ON)

folgert man leicht, dass sichfûr einen Morphismus/: <M, gM> -> <7V, gN}f\ in der Form

fi ^m °/* ° ?n

schreiben lâsst. In diesem Falle handelt es sich bei /j also um den ,,gewôhnlichen"
Umkehrhomomorphismus.

33. Sind <M, r, gM>, <JV, 5, gjv) zwei Objekte aus BG, so definieren wir ihr Produkt
in BG duxch <M, r, gM> x <iV, s, gN} =(MxN, r +5, gMxiv> wobei gMxJV die Produkt
G-Struktur bezeichnet.
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Ist (A*, U) eine G-Theorie, so induziert die Kohomologiemultiplikation
h*X®h*Y-*h*(X*Y) offensichtlich ein Produkt

m:/zli«M, r, gM»® /iy«iV, 5, gN}) - ^+J"«M x iV, r + 5, gMxN})

auf dem Funktor Af.
Weil in der stabilen Kategorie W die Beziehung D (X) a D F) D (X a Y) gilt und

weil der Thomisomorphismus einer G-Theorie (A*, U) multiplikativ ist (im Falle
G=O folgt dies aus der Bemerkung, dass jede O-Theorie strikt-kommutativ ist),
d.h. fur G-Bûndel {, r\ gilt :^x,(xxj)=^(x)x^ (y), folgt leicht, dass fur G O, U
Sp die Relation

(/ xg)lm(x®y) m[/,(x)®g,(y)]

gilt, d.h. das Produkt m ist natûrlich.

4. Riemann-Roch-Transformationen

4.7. DEFINITION. Es seien h* und fc* zwei G-Theorien. Eine natûrliche
Transformation

ûber der Kategorie BG nennen wir eine Riemann-Roch-Transformation.
Es ist klar, dass die Komposition zweier Riemann-Roch-Transformationen wieder

eine Riemann-Roch-Transformation ist. Die abelsche Gruppe (bezûglich der ûblichen

Addition) der Riemann-Roch-Transformationen von h* nach k* vom Grade / be-

zeichnen wir mit Hom^^A,, &i), Homî5G(A,, kx) steht fur die Z-graduierte abelsche

Gruppe {Homf(Ai, kx)}UIi. Es sei 0:h*^k* eine stabile Kohomologieoperation
zwischen den beiden G-Theorien (A*, U) und (k*9 V), f: <Af, r, gM} -> <N, s, gN} ein

Morphismus aus BG. Sind \i und v G-Normalenbûndel von M bzw. N so definieren
wir fur aile xehf «M, r, gM}) =h*(M):

Man sieht sofort, dass der Homomorphismus 0 : h* «M, r, gM}) -» fcf «Af, r, ^M»
wegen der Stabilitât von 0 unabhângig von \i ist. Eine einfache Rechnung zeigt,
dass das Diagramm

h* «M, r, gM»-^fc* «M, r, gM»

kommutativ ist, d.h. die Zuordnung 0 -*¦ 0 definiert einen Homomorphismus

V: Hom* (*, fc) - Hom* (fc,, kt)
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vom Grade 0.

m:h?®hf -+h* bezeichne die in 3.3. definierte Produktabbildung.

DEFINITION. Eine Riemann-Roch-Transformation Q:hf->k? ûber der Kate-
gorie BG heisst multiplikativ, wenn fur aile xehf «M, r, gM», yen? «TV, s, gN}) gilt:

q [m (x ® yj] m[Q(x)®Q (yj\.
Mann sieht leicht ein, dass die einer multiplikativen Kohomologieoperation 0 : h* -> /:*
vermôge der Abbildung W zugeordnete Riemann-Roch-Transformation 0 multiplikativ

ist, 0 lâsst sich ùberdies in der Form

darstellen, dabei ist xeh?((M, r, gM}) (vgl. [2]).
Der nachfolgende Satz gibt insbesondere eine positive Antwort auf die Frage, ob

jede Riemann-Roch-Transformation q : h? -> kf zwischen Gysinfunktoren ûber BG von
der Form 0 !F(<9) ist, wobei 0eHom%(h, k).

SATZ 4.1.1. Es seien (h*, U) und (fc*, V) zwei G-Theorien. Dann ist der durch

0 -> 0 gegebene Homomorphismus

(hl9 k,)

ein Isomorphismus graduierter abelscher Gruppen vom Grad 0. *¥ bildet die Menge der

multiplikativen stabilen Kohomologieoperationen auf die Menge der multiplikativen
Riemann-Roch-Transformationen ab.

Beweis. Es bezeichne T: BG -> W den (kontravarianten) Funktor, der jedem Objekt
<M, r, gMy aus BG den Thomraum des stabilen Normalenbûndels von M zuordnet.

F:BG-* W sei der Vergissfunktor, der ein Objekt <M, r, gM} aus BG in den stabilen

CJF-Komplex S'XeObÇW) ùberfûhrt, X=M/dM. Der Funktor F ist voll und treu,
weil zudem jedes Objekt SrX von W W-isomorph zu einem Objekt der Form

F«m, r, gMy) ist (man bette einen zu X homotopieâquivalenten kompakten Simpli-
zialkomplex X' simplizial in einen geeigneten F* ein und betrachte anschliessend eine

,,regular neighbourhood" von Xr) stellt F eine Kategorieenâquivalenz dar. Ist
Z):W-»W die durch Spanier-Whitehead-Dualitât gegebene AntîËquivalenz, so ist
das Diagramm

W

aufgrund des 5-Dualitâtssatzes von Atiyah [1] kommutativ. Daraus resultiert, dass

auch T eine Antiàquivalenz ist Sind nun fi*, fc*:W->Abz zwei Kohomologie-
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funktoren so folgt aus der Antiâquivalenz von T die Existenz einer Bijektion

Hom^ 0, k) » HoniBG (hoT,koT). (1)

Ist t * ein Gysinfunktor ûber BG so ist das Diagramm

r, gM»-J!Uro T«M, r, gM»
fi[ l(DoFf)* (2)

definitionsgemâss fur aile Morphismen / aus BG kommutativ, d.h. der kanonische

Thomisomorphismus der G-Theorie t* definiert eine natûrliche Aequivalenz

(p:tf&t*oT (3)

ûber der Kategorie BG.

Sind nun h* und k* zwei G-Theorien, so folgt die Satzaussage sofort durch
Kombination von (1) und (3). Der Zusatz, dass W multiplikative Transformationen
in multiplikative ûberfûhrt, ist évident.

Bekanntlich lâsst sich nach Dold - sofern k* rationale Vektorrâume als Koefli-
zienten besitzt - jeder Homomorphismus : /ï*(S'0)-»Ê*(S0) eindeutig zu einer
stabilen natûrlichen Transformation îi*-+k* fortsetzen. Mit Satz 4.1.1. folgt daraus

unmittelbar:

KOROLLAR 4.1.2. Es seien h* und k* zwei G-Theorien. Sind die Koeffizienten
von k* rationale Vektorrâume, so lâsst sich jeder Homomorphismus

eindeutig zu einer Rieman-Roch-Transformation

forsetzen.

4.2. In diesem Abschnitt untersuchen wir den der G-Kobordismustheorie zu-
geordneten Gysinfunktor etwas genauer.

Ist h*=MG* und k* eine beliebige G-Theorie, so ist jede Riemann-Roch-Trans-
formation g:MGf-*kf durch ihre Werte auf den Einselementen lMeMG°(M), M
eine kompakte G-Mannigfaltigkeit, vollstândig bestimmt:

LEMMA 4.1.1. Es sei h* eine G-Theorie, Mm eine kompakte G-Mannigfaltigkeit und

eeHom*(MG,, /*,). Ist xeMGl(M) und wird das Poincarédual z=P(x)eMGm-i(M)
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durch die singulâre Mannigfaltigkeit f:Nm~l -> Mm reprâsentiert, so gilt

Dabei bezeichnet cN: N->pt die triviale Abbildung von N aufden Punkt.
Beweis. Nm~l=N ist eine kompakte G-Mannigfaltigkeit ohne Rand, der Poin-

caréisomorphismus PN:MG*(N)-+MG*(N) ist gegeben durch PN(u)=un [N] und
die Fundamentalklasse [N']eMGrn-i(N) von AUâsst sich durch idN:N^>Nreprâsen-
tieren. zeMGm_f(M) lâsst sich demnach in der Form z=f*([N~\) darstellen und es

gilt

^K1 (/*!>])]

Bemerkung. Setzt man MG*=MU*=k* und bezeichnet sa:MU*-+MU* eine

Landweber-Novikovoperation, so liefert Lemma 4.1.1. angewandt auf die Riemann-
Roch-Transformation sa einen Satz von Novikov, vgl. [1] Thm. 8.3. Man hat dabei

zu berûcksichtigen, dass sa(cNl) im Falle M=pt gerade gleich der Conner-Floyd-
Chernklasse des stabilen Normalenbûndels von N ist.

Lemma 4.1.1. ermôglicht eine einfache Charakterisierung des Gysinfunktors MGf
ûber der Kategorie BG durch folgende universelle Eigenschaft:

SATZ 4.2.2. Zu jedem Gysinfunktor hf ûber der Kategorie BG existiert genau eine

Riemann-Roch-Transformation

Th:MG*-*hf

derart, dass fur aile kompakten G-Mannigfaltigkeiten M gilt:

Beweis. Mit Lemma 4.2.1. schliesst man sofort, dass fur aile h* hochstens ein

solches t existieren kann. Um die Existenz nachweisen, betrachten wir den fur jede
(j-Theorie (h*, V) erklârten Orientierungshomomorphismus [i:MG*-*h*, der wie

folgt definiert ist: Wird xeMGl{X9 A) \_Sdk~iXIAi MG{k)~\ durch fiS^^X/A-^
~+MG(k) reprâsentiert, und ist V {Vn} eine kanonische Thomklasse von h*,
VkeKdk(MG(k)), so gilt: fi(x)=Zi~dkf*(Vk). Der Définition von fi entnimmt man

sofort, dass das Diagramm

î î
M *(X) -2U h*(X)
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fur jedes G-Bûndel £ kommutiert und daraus folgt unmittelbar, dass die Riemann-
Roch-Transformation \i die geforderten Eigenschaften besitzt.

Nach Landweber ([5], Thm. 3.1. und seinen an den Beweis anschliessenden Be-

merkungen) ist die durch Gt-xp^Ocp^l) gegebene Abbildung 0:Hom*(MG, A)-*
-» CG(h) ein Isomorphismus. Mittels Satz 4.1.1. folgt daraus leicht

SATZ 4.2.3. (/**, U) sei eine G-Theorie. Zujeder stabilen charakteristischen Klasse

weC*(h) gibt es genau eine Riemann-Roch-Transformation

derart, dass fur aile geschlossenen G-Mannigfaltigkeiten <M, gMye0b(BG) gilt

wobei vM das stabile Normalenbundel von M bezeichnet.

Bemerkung. Jede stabile Opération 0 :h*-+ fc* zwischen G-Theorien definiert

vermôge ^^(p^l0U^ eindeutig ein Elément weC*(k) mit ®(cm1) h>(vm). Mit
4.1.4., 4.2.2. und 4.2.3. folgert man leicht, dass zu jedem geHom* (hl9 A::) ein eindeutig
bestimmtes Elément ^eHom*(MGî, k{) so existiert, dass das Diagramm

MGf

kommutiert.
Wir geben zum Schluss noch eine Charakterisierung des differenzierbaren

Riemann-Roch-Satzes von Atiyah-Hirzebruch fur schwach fastkomplexe Mannig-
faltigkeiten.

Wir betrachten die Z2-graduierten Kohomologiefunktoren KU* =KU°®KU~1,
MU* =MUey®MUodd und H* ,Q) //ev( Q)®Hodd( Q); dabei setzen wir
MU°yX=Y.kez MU2kX, MUoddX=Y,kez MU2h+iX und analog fur Hty und Hodd.

Der komplexen ^-Théorie geben wir die durch([<^]- l)eA:0(CP00) bestimmte kano-
nische Orientierung, £ bezeichnet hier das kanonische Linienbûndel ûber CP^.
ch:KU* -+H* Q) sei der Cherncharakter, tdeCv(H*) bezeichne die Toddklasse.

SATZ 4.2.4. Es gibt genau eine multiplikative Riemann-Roch-Transformation

derart, dass fur aile natùrlichen Zahlen n gilt: £(lCpJ ^(CjPn)- Q ist identisch mit der

dem Cherncharakter ch assoziierten Riemann-Roch-Transformation ch.

Bemerkung, Die Tatsache, dass ch eine Riemann-Roch-Transformation ist, besagt
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wegen ch(x) ch(x)uch(lM) und aufgrund der Beziehung ch(lM) td(TM)
dass fur jede stetige Abbildung/:M->7V zwischen schwach fastkomplexen Mannig-
faltigkeiten und fur aile xeKU* (M) gilt

/, [ch (x) u td (tm)] ch [fx (*)] u td (rN).

Dies ist gerade die Aussage des differenzierbaren Riemann-Roch-Satzes.
Beweis. Es ist klar, dass der Orientierungshomomorphismus \i : MU* -» KU* ver-

môge der Bottperiodizitât eine multiplikative Kohomologieoperation MU* ~>KU#
liefert, die wir mit demselben Symbol bezeichnen. Nach [6] Thm. 10.1. ist \i\MU* ->
-±KU* epimorph. Daraus folgt, dass auch tk=\i epimorph ist. Sei nun Q'.Kf ->

->Hj#( Q) eine Riemann-Roch-Transformation mit Q(lCPn)=td(CPn),neN. Jede

Riemann-Roch-Transformation nach H? Q) ist nach Korollar 4.1.2. vollstândig
bestimmt durch ihre Restriktion auf die Koeffizienten. Man hat ein kommutatives
Diagramm

> H* (pt, Q)

MU* (pt)

Weil MU*(pt)®Q der durch die Kobordismusklassen der komplexen projektiven
Râume erzeugte rationale Polynomring ist, ist qotk durch die Werte £oTk(1cpJ
eindeutig bestimmt (vgl. 4.2.1.). Weil xK epimorph ist folgt das Résultat mit den be-

bekannten Eigenschaften des Cherncharakters.
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