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178 H.-J. SCHNEIDER

tauscht. Mit C erfûllt auch jede Funktorkategorie mit Werten in C die Distributivitâts-
bedingung.

3) Sei C wie in 1), n A°C modulo Homotopie. Fur eine Loop L in A°C und ein

beliebiges Objekt ZinA°C gilt: n(£ Z, L) ist eine abelsche Gruppe mit der von L in-
duzierten Multiplikation. Die Kommutativitât folgt aus Satz 1.2 und die Assoziativitât
beweist man mit einer âhnlichen Homotopie wie in 1.2. Dièse Bemerkung zeigt, daB

£Z gewisse Eigenschaften mit einem komultiplikativen Objekt gemeinsam hat,
obwohl es i. allg. (auch fur C .S) keine Komultiplikation in n besitzt.

2. Anwendimgen

Ist L eine Loop mit a, b,ceL, so wird der Kommutator [a, b~] bzw. der Assoziator
[a, b9 c] durchab (ba) [a, b~\ bzw. (ab) c a(bc) [a, b, c] definiert.

2.1 LEMMA: G sei eine punktierte Kanmenge ([3] IV.3.1.) und fiE7t(GxG, G)

definiere aufG eine H-Struktur in A0.S. Dann gibt es in der Homotopieklasse Jx einen

Repràsentanten /x0, sodafi (G, jà0) H-Objekt in A0.S ist.
Beweis: Sei fieA°.S(GxG, G) ein Reprâsentant von /L Da G Kanmenge und fi

H-Struktur ist, gibt es eine punktierte Homotopie (|>:/x(GvG)->G mit <£(1)=\ik und

<£(0)=V, wobei &:=<{l,0}, {0, \}}:GvG->GxG und V <1, l>:GvG->G ist.

Zu der Inklusion i:Ix(GvG)u{1} x(GxG)->Ix(GxG) gibt es \j/:Ix(GxG)-*G
mit \l/i= 0 u \j! (da G Kanmenge ist). Dabei ist {1} c/von (l)e Io erzeugt und \i fi'in(1y
Mit n0 ^(0) gilt fi=fi0 und (G, /i0) ist if-Objekt in A °.S.

2.2 SATZ: G sei Loop in A0.S, H sei Loop in A°.S und G oder H seien Kanmengen.
Dann giltfurfen {G, H\ XteA °.S undy^nÇ^ Xi9 G), 1 ^/^3;
(1) Mx1x2)=Mx2x1)fi, [xu x2]
(2) /* ((*i*2)*3) =/* (^i (^2^3))/* Oi> x29 x3~],

wobei xi: yiprien{X,G\ 1</<h, ^.^^î HXi undf* n(X,f)mit n=2 in (1)
undn 3in(2)gilt.

Beweis: 1. Fall: G ist Kanmenge. Nach Lemma 2.1 besitzt die Loopmultiplikation
von G einen Reprâsentanten /x, sodaB (G, p) .fiT-Objekt in A0.S ist. Die Behauptung
folgt dann unmittelbar aus Satz 1.2 und 1.3.

2. Fall: H ist Kanmenge. Sei -x:A°.S-* A°.S der Funktor der Kanschen Huile
und sei e (Z) : Z-+ZK die Kansche Huile von Z [3] IV.4.4). Da - K endliche Produkte
erhâlt ([3] IV.4.3), trâgt GK eine Loopstruktur. Da e(-) eine natiirliche Transformation

ist, gilt fKe(G) e(H)f und e(G) ist Loopmorphismus. AuBerdem ist e(H)
invertierbar, da H Kanmenge ist ; sei g : e (H)" xfK. Wegen n(-,f) n(-,g)x
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xn(—, e(G)) und da, n( —, e(G)) Loophomomorphismus ist, folgt die Behauptung
nach dem 1. Fall.

2.3 DEFINITION: 1) Sei (G, e) eine punktierte simpliziale Menge und ZG die

von G erzeugte freie abelsche simpliziale Gruppe mit Nullelement 0. Die Hurewiczab-
bildung (peA°.S((G,e),(ZG,0)) sei durch <p(g): g —e definiert, wobei geGp und
/7 ^ 0 ist.

2) Sei (G, e) ein Objekt mit Multiplikation n:GxG-*G in zl°.S. Fur Yt in A0.S

und y iEn{Yb ZG), l</<2, sei^j^ : mo(yl Ay2)en(Y1 a 72, ZG), wobei

men(ZG aZG, ZG) die Homotopieklasse der Ringmultiplikation von ZG ist (die
Multiplikation in ZG ist von der gegebenen Multiplikation n auf G induziert). Das so

definierte Produkt n{Yu ZG)xn(Y2, ZG)-^n(Y1 a 72, ZG) heifit Pontryaginprodukt.

3) Sei (G, e) Kanmenge und Loop in J°!s. Fur 7fe,d0.S und yien(Yi9G)9
l<z<2, sei <^1,j2>e7c(71A72, G) durch n(p,G)(yuy2y> \my1pruy2pr2] (mit
den Projektionen/?: 7X x 72 -? 7A a Y2 undprt: Yt x Y2 -> Y,) definiert. Das so definierte
Produkt x(YuG)xn(Y2,G)-*7i(Y1AY2,G) heiBt Samelsonproduki.

AusderExaktheitderPuppefolge(s.[3] VI.2)folgtfur Yu y2ezl0.Smit
â: <{1,0}, {0, l}>:71v72->71xy2:
e^n{Y1A 72, G) *-^i n^x 72, G) -^^l n(Y1 v 72, G)-*e ist exakt. Deshalb ist

Oi> J2) ^n 3) sinnvoll definiert (s.a.[1] 8).

2.4 LEMMA: Sei (G,e) Loop in i^S und (p:(G,e)->(ZG90) die Hurewicz-

abbiîdung. Mit den Bezeichnungen von Satz 2.2 gilt:
(1) 9* Oi> *2] O* (*i)> <P* (*2)] '•

(2) <??* [xl9 x2, x3] [<)!?„ (^), <p* (x2), <

Aufden rechten Seiten von (1), (2) steht das von der Ringmultiplikation von ZG induzierte

Produkt.
Beweis: Satz 2.2 lâBt sich mit/=<p anwenden, da ZG als simpliziale Gruppe

Kanmenge ist. Zu zeigen ist nur noch

O* Oi)> <P* (*2)] <P* (*i*2) - <P* (x2^i) und
[>? (xi), <P* (x2), <p* (x3)] <p* ((x^) x3) - y* (xt (x2x3));
Da e fur G zweiseitiges Einselement modulo Homotopie ist, folgt die Behauptung
nach Définition von cp durch distributives Rechnen.

2.5 Bemerkung: 1) Bezieht man die Gleichung (1) in 2.4 auf die Teilmenge
71Œ xi A Z *2> G) von 7r (J] Xx x J] X2, G), so folgt mit dem Samelson- und
Pontryaginprodukt nach 2.3: <p+Ou J2> <P*(ji) f*(y2)-(<P*(y2) <P*(>;i)H wobei

r : J] XA a J] X2 -»• J] X2 a J] Xj die Vertauschung ist und yt e n (£ Xh G).

2) Mit Hilfe der adjungierten Funktoren geometrische Realisierung, singulàrer
Komplex lâBt sich 2.4 auf topologische Râume ûbertragen.
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3) Analog zu dem Kommutatorprodukt in 2.3 ist ein Assoziatorprodukt

iïu yi> yù^^iTiA Y2 a y3, G) fur yien(Yh G) erklârt. Wegen einer âhnlichen Ûber-

legung wie in 2.3 (unter Verwendung von 1.21 und 1.22 in [2]) ist <, ,> wohldefiniert.
Im folgenden Korollar wird der Spezialfall der Homotopiegruppen betrachtet;

dabei wird Ap S A Aq S mit Ap+qS,S= 1-Sphâre, identifiziert.

2.6. KOROLLAR: Sei G Loop in .Top, Dann giltfûr den Hurewiczhomomorphis-

nn(G)-»Hn{G\n> 1, undfuraenp(G),Penq{G\ yenr(G) (p, q, r> 1):

p ^
(2) q>p+q+r<a,P, ?> (<?» cpq(p)) (pr{y)-(pp(oL) (cpq(P) q>r(y)).

Beweis: Mit Xt AP-i û, %2 A«-i Q> %3 Ar-i O und y±

folgt die Behauptung aus 2.4. Denn bei demIsomorphismus n(/\n Q,

^n(/\n \Q\, G)^nn(G) werden die topologischen und simplizialen Assoziator- bzw.

Kommutatorprodukte ineinander ûbergefuhrt. SG ist Loop in A0.S, da S rechts-

adjungiert ist. Das Pontryaginprodukt wird iiblicherweise (vgl. [6] § 30) uber die

Shuffle-Abbildung SH definiert. Das Pontryaginprodukt nach 2.3 erhâlt man durch
Komposition von SM: n(/\pQ, ZSG)xn(/\qQ, ZSG)->n(f\p+q Q, ZSG&ZSG)
mit der Ringmultiplikation; analog ergibt sich das Pontryaginprodukt nach [6] ùber
SH und dieselbe Ringmultiplikation (SM und SH sind in 2.7 definiert). Aus Satz 2.8

folgt dann, daB die beiden Pontryaginprodukte bis auf einen natûrlichen Isomorphismus

ùbereinstimmen. Das Vorzeichen (— l)pq ergibt sich wegen der Vertauschung

t:Ap&a A9&-»A€&a ApO. Denn nach der expliziten Beschreibung von £ in
Satz 2.8 gilt fur eine beliebige simpliziale abelsche Gruppe A und/eA°.S(Ap+q&, A):

/ /
2.7 DEFINITION: Seien A, B simpliziale abelsche Gruppen und p, #M.

1) SM:n(ApQ,À)'xn(AqQ,B)-*n(Ap+qQ,A®B) werde fur âen(Ap G, A),
ben{AqQ,B) als Homotopieklasse der Abbildung sm:Ap+qOk-^Ak®Bk mit
sm(ru..., rp9 tl9 tq):= a(ru..., rp)®b(tl9...9 tq% k^0, definiert.

2) SH:Hp(NA)xHq(NB)^Hp+q(N(A®B)) sei von der Shuffle-Abbildung (vgl.

[5] V.5.8) sh:(NA)p x (NB)q-*(N(A®B))p+q induziert. Hierbei ist N die Mooresche

Normalisierung.

2.8. SATZ: Seien A, B simpliziale abelsche Gruppen.

(1) Esgibt einen Isomorphismus Çw zwischen den Funktoren n(An&> *~)>

Hn (N-): A °Ab~*Ab, der fur âen(An G, A)explizit durch C«(«) Za€Sn£A(^(n-i)»
•••> e(r(0)) gegeben wird (ea ist das Vorzeichen der Permutation a und Sn ist die Menge
aller Permutationen von n Elementen).
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(2) Das Diagramm

n(/\Q,A)x n(A Q,B)-^n(f\ Q,A®B)
P I 4 P+q

C<TT

Hp(NA) x Hq(NB) > Hp+q(N(A ® B))

istfurp,q^ 1 kommutativ.
(DieElemente ei — enieQnsindin\A definiert).
Beweis: Gabriel-Zisman gebenin [3] VI.3 einen Isomorphismus in der Homotopie-

kategorie ^ zwischen l\n Q und A [ri]/À [w] an. Dieser Isomorphismus induziert

in n A°.S einen Isomorphismus n{ An Q, K)^n(A [n\jÀ [ri], K), falls K Kanmenge
ist. Im Falle des Satzes 2.8 ist K=A sogar eine simpliziale abelsche Gruppe und die

Isomorphie ist explizit beschreibbar, da die Kansche Bedingung fur simpîiziaîe
Gruppen auf konstruktive Weise erfùllt wird. Damit lâBt sich (1) beweisen und (2)
folgt durch eine einfache Rechnung aus (1).

Wie der Réfèrent mir mitteilte, erhâlt man die Kommutativitât des Diagramms in
(2) mit einem Isomorphismus auch auf anderem Weg mittels geometrischer Reali-
sierung.
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